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ВВЕДЕНИЕ 
 

Это пособие посвящено методам решения задач части курса 
школьной математики. В учебном пособии ставится цель помочь сту-
денту самостоятельно или при минимальной помощи преподавателя 
систематизировать свои задания по решению задач и ознакомиться с 
основными методами решения задач. Попыткой достигнуть этой цели, и 
определяется структура настоящего пособия: вначале каждого парагра-
фа кратко изложен теоретический материал (определения, основные 
теоремы и формулы), знания которого необходимо для решения  задач 
данного раздела. Это позволяет использовать пособие, не прибегая к 
учебникам. 

Далее приводятся подробно разобранные задачи с разъяснениями 
методов их решения. Среди решенных задач многие можно назвать ти-
повыми. Как правило, в пособии приводятся только простые задачи. 
Сознательно были исключены задачи повышенной сложности, так как 
ставилась цель научить студента решать основные задачи, дать некото-
рый минимум, необходимый для усвоения студентом основных разде-
лов школьной математики используемых при изучении высшей матема-
тики. 

По каждому разделу дается минимальное число задач в предпо-
ложении, что обучающийся будет разбирать все приведенные задачи 
подряд. Этим объясняется сравнительно небольшое общее число разо-
бранных задач по сравнению с другими задачниками.  

При составлении настоящего пособия был использован ряд задач 
из известных задачников по школьной математике.  
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1. Преобразование алгебраических выражений 

1.1. Теоретические основы темы и решение типовых задач 

1.1.1. Формулы сокращенного умножения 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2; 

(a − b)2 = a2 − 2ab + b2; 
a2 – b2 = (a – b)(a + b); 

a3 – b3 = (a – b)(a2 + ab + b2);                                (1.1) 

a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2); 
(a – b)3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3 = a3 – b3 – 3ab(a – b); 
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 = a3 + b3 + 3ab(a + b). 

Кроме того, если рассмотреть 

222
1

)()( aaa == , при 0≥а ; 3333
1

)()( aaa == , 
то формулы разности квадратов, суммы и разности кубов можно уви-
деть и в выражениях: 

))(( 2
1

2
1

2
1

2
1

2
2

2
2

babababa +−=−=− , при 0, ≥bа ; 

))(( 3
2

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
3

3
3

bbaabababa +±=±=± m .           (1.2) 
Важно знать, как выделить полный квадрат в квадратном трех-

члене ( 0≠а ): 

( )
а
с

a
b

a
b

a
bxxacbxax +−++=++ 2

2

2

2
22

442
2 = 

= 
a

acb
a

bxa
a

acb
a

bxa
4

4
24

4
2

22

2

22 −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + .          (1.3) 

 
Пример 1. Выделить полный квадрат в квадратном трехчлене: 
 
1. 

4
1)

2
5(6

4
25

4
25

2
5265 222 −−=+−+⋅⋅−=+− хxxxx ; 

.)4(9]9)4[(

)7161642()78(78.2
22

222

xх

xxххxx

−−=−−−=

=+−+⋅⋅−−=+−−=−+−
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Пример 2. Преобразовать данное уравнение к квадратному: 

01121
2

2 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

х
х

х
х . 

Решение. Полагаем у
х

х =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 ,  (*).  

Преобразуем первое слагаемое, исходя из нашей замены:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

2
2

2 1121
хх

хх
х

хy = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 2

2 12
х

х . 

Рассматривая ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

2 1
х

х как ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++ 212 2

2

х
х = 21 2

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

х
х , под-

ставляя в исходное уравнение и делая замену (*), имеем 0322 =−− уу . 
 

1.1.2. Многочлен Pn(x) и его корень. Теорема Безу.  
Разложение многочлена на множители 

Схема Горнера 
Напомним, что одночленом называется произведение нескольких 

сомножителей, один из которых числовой (коэффициент), а другие – 
степени с буквенными основаниями (например, 3x4y2). 

Степенью одночлена называется сумма показателей степеней всех 
букв, входящих в этот одночлен. Два одночлена называются подобны-
ми, если они одинаковы или отличаются только коэффициентами. 

Многочленом называется сумма нескольких одночленов (напри-
мер, 3x4y2 + x2y2 + x2y – 1). 

Степенью многочлена называется наибольшая из степеней одно-
членов, образующих данный многочлен. 

Разложить многочлен  
01

1
1)( axaxaxaxP n

n
n

nn ++++= −
− K                   (1.4)  

на множители – значит заменить его тождественно равным ему произ-
ведением, то есть представить его в виде  

)())(()( 21 nnn xxxxxxaxP −−−= K ,                 (1.5)  
или с учетом кратности корней:  

nк
n

кк
nn xxxxxxaxP )()()()( 21

21 −−−= K , где nккк K,, 21  – кратности кор-
ней. 
Приведем примеры, иллюстрирующие три основных способа разложе-
ния многочленов на множители. 
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1. Разложение на множители путем вынесения общего множителя за 
скобки. 
 

Пример 3.  zухухух 3423 241218 −−  = )423(6 3 zxyyx −− . 
 

Пример 4. 
=−+− )2(3)2(6 cddca  

= ).2)(2(3)2(3)2(6 badсdcbdca −−=−−−  
2. Разложение на множители многочлена методом группировки 
Пример 5. 

−−−=+−+−− )(1 yzyxyyzxyzyx  
– )1)(1()1()1()1( −−−=−−−−−=−− yzxzxzxyzx . 

Пример 6.   
=−+−=−+ )1()1(2 2424 уууу  

= )1)(1( 22 +− уу =−+ )1( 2у )2)(1( 22 +− уу = 

= )2)(1)(1( 2 ++− ууу . 
3. Разложение на множители многочлена, применяя формулы со-

кращенного умножения. 

Пример 7.   72 −х = )7( −х )7( +х . 

Пример 8.    
)32(94 24 +=− хх )32( 2 −х = 

= )32( 2 +х )32( −х )32( +х . 
Корни многочлена n-ой степени (1.4) можно найти с помощью 

следующей теоремы: если алгебраическое уравнение с целыми коэффи-
циентами 001

1
1 =++++ −
− axaxaxa n

n
n

n K  имеет целый корень, то он 
является делителем свободного члена 0a  многочлена )(xPn . 

Если путем подбора делителей свободного члена a0 найти 1x  – ко-
рень многочлена n-ой степени )(xPn , то многочлен (1.4) запишется в 
виде:  

)(xPn = )()( 11 xPxx n−⋅− ,                 (1.6) 
где )(1 xPn−  – некоторый многочлен степени n – 1.  

Здесь уместно привести формулировку теоремы Безу. 
Остаток от деления многочлена )(xPn  на двучлен )( 1xx −  равен 

)( 1xPn , т. е. значению многочлена при 1хх = . 
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Многочлен )(1 xPn−  находят путем деления «углом» многочлена на 
многочлен (в нашем случае на одночлен), для этого надо: 

1) расположить делимое и делитель по убывающим степеням x ; 
2) разделить старший член делимого на старший член делителя; 

полученный одночлен является первым членом частного; 
3) первый член частного умножить на делитель, результат вычесть 

из делимого; полученная разность является первым остатком; 
4) чтобы получить следующий член частного, надо с первым ос-

татком поступить так же, как поступили с делимым в п. 2) и 3).  
Это следует продолжать до тех пор, пока не будет получен оста-

ток, равный нулю, или остаток, степень которого ниже степени делите-
ля. Далее находят корни многочлена )(1 xPn− . 

Следствие из теоремы Безу: 
Многочлен делится на двучлен )( 1xx −  без остатка тогда и только 

тогда, когда число 1x  является корнем данного многочлена. 
 

Пример 9. Найти остаток от деления многочлена  
6315)( 34

4 +−+= xxxxP  на x + 3. 
Решение. Найдем остаток от деления многочлена 

6315)( 34
4 +−+= xxxxP  на x + 3 по теореме Безу:  

396)3(3)3(15)3()3( 34
4 −=+−−−+−=−P . 

Проверить (самостоятельно) путем деления «углом» данного многочле-
на на x + 3, что остаток будет равен –39 . 

Пример 10. Найти корень 1x  многочлена: 
2414132)( 234

4 ++−−= xxxxxP . 
Найти )(3 xP  и записать )(4 xP = )()( 31 xPxx ⋅− . 
Решение. Согласно теореме целый корень этого уравнения следу-

ет искать среди делителей свободного члена 24, т. е. среди чисел ±1; ±2; 
±3; ±4; ±6; ±8; ±12; ±24. 

Путем подбора делителей свободного члена находим корень мно-
гочлена 024114113121)1( 234

4 ≠+⋅+⋅−⋅−=P , 
024)1(14)1(13)1(2)1()1( 234

4 =+−+−−−−−=−P . 
Таким образом 11 −=x  – корень данного уравнения. 
Многочлен )(3 xP  находят путем деления «углом» многочлена на 

одночлен 1+x : 
   2414132 234 ++−− xxxx    1+x  
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   34 xx +                                    24103 23 +−− xxx  
      23 133 xx −−  
      23 33 xx −−  
           xx 1410 2 +−   
            xx 1010 2 −−    
                    2424 +x  
                    2424 +x  
                         0  

Получили 

2414132 234 ++−− xxxx = )1( +x )24103( 23 +−− xxx . 

Ответ: 2414132 234 ++−− xxxx = )1( +x )24103( 23 +−− xxx . 

Оказывается, в случае, когда делитель есть двучлен )( 1xx − , 
обычную схему деления «углом» можно значительно упростить в запи-
си. Это правило нахождения частного и остатка называется схемой Гор-
нера и состоит в следующем: старший коэффициент частного равен 
старшему коэффициенту делимого. Для получения каждого следующе-
го коэффициента частного нужно соответствующий коэффициент 
делимого сложить с предыдущим коэффициентом частного, умножен-
ным на число 1x . Остаток вычисляется аналогично: нужно свободный 
член делимого сложить со свободным членом частного, умноженным 
на число 1x . Эти вычисления обычно записываются с помощью таблицы: 
                                       коэффициенты делимого 

 na  1−na  K

 2a  1a  0a  

1x
 

)(1 nn ab −

 
2−nb  

)
(

11

1

−

−

+
+=

n

n

bx
a

 

 
 
K

 

 1b  

)
(

21

2

bx
a

+
+=

 

0b  

)
(

11

1

bx
a

+
+=

 
)

(

01

0

bx
a

R

+
+=

 

                                       коэффициенты частного                                      остаток 

 
Пример 11. Для того же многочлена, что и в примере 10: 

2414132)( 234
4 ++−−= xxxxxP  найти  )(3 xP , зная корень 11 =x , и за-

писать )(4 xP = )()( 31 xPxx ⋅− . 
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Решение. Составим таблицу схемы Горнера: 
                                             коэффициенты делимого 

 14 =a  23 −=a 132 −=a
 

141 =a  240 =a
 

1 1 3−  10  24  R=0 
                                           коэффициенты частного                                 остаток 
Получили 

2414132 234 ++−− xxxx = )1( +x )24103( 23 +−− xxx . 

Ответ: 2414132 234 ++−− xxxx = )1( +x )24103( 23 +−− xxx . 

Когда 2=n , то есть cbxaxxP ++= 2
2 )(  – квадратный трехчлен, 

имеем cbxax ++2  = ))(( 21 xxxxa −− , где 21,xx  – корни квадратного 
уравнения  cbxax ++2 =0, они находятся по следующей формуле: 

 
a

acbbx
2

42

2,1
−±−

= .         (1.7) 

При решении приведенных квадратных уравнений  

02 =++
a
cх

a
bх    

корни 21, xx  находят обычно по теореме Виета:  

              .; 2121 a
cхх

a
cxx −=+=⋅                  (1.8) 

 

1.1.3. Арифметические корни и их свойства 

Корнем n -ой степени (или арифметическим корнем n -ой степе-
ни) из положительного числа a  называется единственное положитель-
ное решение уравнения aхn = . 

При любом a  и натуральном n  справедливы равенства: 

1212 ++ −=− nn aa ,    
⎩
⎨
⎧

<−
≥

==
.0
,02 2

aприa
aприa

aan n       (1.9) 

В частности,  aa =2 . 
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Если m  – целое, n  – натуральное (т. е. NnZm ∈∈ , ), то для любо-

го 0>а справедливо mnn mn
m

aaa )(== . 
Для любых натуральных m , n  и любых 0,0 ≥≥ ba  справедливы:  

nnn baab ⋅= ; 
b

a
b
a
=  и  n

n
n

b
a

b
a
=  (при 0≠b );   

mnm n aa = ;     baab ⋅= .                     (1.10) 

Наконец, если ,0 ba <≤  то  nn ba < . 
Следующая формула называется формулой сложного радикала: 

     
22

22 baabaaba −−
±

−+
=± ,        (1.11) 

где 0,0 >> ba  и ba >2 , а знаки в правой и левой части одновременно 
берутся верхние, либо нижние (соответственно).              
 

1.1.4. Степени и их свойства  

Для любых действительных m  и n  и любых 0,0 >> ba  справед-
ливы равенства:  

10 =a ; aa =1 ; 11 =m ;           (1.12) 

 nmnm aaa ⋅=+ ;  
n

m
nm

a

aa =− ;  mmm baab ⋅=)( ;        (1.13) 

m

mm

b
a

b
a

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ; mnnm aa =)( ;   

n
n

a
a 1

=− ;  nn aa =
1

.   (1.14) 

Пример 12. Освободиться от иррациональности в знаменателе: 

85
6
−

. 

Решение. Для того, чтобы в данном выражении освободиться от 
иррациональности в знаменателе, необходимо числитель и знаменатель 
умножить на выражение, сопряженное знаменателю: 

22 )8()5(
)85(6

)85)(85(
)85(6

85
6

−
+

=
+−

+
=

−
= 

= )85(2
85

)85(6
+−=

−
+ . 
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Ответ: )85(2 +− . 

Пример 13. Упростить 
64

43 2

35 4

2
35

3
4

)(
)(

)(

)(
ba
baa

a

a
⋅ . 

Решение. Область допустимых значений (О.Д.З.): 0;0 >> ba . 

1)  5
22

3

15
42

3

5
1

3
42

3

5
3
4

)( aaaa =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
; 

2)  ( ) 5
123

5
435 4 aaa =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ;  

3)  25
10

5
12

5
2

5
12

5
2

−−−
=== aaa

a

a ; 

4) 43 2 )( baa = 466 546 543 23 )()()( bababaa ⋅== = 3
2

3
10

ba ; 

5) 64 )( ba = === 68
1

68
2

68 264 2 )()()()( bababa 4
3

2
3

ba ; 

6)  
4
3

2
3

3
2

3
10

ba

ba = 4
3

3
2

2
3

3
10

−−
ba = 12

1
6

11
−

ba ;  

7) 2−a 12
1

6
11

−
ba = 12

1
6
1

−−
ba  =

12 2126
111

baba
=⋅ .    

Ответ: 
12 2

1

ba
, при 0;0 >> ba . 

Пример 14. Вычислить 2102721027 −++ . 
Решение. Заметим, что 2)52(21027 +=+ ; 

2)52(21027 −=− . 

Тогда 2102721027 −++ = ( ) ( )22
5252 −++ = 

= 1025525252 =−++=−++ .          
Ответ: 10. 
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Пример 15. Вычислить 5122951229 +−− . 
Решение. Подкоренные выражения не являются полными квадра-

тами, т. е. применить прием из предыдущего примера не удается. Воз-
ведем вычисляемое выражение в квадрат: 

( ) =+−− 25122951229 −− 51229

51229)51229)(51229(2 +++−− = 5144841258 ⋅−− =
362258121258 =−=− . 

Следовательно, исходное выражение может быть равно 6  или 6− ; так 
как 5122951229 +<− , то это выражение отрицательно.  

Ответ: 6− . 

Пример 16. Разность 5724057240 +−−  является целым 

числом. Найдите это число. 
Решение. Обозначим А = 5724057240 +−− . Поскольку 

57240 + > 57240 − , то А – отрицательное (и целое по условию) 

число. Далее находим 2А , учитывая, что 57240 − = 24057 − . 

Получаем, что  А = –10. 
Ответ: –10. 

Пример 17. Вычислить 33 3922039220 −++ . 

Решение. Пусть 33 3922039220 −++ =x. Тогда,  
3х  ++−++= 333 39220(3922039220340 )39220 − . 

Подставляя х вместо выражения в скобках, получим  
3х 33 3922039220340 −++= х . 

Отсюда 04063 =−− хх . Это уравнение имеет один действительный корень: 
х = 4.                            

Ответ:   4. 
Пример 18. Упростить выражение:  

22

2 2
11

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

+ a
a

a
a . 

Решение. Заметим, что 0≠a , тогда: 
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=)(aY
22

2 2
11

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

+ a
a

a
a = 2

242

2 4
124

1 a
aaa

a
a +−+
+

= 

= 2

24

2 4
12

1 a
aa

a
a ++
+

= 2

22

2 4
)1(

1 a
a

a
a +
+

=
a

a
a

a
2

1
1

2

2
+

⋅
+

=
a

a
2

, 

так как aa =2 . Далее по определению модуля действительного числа 
имеем 

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<
−

>
=

.0,
)(2

,0,
2)(

a
a

a

a
a

a

aY       
⎩
⎨
⎧

<−
>

=
.a,

,a,
)a(Y

0если50
0если50

 

Ответ:  .0если5,0;0если5,0 <−> aа  

Пример 19.  Упростить выражение  

2
1

2
1

2

2

2

2
1

2

1
:

1)1(

1
1

1

)1(
−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎥

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−
−

+
−−

−+

x
x

x

xx

x

x

xx

xx . 

Решение. ОДЗ: 0>x , 012 >−x ⇒ )1( ∞∈ ;x .  Обозначим  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−−
+

−−

−+
=

1

1

1

1
2

2

2

2

xx

xx

xx

xxA : 12 −x  = 

= 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−

−−
+

−−

−+
222

22

222

22

)1(

)1(

)1(

)1(

xx

xx

xx

xx : 12 −x  = 

= [ ]:)1()1( 2222 xxxx −−−−+ 12 −x = 

= xxxx 41:14 22 =−− . 

Ответ: x4  при )1( ∞∈ ;x . 

Пример 20. Упростить выражение  

)1(2 42 −+ xx
2

3

2

3

2 11
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+

+
⋅

x
x

x
x . 
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Решение. ОДЗ: 0≠x , 012 ≥−x , ⇒≥− 014x  );1()1;( ∞∪−−∞∈x . 
При решении задач на упрощение иррациональных алгебраических вы-
ражений часто применяют способ замены младших степеней перемен-
ных какими-либо новыми переменными. При этом должно получиться 
более простое алгебраическое выражение относительно новых перемен-
ных. Упростив полученное выражение, следует вернуться к выражению 
с прежними переменными. Обозначим 2xy = , тогда  

)1(2 42 −+ xx
2

3

2

3

2 11
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+

+
⋅

x
x

x
x = 

= 2

32

)11(
)1(2

−++
⋅−+

yy
y

yy = 
)1(2

)1(2
2

32

−+

⋅−+

yy

yyy
= 3 23 xy = .           

Ответ: 3 2x при  );1()1;( ∞∪−−∞∈x . 
 

1.2. Вопросы для самоподготовки по теме «Преобразование 
алгебраических выражений» 

1. Записать формулы сокращенного умножения.  
2. Что называется одночленом и как определяется его степень?  
3. Дать определение многочлена. Как определяется степень много-

члена?  
4. Как выделить полный квадрат в квадратном трехчлене?  
5. Разложите многочлен на множители. 
6. Как следует искать корень уравнения среди делителей его сво-

бодного члена?  
7. Описать схему деления «углом» многочлена на одночлен.  
8. Изложите правило нахождения частного и остатка по схеме 

Горнера.  
9. Перечислите арифметические корни и их свойства. Изложите фор-

мулу сложного радикала.   
10. Перечислите степени и их свойства. 
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1.3. Тесты по теме  
«Преобразование алгебраических  выражений» 

№ Задание Варианты ответов 
1 Упростить выражение 

  22 )3()4( mm −−−  
1) 714 −m ;  2) 7 + 2m; 
3) 2m;          4) 2m – 7;  
5) правильный ответ не указан 

2 Разложить на множители 
1449 22 −+− yyx  

 

1) )123( −− yx )123( −+ yx ; 
2) )23)(23( yxyx +− ; 
3) 2)123( −+ yx ; 
4) )123( +− yx )123( ++ yx ;  
5) правильный ответ не указан 

3 Упростить выражение  
22 9)( mnm −− , 

если nm << 0  

1) nm +2 ;  2) mn 2+− ; 
3) mn 4− ;  4)  nm +4 ; 
5) правильный ответ не указан 

4 Упростить выражение 

13
12

+
+

13
12

−
−

−  

1) 22 ;  2) 32 + ; 
3) 32 − ;  4) 32 ; 
5) правильный ответ не указан  

5 При каких значениях k  
и p  корнями уравнения 

032 =++ pxkx  являют-
ся числа1 и 3− ? 

1) k = 1; p = 2; 
2) k  = – 1; p = – 2; 
3) k = – 1; p = 2; 
4) k  = 1; p = – 2; 
5) правильный ответ не указан 

6 Упростить выражение   

35
1

5,0

6,14
3

3
2

)(

)(
−

−−

yx

xyx  

1) 
xy
1 ; 2) 2,22 −− yx ; 3) 3−xy ;  

4) 
y
x ; 

5) правильный ответ не указан 
7 Вычислить 

3
1

336336 44 +⋅−  
1) ;3  2) 1; 3) 3 ; 4) 

3
1 ; 

5) правильный ответ не указан 

8 Освободиться от ирра-
циональности в знамена-

теле 
532

14
−

 

 
 

1) 522 + ; 2) 35 + ; 
3) 35 − ; 
4) )532(2 + ; 
5) правильный ответ не указан 
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9 Упростить выражение   

4

3 2

x
xx  

1) 2417x ;  2) 2517x ; 
3) 2411x ;   4) 247x ; 
5) правильный ответ не указан 

10 Выделить полный квад-
рат в трехчлене 

1362 ++ xx  

1) 4)3( 2 ++x ;  
2) 4)1( 2 ++x ;  
3) 5)3( 2 ++x ; 
4) 1)4( 2 ++x ; 
5) правильный ответ не указан. 

1.4. Задачи для самостоятельной работы 

1. Выделить полный квадрат в квадратном трехчлене  
а) 742 2 ++− xx ;   б) 30112 +− xx . 
2. Разложить на множители  
а) 12823 +−− xxx ;  б) .250202 22 −+− ухуx  

3. Вычислить 33 725725 −−+ .  

4. Упростить  9696 −−+−+ хххх . 

5. Упростить 168
64

2

4

1 2
2

33 4

3

1
++−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

−

−

−
aa

aa

a

aa
. 

6. Упростить .
2
12

4
12

4
14 2

11 +++−+
−

−− хххх
 

7. Упростив левую часть, найти х:  

=
+−−

−
+

+++

+
3 23 2

333

3 23 2

333 )()(

abbaba

ba

abbaba

ba
13
32

+
−

x
x . 

8. Упростить 

b
b

b
bbb

b
bb

12

221212 2
2

+−

−++−+
+−

,  где 10 << b . 

9. Упростить выражение и вычислить его при данных значениях x, 
y параметров х = 23, у = 1,32:  

1,4
22

2
222

2
2

22
444

4

22

4
+

−
−

+
⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

+
− ху

ху
ху
ху

ху
ху

ух
ху . 
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10. Проверить, что число 33 480804 −−+  является корнем 
уравнения 08123 =−+ xx . 

11. Доказать, что если )1(4 −= ах  и 21 << a , то  

a
xaxa

−
=−++

−−

2
2)()( 2

1
2
1

. 

1.5. Варианты проверочной работы №1 

Вариант 1. 

1. Освободиться от иррациональности в знаменателе 33 47
6
−

. 

2. Сократить дробь  
24269

24503510
23

234

+++
++++

xxx
xxxx . 

Вариант 2.  

1. Освободиться от иррациональности в знаменателе 
3 23

1
−

. 

2. Упростить выражение: 
)(

1
1

1:

1
1

1
pmmnpn

n
m

p
n

m ++
−

+
+

+
. 

Вариант 3.  
1. Доказать равенство 

521028 ++  + 521028 +− = )15(2 + . 
2. Упростить выражение 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+−
−

3
5

2
3
2

)1(

)1(

x

xxx : ])21()1[( 123
1

−+−⋅− xxx . 

Вариант 4. 
1. Вычислить 212176 −− . 

2. Упростить выражение 
21

2

4
4 24 3

)3(

3
2
3

−+

++
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+
+

xbx

bxbx
ax

bxabx

. 

Вариант 5.   

1. Вычислить 24923013 +++ . 
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2. Упростить выражение 
11

)1)(2(1
3

2

−−−

⋅+++−

xx
xxxxx

. 

Вариант 6. 

1. Найти х, если  5,02
1

3
2

5,26
1

4977749 х⋅⋅⋅=⋅
−

. 

2. Упростить выражение 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
a

a
a

a
a

1
2
111

4
12

11
4
12

2

2

. 

1.6. Ответы по теме  
«Преобразование алгебраических выражений» 

Тесты 
№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ответ 5 4 1 3 2 2 3 4 1 1 

 
Задачи для самостоятельной работы 

1. а) 2)1(29 −− х ;   б) 
4
1

2
11 2

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −х .  

2. а) )3()2( 2 +− хх ;   б) )4)(6(2 −− хх .   
3. 1,23;  2. 
4. 92 −х , если 18≥х ;   6 , если 189 ≤≤ х . 
5. a4  при 0>a , 4≠a . 

6. 
х

х
2

32 − при );4[ ∞∈х ;   
x2

5  при )4;0(∈x . 

7. 
4
5

−=х .  

8. 
b

b 12 − .   

9. 4,1.  
Варианты проверочной работы №1 

1. )2551(
6
1 33 +− .   

2. 1+x . 
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3. )22439)(23(
23
1 333 +++ .  

4. 1.   
5. x .  
6. 12 + .  
7. 1.   
8. 235 + . 
9. )1( +− xx  при )1;(−∞∈x ; 22 ++ xx  при );1( ∞∈x .  
10. 49.    

11. 2  при ;10 << a   
3
2  при 1>a . 

 
 
 

2. Уравнения 
 

2.1. Эквивалентные уравнения 
 

Для уравнения 
0)(1 =xf  и 0)(2 =xf  

называются равносильными (эквивалентными), если совпадают множе-
ства всех их решений или оба они не имеют решений и обозначают  

0)(0)( 21 =⇔= xfxf . 
 Из определения равносильности уравнения следует, что вместо 
того, чтобы решать данное уравнение, можно решать уравнение ему 
равносильное. 
 Пример. 

a) Уравнение 1=x  равносильно уравнению 1=x , так как число 1 
является корнем каждого уравнения, а других корней ни одного из этих 
уравнений не имеет; 

b) 04 2
2 =+

x
xx  и уравнение 042 =+ xx ,полученное после сокраще-

ния дроби xx2 , неравносильны. В результате такого преобразования 
получается значение 0=x , не принадлежащее области допустимых зна-
чений (О.Д.З.) данного уравнения. 

Уравнение 0)( =xf  считают эквивалентным двум (или несколь-
ким) уравнениям 0)(,0)( 21 == xfxf , если множество корней уравнения 
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0)( =xf  совпадает с объединением множеств корней уравнений 
0)(,0)( 21 == xfxf . 

Некоторые эквивалентные уравнения: 
1) уравнение )()()( 221 xfxfxf =+  эквивалентно уравнению 0)(1 =xf , 

рассматриваемому на множестве допустимых значений исходного урав-
нения; 

2) уравнение 0
)(
)(

2

1 =
xf
xf  эквивалентно уравнению 0)(1 =xf , рассмат-

риваемому на множестве значений исходного уравнения; 
3) уравнение 0)()( 21 =⋅ xfxf  эквивалентно двум уравнениям: 
0)(1 =xf  и 0)(2 =xf , каждое из которых рассматривается на множестве 

допустимых значений исходного уравнения; 
4) уравнение 0)( =xf n  эквивалентно уравнению 0)( =xf ; 
5) уравнение )()( xgxf nn =  при нечетном n эквивалентно уравне-

нию )()( xgxf = , а при четном n эквивалентно двум уравнениям: 
)()( xgxf =  и )()( xgxf −= . 

Замечания: 
1. От возведения в квадрат обеих частей уравнения нарушается 

равносильность уравнений, могут появиться посторонние корни. Это 
особенно важно при решении тригонометрических уравнений, где слож-
но произвести отборку полученных решений. 

2. При проверке корней  их значений необходимо подставлять 
именно в исходное уравнение или в равносильное ему. 

3. При делении левой и правой частей уравнения на общий мно-
житель, содержащий неизвестную величину, возможна потеря корней 
(если этот множитель в О.Д.З. уравнения обращается в нуль). Можно 
сокращать только в том случае, если он не равен нулю. 

2.2. Рациональные уравнения с одним неизвестным 

Приведем решения: 
a) уравнений первой степени 

)0(0 ≠=+ abax      (2.1) 

     
a
bx −=1 ; 

b) квадратных уравнений 
)0(02 ≠=++ acbxax     (2.2) 

 1) 
a

Dbx
21
+−

=  и 
a

Dbx
22
−−

=  при 042 >−= acbD  
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 2) 
a

bx
21 −=  – корень кратности 2 при 0=D ; 

 3) нет корней при 0<D . 
 При решении уравнений степени больше двух используют сле-
дующие приемы: 

1. Вынесение общего множителя за скобки. 
2. Метод группировки. Члены многочлена объединяются в груп-

пы так, чтобы в каждой группе можно получить множитель, общий для 
всех групп. 

3. Использование формул сокращенного умножения. 
4. Комбинирование выше перечисленных приемов. 
5. С помощью нахождения корней многочлена. 

 Пусть )(xPn – многочлен n-ой степени и ax = – корень этого мно-
гочлена. Тогда, по следствию из теоремы Везу, многочлен )(xPn  делится 
без остатка на двучлен ax − . Следовательно, можно записать равенство 

)()()( 1 xPaxxP nn −−= , где )(1 xPn−  – есть многочлен, равный частному от де-
ления )(xPn  на двучлен ax − , степень которого на единицу меньше сте-
пени многочлена )(xPn . 
 Пример 1. Решить уравнение 0123 =+++ xxx . 
 Решение. 0)1)(1()1()1(1 2223 =++=+++=+++ xxxxxxxx . 
 Ответ: 1−=x . 
 Пример 2. Решить уравнение 0)2()2( 33 =−−+ xx . 
 Решение.  

.0)43(4)44444(

)22())2()2)(2()2((

))2()2(()2()2(

2222

22

33

=+=+−+−+++×

×+−+=−+−+++×

×−−+=−−+

xxxxxx

xxxxxx

xxxx

 

Ответ: нет решений. 
Пример 3. Решить уравнение 0223 =−+ xx . 
Решение. Первый способ. 

0)22)(1()11)(1(

)1)(1()1)(1(

)1()1(112

22

2

232323

=+=−=++++−=

=+−+++−=

=−+−=−−+=−+

xxxxxxx

xxxxx

xxxxxx

 

1=x , уравнение 0222 =++ xx  действительных корней не имеет )0( <D . 
 Второй способ. Метод «подбора» находим корень уравнения 1=x . 
Следовательно, одним из множителей, на которые разлагается много-
член, будет двучлен 1−x . Разделим многочлен 223 −+ xx  на двучлен 

1−x . 
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x3+x2-2             x-1 
x3-x2                 x2+2x+2 
   2x2-2 
   2x2-2x 
          2x-2 
          2x-2 
     0 

 Следовательно, имеем .1,0)22)(1(2 23 ==++−=−+ xxxxxx  
 Ответ: 1=x . 
 Решение многих рациональных уравнений заключаются в сведе-
нии их тем или иным способом к уравнениям (2.1) или (2.2). 

 Пример 4. Решить уравнение 
1

1
)4(2

9
)1(2

1
−

+
+

=
−
+

xxx
x . 

 Решение. О.Д.З. уравнения есть любое x, кроме 1=x  и 4−=x . 
 Исходное уравнение после приведения к общему знаменателю эк-

вивалентно уравнению 0
)4)(1(2

562
=

+−
+−

xx
xx  или 0562 =+− xx  при условии 

1≠x  и 4−≠x . 
 Решая  полученное уравнение, находим, что 1,5 21 == xx , но 12 =x  
– посторонний корень, так как 12 =x  не входит в О.Д.З. неизвестного. 
 Ответ: 5=x . 
 Одним из приемов сведения рациональных уравнений и уравне-
ний вида (2.1) и (2.2) является введение вспомогательного неизвестного. 
 Пример 5. Решить уравнение 2

5
5

4
4

22 =
+

+
+ xx

. 

 Решение. Обозначая 42 += xz , запишем исходное уравнение в ви-

де 2
1

54
=

+
+

zz
 или 0

)1(
142 2
=

+
++−

zz
zz . 

 О.Д.З. уравнения есть любое z , кроме 0=z  и 1−=z . 
 Последнее уравнение эквивалентно уравнению 0142 2 =++− zz . 
Эквивалентность этих уравнений следует из того, что корни последнего 
уравнения 4,

2
1

21 =−= zz  принадлежат О.Д.З. неизвестного. Таким об-

разом, исходное уравнение эквивалентно двум квадратным уравнениям: 

2
142 −=+x  и 442 =+x . Корень второго уравнения: 0=x . Первое уравне-

ние действительных корней не имеет. 
 Ответ: 0=x . 
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2.3. Уравнения, содержащие знак абсолютной величины 

По определению 

⎩
⎨
⎧

<−
>

=
.0если,

,0если,
aa

aa
a  

 При решении уравнения, содержащего знак абсолютной величины 
(знак модуля), как правило, следует разбить О.Д.З. уравнения на множе-
ства, на каждом из которых выражения, стоящие под знаком модуля, 
сохраняют знак. На каждом таком множестве уравнение записать без 
знака модуля и решить на этом множество. Объединение множеств ре-
шений, найденных на всех частях О.Д.З. уравнения, составляет множе-
ство всех решений уравнения. 
 Простейшими уравнениями с модулями являются уравнения вида 

( ) )(xgxf =       (2.3) 
где )(xf  и )(xg  – некоторые функции. 
 Для того, чтобы решить уравнение (2.3), нужно найти сначала все 
решения уравнения )()( xgxf = , принадлежащие множеству 0≥x , затем 
решить уравнение )()( xgxf =−  на множестве 0<x ; множеств найденных 
решений составляет множество всех решений уравнения (2.3), т.е. урав-
нение (2.3) равносильно совокупности систем 

⎩
⎨
⎧

<
=−

⎩
⎨
⎧

≥
=

.0
),()(

,0
),()(

x
xgxf

x
xgxf  

 Пример 1. Решить уравнение 2+= xx . 
 Решение. Исходное уравнение равносильно совокупности систем 

⎩
⎨
⎧

<
+=−

⎩
⎨
⎧

≥
+=

.0
,2

,0
,2

x
xx

x
xx  

 Уравнение 2+= xx  не имеет решений )20( ≠ . 
 Уравнение 2+=− xx  имеет решение 1−=x , которое является ре-
шение второй системы, так как 01<−=x . 
 Ответ: 1−=x . 
 Уравнение вида 

)()( xgxf =       (2.4) 
равносильно двум совокупностям систем 

 а) 
⎩
⎨
⎧

<
=−

⎩
⎨
⎧

≥
=

.0)(
),()(

,0)(
),()(

xf
xgxf

xf
xgxf  

 б) 
⎩
⎨
⎧

≥
=−

⎩
⎨
⎧

≥
=

.0)(
),()(

,0)(
),()(

xg
xgxf

xg
xgxf  
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 Если в уравнении (2.4) функции )(xf  имеет более простой вид, 
чем )(xg , то целесообразно уравнение (2.4) заменять первой совокупно-
стью систем, а если более простой вид имеет функция )(xg , то уравне-
ние (2.4) целесообразно заменять второй совокупностью систем. 

 Пример 2. Решить уравнение 1
1
1
=

−
+

x
x . 

 Решение. Данное уравнение равносильно совокупности уравнений 

0
0

1
2

0
1

1

1
1
1

1
1
1

=⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
−

=
−⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
−
+

=
−
+

x

x
x

x

x
x
x
x

. 

 Ответ: 0=x . 
Пример 3. Решить уравнение 1

13
21

=
−−

−
x

x . 

Решение. Данное уравнение равносильно совокупности двух сис-
тем: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−+

−
<−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−−

−
≥−

.1
)1(3

21
,01

,1
)1(3

21
,01

x
x

x

x
x

x
 

 Решая уравнение 1
4

21
=

−
−

x
x  находим 31 −=x , но он не удовлетворят 

условию 01≥−x , поэтому первая система решений не имеет. 
 Решая уравнение 1

2
21

=
+
−

x
x  находим 

3
1

2 −=x . Он удовлетворяет ус-

ловию 01<−x . 
 Ответ: 

3
1

−=x . 

 При решении уравнения, в котором под знаком модуля находится 
выражение, также содержащее модуль, следует сначала освободиться от 
внутренних модулей, а затем в полученных уравнениях раскрыть ос-
тавшиеся модули. 
 Пример 4. Решить уравнение 121 =+−x . 
 Решение. Данное уравнение равносильно совокупности двух сис-
тем: 

⎩
⎨
⎧

=+−

<−

⎩
⎨
⎧

=+−

≥−

,121
,01

,121
,01

x
x

x
x

 

т.е. совокупности систем 
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⎩
⎨
⎧

=−

<

⎩
⎨
⎧

=+

≥

.13
,1

,11
,1

x
x

x
x

     (2.5) 

 Первая система совокупности (2.5) равносильна совокупности 
двух следующих систем: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
<+

≥

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
≥+

≥

,1)1(
,01

,1

,11
,01

,1

x
x
x

x
x
x

 

т.е. совокупности 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−<

≥

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−>

≥

.2
,1

,1

,0
,1

,1

x
x
x

x
x
x

     (2.6) 

 Совокупность (2.6) решений не имеет. 
 Вторая система совокупности (2.5) равносильна совокупности 
двух следующих систем: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
<−

<

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
≥−

<

.13
,03

,1

,13
,03

,1

x
x

x

x
x

x
     (2.7) 

 Совокупность (2.7) решений не имеет. 
 Ответ: нет решений. 
 Рассмотрим уравнения вида 

)()()()( 21 xgxfxfxf n =+++ K ,    (2.8) 
где )(),(,),(),( 21 xgxfxfxf nK  – некоторые функции. 
 Такие уравнения обычно решают методом интервалов. Для этого 
находят сначала все точки, в которых хотя бы одна из функций 

)(,),(),( 21 xfxfxf nK  меняет знак. Эти точки делят область допустимых 
значений уравнения (2.8) на промежутки, на каждом из которых все 
функции ),(,),(),( 21 xfxfxf nK  сохраняют знак. Затем, используя опреде-
ление абсолютной величины, переходят от уравнения (2.8) к совокупно-
сти уравнений, не содержащих знаков модуля. 
 Пример 5. Решить уравнение 1117127 =−−− xx . 
 Решение. Методом интервалов (рис. 1) находим интервалы знако-
постоянства выражений 

127 −x  и 712,712711,711:117 ≥<≤<− xxxx . 
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 Итак, данное уравнение эквивалентно следующим уравнениям: 
 1) 1117712 =−+− xx  для 711<x ; 
 2) 1117712 =+−− xx  для 712711 <≤ x ; 
 3) 1117127 =+−− xx  для 712≥x . 
 Первое уравнение обращается в тождество для всех значений x , 
удовлетворяющих неравенству 711<x ; второе уравнение имеет реше-
ние 711<x ; третье не имеет решений. 

 Ответ: ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ ∝−∈

7
11;x . 

2.4. Иррациональные уравнения 

Иррациональным уравнением называют уравнение, содержащее не-
известное под знаком корня (радикала). Область допустимых значе-
ний иррационального уравнения состоит из тех значений неизвестно-
го, при которых неотрицательны все выражения, стоящие под знака-
ми радикалов четной степени. 
Используя О.Д.З. иррационального уравнения, иногда удается решить 
уравнение, не прибегая к преобразованиям. 

Пример 1. Решить уравнение 39 =++ xx . 
Решение. О.Д.З. уравнения определяется системой неравенства 

⎩
⎨
⎧

≥≥+
≥

.0т.е.,09
,0

xx
x   

 На О.Д.З. уравнения имеем 39 ≥+x  и 0≥x , т.е. его левая часть не 
меньше 3, а правая равна 3. Единственное решение данного уравнения, 
исходя из О.Д.З. уравнения 0=x . 
 Ответ: 0=x . 
 Один из способов решения иррационального уравнения заключа-
ется в последовательном возведении обеих частей уравнения в степень, 
являющуюся наименьшим общим кратным показателей всех радикалов, 
входящих в данное уравнение. При этом, если степень, в которую воз-

712

0 

+ 

–     –)127( −x  

711

0 
+ + 

–)117( −x  

Рис. 1 
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водится уравнение, четная, то полученное следствие исходного уравне-
ния может иметь посторонние корни. Проверка осуществляется непо-
средственной подстановкой корней в исходное иррациональное уравне-
ние. 
 Пример 2. Решить уравнение 8113 =+++ xx . 
 Решение. Уединим один из корней в левой части: 

1381 +−=+ xx . 
 Возводя в квадрат обе части уравнения, имеем 

131316641 +++−=+ xxx . 
 Приводя подобные члены и уединяя радикал в левую часть, полу-
чим 

32138 +=+ xx . 
 Возводя обе части в квадрат, имеем 

102464)13(64 2 ++=+ xxx  
т.е. уравнение 

09601282 =+− xx , 
корни которого: 81 =x  и 1202 =x . 
 Подставим каждый из этих корней в исходное уравнение. 
 При 81 =x  получим верное числовое равенство. 
 При 1202 =x  получим 8121361 ≠+  т.е. 1202 =x  – посторонний 
корень. 
 Ответ: 8=x . 
 Уравнения вида  

)()()( 33 xxgxf ϕ=+      (2.9) 
где )(),(),( xxgxf ϕ  – некоторые функции, обычно решают следующим 
образом. Возводят обе части уравнения в куб и получают уравнение 

( ) )()())()()(3)()( 3333 xxgxfxgxfxgxf ϕ=+⋅++ . 
 В этом уравнении заменяют выражение 33 )()( xgxf + ,являющееся 
левой частью исходного уравнения, на )(xϕ . Затем действуют по обыч-
ной схеме. 
 Уравнение вида (2.9) может быть также решено введением вспо-
могательных неизвестных, что в ряде случаев позволяет перейти от ир-
рационального уравнения к системе рациональных уравнений, являю-
щейся его следствием. 
 Пример 3. Решить уравнение 112575 33 =−−+ xx . 
 Решение. Первый способ. Возводя обе части уравнения в куб, по-
лучим 

1125)125)(75(3)125()75(375 3 23 2 =+−−++−+−+ xxxxxx . 
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 Приводя подобные члены, получим 
( ) 112575)125)(75(319 333 =−++−−++ xxxx . 

 По условию 1)125)(75(319т.е.,112575 333 =−+−−=−++− xxxx  
или 

18)125)(75(33 =−+ xx      (2.10) 
 Возводим уравнение (2.10) в куб: 

216)125)(75( =−+ xx . 
 Последнее уравнение имеет корни 41 =x  и 32 −=x . Проверка пока-
зывает, что оба корня удовлетворяют исходному уравнению. 
 Второй способ. Обозначим vxux =−=+ 33 125,75 . Исключая x  их 
уравнений 125,75 33 −=+= xvxu , приводим к системе 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

.19

1
33 vu

vu
 

 Ее решение сводится к уравнению ,062 =−+ vv  корни которого: 
21 =x ; 32 −=x . 

 Возвращаясь к исходному неизвестному, получаем линейные 
уравнения: 

327125;48125 21 −=⇒−=−=⇒=− xxxx . 
 Проверкой убеждаемся, что корни 41 =x  и 32 −=x  являются кор-
нями исходного уравнения. 
 Ответ: 41 =x , 42 =x . 
 Пример 4. Решить уравнение 6253)1)(4( 2 =++−++ xxxx . 
 Решение. Обозначая yxx =++ 252 , получим следующую систему 
уравнений: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

++=

.253

25
2

22

xxy

xxy      (2.11) 

 Исключая из системы (2.11) неизвестное x , получаем 
0432 =−− yy . 

 Корнями этого уравнения являются 1,4 21 −== yy . Так как через y  
обозначен арифметический корень, то из двух найденных корней урав-
нения выбираем положительный. Подставляем его во второе уравнение 
системы (2.11), получаем для x  уравнение 

01452 =−+ xx , 
корни которого: 71 −=x , 22 =x . Делая проверку, убеждаемся, что оба 
корня являются корнями исходного уравнения. 
 Ответ: 71 −=x , 22 =x . 
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 В некоторых случаях метод выделения полных квадратов в под-
коренных выражениях позволяет упростить процедуру решения уравне-
ния. 
 Пример 5. Решить уравнение 2122122 =+−+++++ xxxx . 
 Решение. Обозначаем tx =+1 . Тогда исходное уравнение приоб-
ретает вид: 

21212 22 =+−+++ tttt      (2.12) 
 Так как под радикалами в левой части уравнения (2.12) стоят пол-
ные квадраты, то оно может быть представлено в эквивалентном виде 

211 =−++ tt .      (2.13) 
 Данное уравнение эквивалентно следующим уравнениям: 
 1) 1для2)1()1( −<=−−+− ttt . 
 2) 11для211 <≤−=+−+ ttt . 
 3) 1для211 ≥=−++ ttt . 
 Первое уравнение не имеет решений; второе уравнение обращает-
ся в тождество для всех [ )1;1−∈t ; третье уравнение имеет решение 1=t . 
 Возвращаясь к исходному неизвестному решением имеем 

[ ]0;1−∈x . 
 Ответ: [ ]0;1−∈x . 
 

2.5. Системы алгебраических уравнений 

Линейным уравнением с n  неизвестным называют уравнение вида  
bxaxaxa nn =+++ K2211 , 

где baaa n ,,,, 21 K  – некоторые числа. 
 Система уравнений называется линейной, если все уравнения сис-
темы линейные. Если система уравнений имеет решения, то говорят, 
что она совместна. Если система уравнений не имеет решений, то гово-
рят, что она  несовместна. Совместная система называется определен-
ной, если она имеет единственное решение. Совместная  система урав-
нений называется неопределенной, если она имеет более одного реше-
ния. Две совместные системы уравнений эквивалентны, если все их ре-
шения совпадают. 
 При нахождении решений системы m  линейных уравнений с n  
неизвестными удобно использовать метод Гаусса, состоящий в том, что 
данную систему приводят к треугольному или трапецеидальному виду. 
 Пример 1. Решить систему  



32 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

622
63
832

zyx
zyx

zyx
. 

Решение. Умножая обе части первого уравнения на –3 и склады-
ваем со втором уравнением, получаем 1885 −=−− zy , или, что то же, 

1885 =+ zy .  
 Умножая обе части первого уравнения на –2 и складываем с 
третьим уравнением системы, получаем уравнение 1043 −=−− zy , или 
что то же, 

.1043 =+ zy  
 Следовательно, данную систему можно записать в виде эквива-
лентной системы, в которой второе и третье уравнение не содержат не-
известного x : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=++

.1043
1885
832

zy
zy
zyx

     (2.14) 

 Умножая обе части второго уравнения на 
5
3

−  и складываем с 

третьим уравнением, получаем уравнение 
5
4

5
4

−=− z ; система (2.14) за-

писывается в виде эквивалентной системы 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=−

=+
=++

.
5
4

5
4

1885
832

z

zy
zyx

 

 Таким образом, исходная система приведена к треугольному виду. 
Подставляя 1=z  во второе уравнение системы, находим 2=y . Подстав-
ляя значение 1=z  и 2=y  в первое уравнение, находим 1=x . 
 Обычно при решении систем уравнений используют обозначения, 
вместо длинных словесных пояснений. Коэффициенты при неизвестных 
и свободные члены помещаются в таблицу. 
 Рассмотрим решение данной системы с использованием условных 
обозначений: 
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⎟
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−
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⎟
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⎠
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⎜
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⎝

⎛
−−

5
4

18
8

5
4

8
3

0
5
2

0
0
1

5
3

10
18
8

4
8
3

3
5
2

0
0
1

)1(
)1(

18
18
8

4
8

3

3
5

2

0
0
1

6
6
8

2
1
3

1
1
2

2
3
1 )2()3(

 

 Последняя таблица соответствует системе уравнений 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=−

=+
=++

5
4

5
4

1885
832

z

zy
zyx

, 

решение которой: 1,2,1 === xyz . 
 Ответ: .1,2,1 === zyx  
 Пример 2. Решить систему 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−
=++
=++

.1053
63
832

zyx
zyx

zyx
 

 Решение.  
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⎜
⎜
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 Последняя таблица соответствует системе трапецеидального вида 

⎩
⎨
⎧

−=−−
=++

.1885
832

zy
zyx  

 Данная система имеет бесчисленное множество решений. 
zy

5
8

5
18

−= ; 

zx
5
1

5
4
+= ; z  – любое действительное число. 

 Ответ: zx
5
1

5
4
+= ; zy

5
8

5
18

−= ; z  – любое действительное число. 
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 Пример 3. Решить систему  

⎪
⎩
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 Решение: 

.
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0
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Система несовместна, т.е. не имеет решений. Это легко понять, 
если обратиться к последней сороке получившейся в результате преоб-
разований таблицы. Если записать эту строку в виде уравнения, то по-
лучим 

20т.е.,2000 ==⋅+⋅+⋅ zyx . 
 Это уравнение не имеет смысла. 
 Ответ: нет решений. 
 

2.6. Тождественные преобразования показательных и  
логарифмических выражений 

 
Пусть a  – положительное число, отличное от единицы, а M  – лю-

бое положительное число. Логарифмом числа M  по основанию a  назы-
вается такое число, обозначаемое Malog , что 

Ma Ma =log  
 

Основные свойства логарифмов: 
 

1. ,logloglog cbbc aaa +=  0,0,0,1 >>>≠ cbaa , 
 

2. ,logloglog cb
c
b

aaa −=  
 

0,0,0,1 >>>≠ cbaa , 
 

3. ,log1log b
p

b apa
=  

 

,0,0,0,1 ≠>>≠ pbaa  
 

4. ,loglog bqb a
q

a =  0,0,1 >>≠ aba , 
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5. ,
log
loglog

a
bb

c

c
a =  

 

0,0,0,1,1 >>>≠≠ cbaca , 
 

6. ,
log

1log
a

b
b

a =  
 

,0,0,1,1 >>≠≠ baba  

 Пример1. Упростить 6 2
3 1log −a

a
. 

 Решение: Согласно третьего и четвертого свойств логарифмов 
имеем: 

( ) 1log1log
6
31log31log 226 26 2

3 −=−=−=− aaaa aaaa
. 

 Ответ: 1log 2 −aa . 

 Пример 2. Вычислить ( ) 625log725log235log1 125781 −+ . 
 Решение: Согласно  шестого свойства логарифмов имеем 

53log35log1 8181 = . 
 Используя свойства степеней, получим: 

( ) ( )453log53log453log 3381 == . 
 Согласно определению логарифма 53 53log = . 
 Таким образом 

625581 435log1 == . 
 Аналогично 

( )
( ) ( ) ( ) .666555125

.25777

232365log65log
2
1

3625
log3625log

257log725log1725log2

=====

===
 

 Складывая полученные значения, получаем искомое число. 
 Ответ: 66650+ . 
 Пример 3. Зная, что ba == 7log,2lg 2 , найти 56lg . 
 Решение:  

( )

( ).33

2lg32lg7log2lg
10log
7log8lg7lg87lg56lg 2

3

2

2

+=+⋅=

=+⋅=+=+=⋅=

baaab
 

 Ответ: ( )3+ba . 

2.7. Показательные уравнения 

Показательными принято называть уравнения, в которых неизвестное 
входит только в показатели степеней при постоянных основаниях. 
Простейшим показательным уравнением является уравнение вида 

bax = .      (2.15) 
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 Его решением при 1,0и0 ≠>> aba , является bx alog= . 
 Некоторые показательные уравнения приводятся к виду (2.15) с 
помощью равенств 

( )

( )

.

,

,

,

,

x

xx

xxx

yx
y

x

yxyx

yxyx

b
a

b
a

baba

a
a
a

aa

aaa

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅=⋅

=

=

⋅=

−

⋅

+

 

 Многие показательные уравнения решаются методом приведения 
обеих частей к одному основанию. 
 Пример 1. Решить уравнение 22553 =⋅ xx . 

 Решение. Поскольку 222 155353
xxx

xx =⋅=⋅ , то  

.4151522515 222 =⇔=⇔= x
xx

 
 Ответ: 4=x . 
 При решении простейших показательных уравнений используют-
ся преобразование, состоящее в вынесении общего множителя за скоб-
ки. 
 Пример 2. Решить уравнение 550535 1212 =⋅− −+ xx . 
 Решение. Вынося в левой части уравнения выражение 125 −x  за 
скобки, получаем 

( ) .
2
321255550355 212212 =⇔=−⇔=⇔=− −− xxxx  

 Ответ: .5,1=x  
 Уравнение вида 

0,1,0,)( >≠>= bbaba xf     (2.16) 
может быть решено при помощи логарифмирования обеих частей (это 
возможно, так как обе части уравнения положительны). 
 Логарифмируя, получаем уравнение bxf alog)( = , равносильное 
уравнению (2.16). 
 Пример 3. Решить уравнение xx −− = 312 75 . 
 Решение. Обе части положительны, поэтому можно прологариф-
мировать его по основанию 5. Получим уравнение 

( ) 7log312 5xx −=− , 
равносильно исходному. Таким образом, 
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( )
7log2
7log1т.е.,7log317log2

5

5
52 +

+
=+=+ xx . 

 Ответ: 
7log2
7log1

5

5
+
+

=x . 

 Если показательное уравнение имеет вид 
( ) ,0)( =xfag       (2.17) 

то его решение заменой )(xfay =  сводится к решению уравнения вида 

i
xf ya )( , 

где iy  – корни уравнения 0)( =yg . 

 Пример 4. Решить уравнение xxxx 2231223 2924 −+− ⋅=+ . 

 Решение. Обозначая yxx =−2232 , получаем квадратное уравнение  
0294 2 =+− yy , 

корнями которого будут 
4
1,2 21 == yy . 

 Таким образом, решение данного уравнения свелось к решению 

уравнений 
4
12,22 223223 == −− xxxx . 

 Второе уравнение решений не имеет, так как 023 2 >− xx  при всех 
допустимых значениях x . Из первого уравнения получаем 

.
3
1;10123123 21

22 −===−−=− xxxxxx  

 Проверкой убеждаемся, что эти корни удовлетворяют исходному 
уравнению. 
 Ответ: .

3
1;1 21 −== xx  

 Показательные уравнения, основания степеней которых являются 
последовательными членами геометрической прогрессии, а показатели 
степеней одинаковы, делением на любой из крайних членов приводятся 
к уравнениям вида (2.17). 
 Пример 5. Решить уравнение 0468516 =⋅+⋅− xxx . 
 Решение. Разделим обе части уравнения на x4 . Имеем 

06254 =+⋅− xx . 
 Обозначая yx =2 , получаем уравнение 0652 =+− yy , корнями ко-
торого будут 2,3 21 == yy . 
 Таким образом, решение уравнения сводится к решению двух про-
стейших показательных уравнений 122;3log32 221 =⇒==⇒= xx xx . 
 Ответ: 1;3log 221 == xx . 
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Пример 6. Решить уравнение 04661396 =+− xxx . 
Решение. Область допустимых значений данного уравнения со-

стоит из всех натуральных чисел, больших 1. 
Разделив обе части уравнения на x 4  и положив xt 23= , получим 

уравнение 06136 2 =+− tt , корни которого 32,23 21 == tt . 
Таким образом, решение уравнения сводится к решению двух 

уравнений ( ) 12323,2323 −== xx , которые решений не имеют. 
Ответ: нет решений. 
Уравнения вида 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )xcxb xaxa =      (2.18) 
с множеством допустимых значений, определяемых условием ( ) 0>xa , 
логарифмированием обеих частей приводятся к эквивалентному урав-
нению 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xaxcxaxb dd loglog = .    (2.19) 
 Последнее уравнение эквивалентно двум уравнениям: 

( )( ) ( ) ( )xcxbxad == ,0log .     (2.20) 

 Пример 7. Решить уравнение 3 24 1 33 −+ −=− xx xx . 
 Решение. Множество допустимых значений неизвестного данного 
уравнения: 3≠x . Логарифмируя обе части уравнения по основанию 3 и 
приводя подобные члены, получаем 03log

12
11

3 =−
− xx , которое эквива-

лентно двум уравнениям: 
2;403log;110

12
11

3231 ==⇒=−=⇒=
− xxxxx . 

 Ответ: 2,4,11 321 === xxx . 
 

2.8. Логарифмические уравнения 

Логарифмическим уравнением называется уравнение, содержащее 
неизвестную величину под знаком логарифма. Простейшее логарифми-
ческое уравнение 

1,0,log ≠>= aabxa ,     (2.21) 
с множеством допустимых значений 0>x  имеет решение bax = . 
 Логарифмическое уравнение, в котором под знаком логарифма 
стоит функция )(xf : 

1,0,)(log ≠>= aabxfa     (2.22) 
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имеет множество допустимых значений x , задаваемых неравенством 
0)( >xf , и эквивалентно уравнению baxf =)( . 

 К простейшим логарифмическим уравнением относятся также 
уравнения вида 

0,log >= ABAx ,      (2.23) 
которое: 
 а) при 0и1 ≠≠ BA  имеет единственный корень BAx 1= ; 
 б) при 0и1 == BA  имеет решение любое положительное, от-
личное от единицы, число; 
 в) при 0и1 ≠= BA  корней не имеет; 
 г) при 0и1 =≠ BA  корней не имеет. 

 Пример 1. Решить уравнение ( ) 1
164log

2log
3

3 =
−x
x . 

 Решение. О.Д.З. исходного уравнения определяется системой: 

( ) ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

>
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠−
>
>

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠−
>−

>

4
17
4

1164
4
0

0164log
0164

02

3
x

x

x
x
x

x
x
x

. 

 Перенесем все члены уравнения в левую часть и приведем их к 
общему знаменателю. Поэтому исходное уравнение равносильно систе-
ме 

( )
( )

( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≠

>
=

⇔

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≠

>
−=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⇔

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≠

>
=−−

⇔=
−

−−

4
17
4
8

4
17
4

1642

4
17
4

0164log2log
0

164log
164log2log 33

3

33

x

x
x

x

x
xx

x

x
xx

x
xx . 

 Число 8 – единственный корень исходного уравнения. 
 Ответ: 8=x . 

Если логарифмическое уравнение имеет вид 
( ) 0log =xf a       (2.24) 

где f  – некоторая функция, то заменой xy alog=  оно сводится к урав-
нениям вида (2.22): 

ia yx =log , 
где iy  – корни уравнения 0)( =yf . 
 Аналогично решается уравнение вида 

( ) .0,0log >= AAf x     (2.25) 
 Пример 2. Решить уравнение 010log610log10log 23 =−− xxx . 
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 Решение. Обозначим 10logxy =  и произведем замену неизвестного 
уравнения.  

Тогда ( ) ( )( )
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
=
=

⇔=+−⇔=−−⇔=−−
2

3
0

0230606 223

y
y
y

yyyyyyyyy . 

 Возвращаясь к прежней переменной, имеем 

⎢
⎢
⎣

⎡

=

=
⇔

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
−=

= −

31

21

10

10

310log
210log

010log

x

x

x

x

x

. 

 Ответ: 3
21 10;1010 == xx . 

 Логарифмическое уравнение вида 
)(log)(log )()( xgxf xaxa =      (2.26) 

эквивалентно уравнению 
)()( xgxf = , 

рассматриваемому на множестве допустимых значений x , задаваемом 
системой неравенств 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≠
>
>
>

.1)(
,0)(
,0)(
,0)(

xa
xa
xg
xf

 

 Если в данное уравнение входят логарифмы по разным основани-
ям, то предварительно необходимо привести все логарифмы к одному 
основанию. 
 Пример 3. Решить уравнение 

( ) ( ) ( ) 34log6log2log
2
3 3

41
3

4
2

41 =−−+++ xxx . 

 Решение. О.Д.З. уравнения определяется системой 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
>+
≠+

.04
,06
,02

x
x
x

 

решение которой: ( ) ( )4;22;6 −∪−−∈x . 
 Переходя в уравнении к основанию 41  и используя формулу 

( ) 2log22log 41
2

41 +=+ xx , получаем 
( ) ( ) 34log36log32log3 414141 =−−+−+ xxx . 

 Последние уравнение на О.Д.З. исходного уравнения равносильно 
системе 
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( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∪−−∈

=
−+

+

,4;22;6

;1
)4)(6(

2
log

4
1

x
xx

x
 

т.е. системе 
( )( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

−∪−−∈

−+=+

.4;22;6
,4624

x
xxx  

Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупности 
двух систем: 

( )
( ) ( )( )

( )
⎩
⎨
⎧

=−+

−∈

⎩
⎨
⎧

−+=+−
−−∈

.0166
,4;2

,4624
,2;6

2 xx
x

xxx
x  

Первая система имеет решение 3311 −=x , вторая – 22 =x . 
Ответ: 3311 −=x , 22 =x  

2.9. Системы показательных и логарифмических уравнений 

Системы содержащие показательные или логарифмические урав-
нения, обычно решаются сведением показательного (или логарифмиче-
ского) уравнения к алгебраическому уравнению и решением получен-
ной алгебраической системы. 

Пример. Решить систему 
⎩
⎨
⎧

=

=−

16

38loglog

xy

yx xy . 

Решение. Множество допустимых значений x  и y  в данной сис-
теме определяется системой неравенств: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≠
>
≠
>

.1
,0
,1
,0

y
y
x
x

 

 Обозначая xz ylog=  и учитывая, что при x  и y  из О.Д.З. 

x
y

y
x log

1log =  

получим уравнение 381 =− zz . 
 Множество всех решений этого уравнения числа 

31и3 21 −== zz . 
 Таким образом, данная система на своем множестве допустимых 
значений равносильна совокупности двух систем: 

⎩
⎨
⎧

=

−=

⎩
⎨
⎧

=

=

.16

,31log

,16

,3log

xy

x

xy

x yy  
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 Из равенства 3log =xy  следует 3yx = ; поэтому первая система этой 

совокупности равносильна на О.Д.З. системе 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

.16
,3

xy
yx  

 Отсюда находим 2,8 == yx . 
 Вторая система совокупности равносильна на О.Д.З. системе 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.16
,1 3

xy
yx  

 Отсюда находим 64,41 == yx . 
 Ответ: ( )64;41);2;8( . 

2.10. Вопросы для самоподготовки по теме «Уравнения» 

1. Какие уравнения считают эквивалентными? 
2. Дать определение модуля. 
3. Какие уравнения называют иррациональными? Способы реше-

ния этих уравнений. 
4. Дать определение линейной системы уравнений. 
5. Когда система линейных уравнений называется совместной, не-

совместной, определенной, неопределенной? 
6. Опишите метод Гаусса. Решение системы m  линейных уравне-

ний с n  неизвестными. 
7. Дать определение логарифма и перечислить основные свойства 

логарифмов. 
8. Какие уравнения принято называть показательными? 
9. Какие уравнения называются логарифмическими? 
10. Как решаются системы показательных и логарифмических 

уравнений? 

2.11. Тесты по теме «Уравнения» 

№ 
Задание 

Варианты ответов 

1 Решите уравнение: 
0322 =++− xx  

1) –1; 2) 3; 3) –7; 4) 0 

2 Решите уравнение: 

2

3

2
4

7
12

+

+
=

−
x

x
 

1) 0; 2) ±2; 3) 17;  
4) -6 

3 Решите уравнение: 1) ±2; 2) ±4; 3) 3± ; 
4) 10± -6. 
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1
1

61 2
2

−=
−

+ x
x

 

4 Решите уравнение: 
( ) ( ) 647487127 23 =−+−−− xxx  

1) -4; 2) 23; 3) 0; 4) 
37. 

5 Решите уравнение: 
06log2lg 100

2 =−+ xx  
1) ±7; 2) 100; 0,001;  
3) –2;6; 4) 10. 

6 Решите уравнение: 

0151
=

+
+−

x
x

x
 

1) 
2
1 ; 2) 4; 3) 43; 4) 9.

7 Решите уравнение: 
24 +−= xx  

1) 13; 2) -27; 3) 4; 4) 
±2. 

8 Решите уравнение: 
01)6(log4)6(log4 9

2
9 =+−−− xx  

1) ±7; 2) 12; 3) 17± ; 
4) 3. 

9 Решите уравнение: 
18379 22 =⋅− −− xx  

1) 6; 2) 7; 3) 4; 4) 11. 

10 Решите уравнение: 
0324 =−−− xx  

1) ±3; 2) 1; 3) -8; 4) 9.

 

2.12. Задачи для самостоятельной работы 

Решить уравнения: 
1. 051392 234 =−+−− xxxx  
2. 0346 23 ++++ xxx  

3. 912
2
17 2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
xx  

4. 
9
7

32
22

22
12

2

2

2

2
=

++
++

+
++
++

xx
xx

xx
xx  

5. 
2

1
2

1
)2(2

1
)1(2

1
+

−
−

=
−
+

=
−
+

xxx
x

x
x  

6. 
2

1
2

1
)2(2

1
42

2

+
−

−
=

−
+

+
− xxx

x
x

x  

7. 122 +=+− xx  
8. 121 =−+− xx  
9. 1381 +−=+ xx  

10. 548252 =−++−+ xxx x  
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11. 311
22

=
−+

−
−− xxxxxx

 

Вычислить: 
12. 

21210
1log

37
4log5 5,02

5,02,0log

+
+

+
+  

13. 
3log

5log
3log

135log

405

3

15

3 −  

14. Известно, что cba === 4log,5log,7log 573 . Найти 12log3 . 
Решить уравнения: 
15. 179 3553 =⋅ −− xx  
16. ( ) xxx 2sin5,02cos2sin 2554004,05 =⋅+⋅  

17. 13 31023 =− +− xxx  
18. ( ) 41lg7lg 10 ⋅++ = xxx  
19. xx lg3lg4 =−  
20. 5log25,155log 2

xx =−  
21. ( ) 1)43lg(19123lg 2 =+−++ xxx  

22. 3
)5lg(
)35lg(
=

−
−

x
x  

23. 1log3log 2
33 =+ x

xx  

Решить системы уравнений: 

24. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=−−

=+−

.52210

,52
2 xxy

yx  

25. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

+=
⋅ .03225

,27259
5,0

2

xy

x
 

26. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

.632

,0loglog
22

39

yx

yx
 

27. 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

.7loglog
,5loglog

39

93

yx
yx  
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2.13. Варианты проверочной работы №2 

Вариант 4 Вариант 1 
4.3. Решить уравнение 

1334 33 =−−+ xx  
1.2. Решить уравнение 

69933 11 =++− −+− xxxx . 
1.3. Решить систему 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=+−

.086
,26342
,18543

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

4.1. Решить уравнение 
41719 33 =++++− xx . 

4.2. Решить уравнение 
( ) xx −=− 283log3 . 

4.3. Решить систему 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.72
,82

,72

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Вариант 2 
2.1. Решить уравнение 

78231523 22 =+−++− xxxx . 
2.2. Решить уравнение 

03910813 =+− xx . 
2.3. Решить систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=−

.082

,0loglog
2

24

yx

yx
 

Вариант 5 
5.1. Решить уравнение 

471728 =+−+++++ xxxx . 
5.2. Решить уравнение 

xxx 821227 ⋅=+ . 
5.3. Решить систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−−

.2
,11622

yx
x yx

 

Вариант 3 
3.1. Решить уравнение 

128264 22 +−=−− xxxx . 
3.2. Решить уравнение 

4364 255 −− = xx . 
3.3. Решить систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

= −+

.54

24
42log

,

y
x

xyyx

 

 

Вариант 6 
6.1. Решить уравнение 

0443 23 =+− xxx . 
6.2. Решить уравнение 

xxxx 2231223 2924 −+− ⋅=+ . 
6.3. Решить систему 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=++

−=−

.168)1(
3
1

,817

2

2

xxy

xxy
 

2.14. Ответы по теме «Уравнения» 

Тесты. 
№ 1.1. 1.2. 1.3. 1.4. 1.5. 1.6. 1.7. 1.8. 1.9. 1.10.
Ответ 1 1 4 2 2 3 3 4 1 2 
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Задачи для самостоятельной работы 
1. 1; -

2
5 ; 

 

2. -1; 3; 3. 2; 
2
1 ; 

 

4. 0; -2; 
 

5. 5; 6. -
3
1 ;  

 

8. [1; 2]; 7. 
3
1 ; 9. 8; 10. 2;  11. 4;  12. 6; 

13. 3; 16. )12(
2

+
π k ; 

14. 1+⋅⋅ cba ; 15. 0, 6; 17. ;4;2;
3
1  18. 10; 

19. 10; 20. ;5;55  21. –1; 7; 22. 2; 3; 23. 1; 3; 24. (18; 9); 
25. (3; 2); 26. (9; 3); 27. (9; 729).    

 
Варианты ответов проверочной работы №2 

Вариант 1 
1.1. –61; 30. 

1.2. ( )
( )( ).155,0log

;52log

3

3

−

+  

1.3.  (8; 4; 2). 

Вариант 4 
4.1. 0. 
4.2. 2. 
4.3. нет решений. 

Вариант 2 

2.1. 1; -
3
1 . 

2.2. 2. 
2.3. (4; 2). 

Вариант 5 
5.1. 2. 
5.2. 0. 
5.3. (1; -1); (5; 3). 

Вариант 3 
3.1. 6; -2. 
3.2. 1,4. 
3.3. (0,5; -1,5). 

Вариант 6 
6.1. 22± . 
6.2. 1; -

3
1 . 

6.3. (-15; -19); (17; 9). 
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3. Неравенства 
 

3.1. Общие сведения 
 

Пусть )(xf  – функция одного переменного (аргумента). Решить 
неравенство 

0)( <xf       (3.1) 
– это значит найти все значения аргумента функции f , при которых не-
равенство (3.1) справедливо. Множество всех значений аргумента функ-
ции f , при которых неравенство (3.1) справедливо, называется множе-
ством решений неравенства или решением неравенства. 

Множество решений нестрого неравенства  
0)( ≤xf       (3.2) 

представляет собой объединение множества решений неравенства (3.1) 
и множества решений уравнения 0)( =xf . 
 Два неравенства считаются эквивалентными, если множество их 
решений совпадают. 

Под множеством допустимых значений неизвестных, входящих в 
неравенство, понимают область определения функции )(xf . 

Отдельные неравенства вида (3.1) или (3.2), составленные для 
различных функций )(xfi , могут быть сведены в систему неравенств. 
Решить систему неравенств – это значит найти множество всех значе-
ний аргументов функций )(xfi , при которых справедливы все неравен-
ства систем одновременно. 

Системы неравенств считаются эквивалентными, если множества 
их решений совпадают. Приведем следующие равносильные неравенст-
ва: 

1. 0)()(и)()( >−> xgxfxgxf  равносильны для любых функций 
)()( xgyиxfy == ; 

2. α+>α+> )()(и)()( xgxfxgxf  равносильны для любого числа 
α ; 

3. )()(и)()( xgxfxgxf ⋅α>⋅α>  равносильны для любого числа 
0>α ; 

4. )()(и)()( xgxfxgxf ⋅α<⋅α>  равносильны для любого числа 
0<α ; 

5. )()(и)()( xgxf aaxgxf >>  равносильны для любого числа 
);1( ∞+∈a ; 
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6. )()(и)()( xgxf aaxgxf <>  равносильны для любого числа 
)1;0(∈a ; 

7. Если функция )(и)( xgyxy =ϕ=  тождественно равны, то не-
равенства )()(и)()( xxfxgxf ϕ>>  равносильны. 
 
3.2. Рациональные неравенства. Метод интервалов 

 
Пример 1. Решить неравенство 

0322 >+−− xx . 
 Решение. Решив  уравнение 

0322 =+−− xx , получим 1,3 21 =−= xx . 
 Графиком функции 

322 +−−= xxy  является парабола, вет-
ви которой направлены вниз (рис.2), и 
которая лежит выше оси абсцисс при 

)1;3(−∈x . Следовательно, решением 
исходного неравенства будет множе-
ство значений x , заключенное в ин-
тервале между корнями уравнения. 
 Ответ: )1;3(−∈x . 
 Заметим, что при решении при-

мера мы использовали знание того, что график функции  
322 +−−= xxy  

есть парабола. Для более сложных интервалов не всегда удается по-
строить график функции, стоящей в левой части неравенства, или зада-
ча построения такого графика много труднее самой задачи решения не-
равенства. Поэтому для решения рациональных неравенств степеней, 
больших второй, и дробно-рациональных неравенств используется  ме-
тод интервалов. Этот метод прост и эффективен и может быть применен 
также для решения квадратных и линейных неравенств. 
 Идея метода интервалов для решения неравенств вида 0)( >xp  или 

0)( <xp , где )(xp  – заданный многочлен, заключается в следующем.  На 
числовой оси выделяются интервалы, на которых функция, стоящая в 
левой части неравенства, имеет постоянный знак и отмечаются точки, в 
которых рассматриваемое выражение равно нулю. На каждом из полу-
чившихся интервалов ставят знак левой части на данном интервале и 
записывают ответ. 
 Пример 2. Решить неравенство 

0322 >+−− xx . 

Рис. 2 

-3    0    1           x 

3 
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Решение. Решив уравнение 0322 =+−− xx , находим точки 
1и,3 =−= xx  числовой оси, в которой функция 32)( 2 +−−= xxxf  обра-

щается в нуль. При этом функцию )(xf  можно представить 
)1)(3()( −+−= xxxf . Следовательно, на промежутках 

1,13,3 ><<−−<<∞− xxx  функция )(xf  не изменяет своего знака. Для 
определения знака )(xf  на всем промежутке достаточно вычислить знак 

)(xf  в какой-либо «удобной» точке внутри промежутка. В качестве этих 
точек возьмем, например, точки 2и,0,4 ==−= xxx . Находим 

0)2(,0)0(,0)4( <><− fff . Отметим на рис. 3 полученные знаки. Оста-
лось лишь записать ответ, «прочитав» его с рисунка. 

 Ответ: )1;3(−∈x . 
Нет необходимости вычислять знак функции в избранной точке 

каждого промежутка. Следующий пример познакомит с правилом чере-
дования знаков. 

Пример 3. Решить неравенство 

 0
3
2)3()1)(2(

2
13 54

4
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xxxxx . 

Решение: Обозначим левую часть неравенства )(xp . Обозначим на 
числовой оси точки, в которых многочлен обращается в нуль (рис. 4). 

 Определим знаки )(xp  на каждом промежутке. Для этого опреде-
лим знак )(xp  на каком-либо одном промежутке. Удобно взять x  боль-
ше большего корня уравнения 0)( =xp , например, 4=x . Очевидно, что 

0)( <xp  при 3>x . В точке 3=x  функция )(xp  меняет знак «-» на «+», 
поскольку двучлен )3( −x  состоит в нечетной степени (говорят, что ко-
рень многочлена 3)( 1 =xxp  имеет кратность 51 =k ) и выражение ( )53−x  

-      -3             1              -             
+

Рис. 3 

x 
         -              -                              - 

+       
2
1

−          +       
3
2         1           2     +       3 

Рис. 4 
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меняет знак при переходе через точку 3=x . В точке 2=x  функция )(xp   
меняет знак с «+» на «-». В точке )1( =x  смена знака не происходит, по-
тому что двучлен )1( −x  стоит в четной степени (корень 12=x  имеет 
кратность 42 =k ) и выражение 4)1( −x  не меняет знак при переходе через 
точку 1=x . Далее в точке 32=x  знак меняется с «-» на «+» и в точке 

21−=x  смена знака не происходит. 
 Ответ: ( ) ( ) ( )∞+∪∪∈ ;32;11;32x . 
 Замечание. Очевидно, что множество решений неравенства 

( )( ) ( ) 0
3
2312

2
13 54

4
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xxxxx  

запишется в виде [ ] [ ]∞+∪∈ ;32;32x . 
 Приведенные примеры позволяют сформулировать МЕТОД 

ИНТЕРВАЛОВ следующим образом. 
 Пусть )(xp  – многочлен n -й степени с действительными коэффи-

циентами, а rxxx ,,, 21 K  – все действительные корни многочлена с крат-
ностями rkkk ,,, 21 K  соответственно, причем rxxx >>> K21 . Многочлен 

)(xp  можно представить в виде 
( ) ( ) ( ) )()( 2

2
1

1 xQxxxxxxxp rk
r

kk ⋅−⋅⋅−⋅−= K    (3.3) 
где многочлен )(xQ  действительных корней не имеет и либо положите-
лен, либо отрицателен при всех Rx∈ . Положим для определенности, 
что 0)( >xQ . Тогда при 1xx >  все сомножители в разложении (3.3) поло-
жительны и 0)( >xp . Если 1x  – корень нечетной кратности ( 1k  – нечет-
ное, то при 12 xxx <<  все сомножители в разложении (3.3), за исключе-
нием первого, положительны и 0)( <xp . В этом случае говорят, что мно-
гочлен )(xp  меняет знак при переходе через корень 1x . 
 Аналогичным способом, используя разложение (3.3), нетрудно 
убедиться, что при переходе через корень 2x  многочлен )(xp  меняет 
знак, если 2k  – нечетное, и не меняет знака, если 2k  – четное. 
 Рассмотренное свойство многочленов используется для решения 
неравенств методом интервалов. Для этого, чтобы найти все решения 
неравенств 

0)( >xp ,      (3.4) 
достаточно знать все действительные корни многочлена )(xp , их крат-
ности и знак многочлена )(xp  в произвольно выбранной точке, не сов-
падающей с корнем многочлена. 
 Пример 4. Решить неравенство  

( ) 01)1)(2( 232 >++−+ xxxxx . 
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 Решение. Расположим на числовой оси ox  действительные корни 
многочлена )(xp , стоящего в левой части неравенства (рис. 5). 

( )

чнчнч
312

0120
1)1)(2()(

321

321

232

∅===
<=−==

++−+=

kkk
Дxxx

xxxxxxp

 

 При 1>x  многочлен )(xp  положителен, так как все сомножители, 
стоящие в левой части неравенства, положительны. Будем двигаться по 
оси 0х справа налево. При переходе через точку 13 =x  многочлен ме-
няет знак и становится отрицательным, так как 13 =x  – корень кратности 

33 =k ; при переходе через точку 01 =x  многочлен не меняет знака, так 
как 01 =x  – корень кратности 21 =k ; при переходе через точку 22 −=x  
многочлен опять меняет знак и становится положительным. Промежут-
ки знакопостоянства данного многочлена схематически изображены на 
рис. 5. Используя этот рисунок, легко выписать множества решений не-
равенства ( ) ( )∞+∪−∞−∈ ;12;x .  
 Ответ: ( ) ( )∞+∪−∞−∈ ;12;x . 
 Решение рационального неравенства, т.е. неравенства вида 

0
)(
)(
>

xQ
xP       (3.5) 

где )(и)( xQxP  – многочлены, сводится к решению эквивалентного 
неравенства (3.4) следующим образом: умножив обе части неравенства 
(3.5) на многочлен ( )( )2xQ , который положителен при всех допустимых 
значениях неизвестного x  (т.е. при тех значениях x , при которых 

0)( ≠xQ ), получим рациональное неравенство 
0)()( >⋅ xQxP , 

эквивалентное неравенству (3.5); оно решается методом интервалов. 
 Замечание. При решении неравенства вида 

0
)(
)(
>

xQ
xP , 

     -2         -            0           -          1 
+ чн ч чн +

Рис. 5
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где )(и)( xQxP  – многочлены, абитуриенты нередко допускают гру-
бую ошибку, записывая систему, неравносильную исходному неравен-
ству 

⎩
⎨
⎧

≠
>

.0)(
,0)(

xQ
xP  

 Пример 5. Решить неравенство 

( )( )
0

21
652

2

23
≥

−+
+−−

xx
xxx . 

 Решение. О.Д.З. неизвестного 2≠x . Умножив обе части неравен-
ства на ( ) ( )222 21 −+ xx  получим неравенство эквивалентное исходному 
неравенству: 

( )( )( ) 021652 223 ≥−++−− xxxxx . 
 Найдем корни многочлена, стоящего в левой части неравенства. 
Для этого решим уравнения 

020652 23 =−=+−− xxxx . 
 Корни первого уравнения найдем «угадав» один из корней 11 =x  и 
разделив многочлен 652 23 +−− xxx  на двучлен 1−x . Тогда эквивалент-
ное неравенство с учетом О.Д.З. запишется в виде 

0)1)(2)(2)(3)(1( 2 ≥+−+−− xxxxx . 
 Множество решений последнего неравенства находится методом 
интервалов (рис. 6): ( ] [ ) [ )∞+∪∪−∞−∈ ;32;12;x . 

 Ответ: ( ] [ ) [ )∞+∪∪−∞−∈ ;32;12;x . 
 

3.3. Неравенства, содержащие знак абсолютной величины 

 При решении неравенств, содержащих знак абсолютной величины 
(знак модуля), следует разбить область допустимых значений неравен-
ства на множества, на каждом из которых выражения, стоящие под зна-
ком модуля, сохраняют знак. На каждом токам множестве нужно ре-
шать неравенство и полученные решения объединять в множество ре-
шений исходного неравенства. 

       -2    -             1              2      -       3                       х 

 +           +           + 

Рис. 6
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 Пример 1: Решить неравенство 
022 <−− xxx . 

 Решение. Выражение, стоящее под знаком модуля, может прини-
мать как положительные так и отрицательные значения. 
 1) Предположим, что 

( ] [ )( )∞+∪∞−∈≥−≥− ;20;при0202 22 xxxxx ; тогда, согласно определе-
нию абсолютной величины 

xxxx 22 22 −=− , 
исходное неравенство принимает вид 

03или02 22 <−<−− xxxxx . 
 Решение этого неравенства: )3;0(∈x . Пересечение множеств ре-
шений неравенств 03и02 22 <−≥− xxxx  дает право множество реше-
ний данного неравенства (рис. 7): [ )3;2∈x . 

 2) Предположим, что ( ))2;0(при0202 22 ∈<−<− xxxxx ; тогда 
согласно определению абсолютной величины 

( )xxxx 22 22 −−=− , 

данное неравенство принимает вид ( ) 0или02 22 <+−<−−− xxxxx . 
Решение последнего неравенства 0и02 22 <+−<− xxxx  дает второе 
множество решений данного неравенства (рис. 8): ( )2;1∈x . 

Итак, окончательно, решениями данного неравенства являются 
( ) [ )3;22;1 ∪∈x . 

 Ответ: )3;1(∈x . 
 Неравенство вида  

)()( xgxf < ,      (3.6) 
где )(и)( xgxf  – некоторые функции равносильно системе 

⎩
⎨
⎧

<−
<

).()(
),()(
xgxf

xgxf  

   0        2           3
х 

Рис. 7 

   0    1                    2
х 

Рис. 8 
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 Для тех x , при которых 0)( ≤xg , эта система, а значит, и данное 
неравенство решений не имеют. 
 В частности, неравенство 

axf <)( ,      (3.7) 
при 0≤a  решений не имеет, а при 0>a  оно равносильно системе 

⎩
⎨
⎧

<−
<

.)(
,)(
axf

axf  

 Пример 2. Решить неравенство 
652 ≤− xx . 

 Решение. Данное неравенство равносильно системе 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+−

≤−−
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥−

≤−

065

065

65

65
2

2

2

2

xx

xx

xx

xx . 

 Неравенство 0652 ≤−− xx  выполняется при [ ]6;1−∈x , а неравенст-
во 0652 ≥+− xx  выполняется при ( ] [ )∞+∪∞−∈ ;32;x . Пересечение мно-
жеств решений неравенств системы дает [ ] [ ]6;32;1 ∪−∈x . 
 Ответ: [ ] [ ]6;32;1 ∪−∈x . 
 Пример 3. Решить неравенство 

2933 2 −>−− xxx . 
 Решение. Запишем данное неравенство в виде 

2933 2 +−<− xxx . 
 Неравенство равносильно системе 

( ) ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−−

>+−
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−>−

+−<−

.0183

,05103

2933

2933
2

2

2

2

xx

xx

xxx

xxx  

 Неравенство 05103 2 >+− xx  выполняется при  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞+

+
∪⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∞−∈ ;

3
105

3
105;x . 

 Неравенство 0183 2 >−− xx  выполняется при 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞+

+
∪⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∞−∈ ;

3
194

3
194;x . 

 Пересечение множеств решений неравенств системы дает ответ. 

 Ответ: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞+

+
∪⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∞−∈ ;

3
194

3
194;x . 

 Неравенство вида  
)()( xgxf > ,      (3.8) 
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где )(и)( xgxf  – некоторые функции, равносильно совокупности двух 
неравенств: )()(),()( xgxfxgxf −<> , т.е. совокупности 

⎢
⎣

⎡
−<

>
).()(

),()(
xgxf

xgxf  

 Все те x  из О.Д.З. неравенства (3.8), для которых 0)( <xg , входят в 
множество решений неравенства (3.8) и равносильной ему совокупно-
сти. 
 В частности, неравенство 

axf >)( ,      (3.9) 
равносильно совокупности 

⎢
⎣

⎡
−<

>
.)(

,)(
axf

axf  

Если 0<a , то неравенство вида (3.9) выполняется при любом до-
пустимом значении x  данного неравенства. 

Пример 4. Решить неравенство 
xxx −≥− 13 . 

 Решение. Данное неравенство равносильно совокупности 

⎢
⎢
⎣

⎡

≤+−

≥−
⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−≤−

−≥−

.012
,01

)1(
,1

3

3

3

3

xx
x

xxx
xxx  

 Первое неравенство последней совокупности выполняется только 
при 1≥x  (так как ( ) ( ) 01а,111 223 >++++−=− xxxxxx  при любом x ). 
Поскольку 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+−=+−

2
15

2
51)1(123 xxxxx , 

то  множеством решений 0123 ≤+− xx  является множество 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛ −−
∞− 1;

2
15

2
51; U . 

Объединяя множества решений обеих неравенств совокупности, полу-
чаем множество решений исходного неравенства. 

 Ответ: ⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
∞+

−
⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛ −−
∞−∈ ;

2
15

2
51; Ux . 

 Неравенство вида 
( ) )(xgxf <       (3.10) 

можно решить двумя способами: оно равносильно совокупности двух 
систем 
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( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

<

).(

),(

xgxf

xgxf
 

 Выбор способа решения зависит от конкретного неравенства и от 
сложности функций f  и g . 
 Пример 5. Решить неравенство xx −<− 11 . 
 Решение. Исходное неравенство равносильно совокупности двух 
систем: 

⎩
⎨
⎧

<

−<−−

⎩
⎨
⎧

≥

−<−

.0
,11

,0
,11

x
xx

x
xx  

 Неравенство xx −<− 11 первой системы равносильно системе 

⎩
⎨
⎧

−−>−
−<−

),1(1
,11
xx

xx  

которая решений не имеет. Следовательно, не имеет решений и первая 
система совокупности. 
 Неравенство xx −<−− 11  равносильно неравенству xx −<+ 11 , ко-
торое в свою очередь равносильно системе 

⎩
⎨
⎧

−−>+
−<+

).1(1
,11
xx

xx  

Отсюда заключаем, что множество )0;(−∞  является множеством реше-
ний второй системы совокупности и исходного неравенства. 
 Ответ: )0;(−∞∈x . 
 Неравенства вида 

( ) )(xgxf >       (3.11) 
можно решить двумя способами: равносильно совокупности неравенств 

( )
( )⎢

⎢
⎣

⎡

−<

>

),(

),(

xgxf

xgxf
 

а также равносильно совокупности двух систем 

⎩
⎨
⎧

<

>−

⎩
⎨
⎧

≥

>

.0
),()(

,0
),()(

x
xgxf

x
xgxf  

 Пример 6. Решить неравенство 

1
1

32
>

+
−

x
x . 

 Решение. Область допустимых значений данного неравенства со-
стоит из всех действительных чисел. Неравенство равносильно сово-
купности двух систем: 
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<

>
−
+

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥

>
+
−

.0

1
1

32

,0

1
1

32

x
x
x

x
x
x

    (3.12) 

 Первая система совокупности (3.12) равносильна совокупности 
двух систем 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

>
+
−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤

>
+
−

.
3
2

1
1

23

,3
20

1
1

32

x

x
x

x

x
x

 
 Решим первую систему совокупности 

.
4
10

3
20

041

3
20

0
1

41

3
20

1
1

32

≤≤⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

>−
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤

>
+
−

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤

>
+
−

x
x

x

x

x
x

x

x
x

 

 Решим вторую систему совокупности 

.
2
3

3
2

032

3
2

0
1

32

3
2

1
1

23

>⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

>−
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

>
+
−

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

>
+
−

x
x

x

x

x
x

x

x
x

 

Вторая система совокупности (3.12) равносильна совокупности двух 
систем 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

>
−
+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−<<∞−

>
−
+−

.0
3
2

,1
1

32

,
3
2

,1
1

)32(

x

x
x

x

x
x

 

 Решим первую систему совокупности 

.
2
3

,
3
2

032

,
3
2

,0
1

32

,3
2

,1
1

)32(

−<<∞−⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<<∞−

>−−
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−<<∞−

>
−
−−

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−<<∞−

>
−
+−

x
x

x

x

x
x

x

x
x

 

 Решить вторую систему совокупности 

.0
4
1

0
3
2

041

,0
3
2

,0
1

41

,0
3
2

,1
1

32

<<−⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<≤−

>+
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<≤−

>
−
+

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

>
−
+

x
x

x

x

x
x

x

x
x

 

 Множество всех решений исходного неравенства запишем в от-
вет. 

 Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ;

2
3

4
1;00;

4
1

2
3; UUUx . 
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 Неравенства вида  
)()( xgxf ≥       (3.13) 

решаются при помощи разбиения области его допустимых значений на 
промежутки, каждый из которых является промежутком знакопостоян-
ства как функции )(xf , так и функции )(xg . Затем на каждом из этих 
промежутков решается неравенство без знака абсолютной величины. 
Объединяя найденные решения на всех частях О.Д.З. исходного нера-
венства, получаем множество всех его решений. 
 Также решаются и неравенства более общего вида: 

)()()())( 2211 xgxfkxfkxfk nn ≥+++ K ,    (3.14) 
где nkkk ,,, 21 K  – некоторые действительные числа. 
 Некоторые неравенства вида (3.13) целесообразно решать, перей-
дя к равносильному неравенству: 

)()( 22 xgxf ≥ . 
Например, неравенство xx >− 2  равносильно неравенству 

1..,)2( 22 <>− xетxx . 
 Пример 7. Решить неравенство xxx −−+>− 322 . 
 Решение. Нули подмодульных выражений разделяют числовую 
ось на три промежутка 

3,32,2 ≥<≤< xxx . 
На левом промежутке первый модуль раскрывается со знаком «-», а 
второй со знаком «+»; на среднем – оба модуля раскрываются со знаком 
«+», на правом – первый модуль раскрывается со знаком «+», а второй 
со знаком «-». Получаем совокупность трех систем неравенств: 

⎩
⎨
⎧

−++>−
≥

⎩
⎨
⎧

−−>−
<≤

⎩
⎨
⎧

−−+>−−
<

).3(2)2(
,3

),3()2(
,32

),3(2)2(
,2

xxx
x

xxx
x

xxx
x  

 Решив эти системы и объединив полученные ответы, получим 
);7()1;( ∞+∪−∞∈x . 

 Ответ: );7()1;( ∞+∪−∞∈x . 
 

3.4. Иррациональные неравенства 
 
 Под иррациональным неравенством понимают неравенство, в ко-
тором неизвестные величины (или некоторые функции неизвестных ве-
личин) находятся под знаком радикала. Для того, чтобы найти множест-
во решений иррационального неравенства, приходится, как правило, 
возводить обе части неравенства в натуральную степень. При этом  
(в силу принципиальной невозможности проверки полученных решений 
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подстановкой) необходимо следить за тем, чтобы при преобразовании 
неравенств каждый раз получалось неравенство, эквивалентное исход-
ному. 
 При решении иррациональных неравенств следует помнить, что 
при возведении обеих частей неравенства в нечетную степень всегда 
получается неравенство, эквивалентное исходному неравенству. Если 
же обе части неравенства возводить в четную степень, то будет полу-
чаться неравенство, эквивалентное исходному и имеющее тот же знак, 
лишь в случае, если обе части исходного неравенства неотрицательны. 
Чтобы избежать ошибок при решении иррациональных неравенств, сле-
дует рассматривать только те значения переменной, при которых все 
входящие в неравенство функции определены, т.е. найти О.Д.З. этого 
неравенства, а затем обоснованно осуществлять равносильный переход 
на всей О.Д.З. или ее частях. 
 Пример 1. Решить неравенство 

0
331122

1
2

<
+−

−

xx

x . 

 Решение. Неравенство с учетом О.Д.З. эквивалентно системе не-
равенств 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+−

<−

,0331122

,01
2xx

x
 

из которой находим: 31 << x . 
 Ответ: )3;1(∈x . 
 Пример 2. Решить неравенство 

92
28

10
28 22

+
−−

≤
+

−−
x

xx
x

xx .    (3.15) 

Решение. О.Д.З. исходного неравенства определяется системой 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠+
≠+

≥−−

,092
,010

,028 2

x
x

xx
 

из которой находим: [ ]2;4−∈x . 
 Для значений 4−=x  и 2=x  неравенство (3.15) выполняется, сле-
довательно, эти значения являются его решениями. 
 Пусть 24 <<− x . Для любого x  из этого интервала 010 >+x , 

092 >+x , 028 2 >−− xx . Поэтому на интервале (-4; 2) исходное неравен-
ство равносильно 

1092 +≤+ xx , 
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из которого находим 1≤x . Из этих значений x  интервалу 24 <<− x  при-
надлежат все числа промежутка 14 ≤<− x . Следовательно, решениями 
неравенства являются [ ]1;4−∈x  и 2=x . 
 Ответ: [ ] { }21;4 ∪−∈x . 
 Неравенство вида 

Nnxgxf nn ∈< ,)()( 22 ,      (3.16) 
равносильно системе 

⎩
⎨
⎧

>
≥

),()(
,0)(

xfxg
xf  

а неравенство вида 
Nnxgxf nn ∈< ++ ,)()( 1212 ,    (3.17) 

равносильно неравенству )()( xgxf < . 
 Пример 3. Решить неравенство 11 −>+ xx . 
 Решение. Неравенство равносильно системе неравенств 

⎩
⎨
⎧

−>+
≥−

,11
,01

xx
x  

из которой находим [ )∞+∈ ;1x . 
 Ответ: [ )∞+∈ ;1x . 

Пример 4. Решить неравенство 
33

1
6

2
7

1
3

−
<

+
+

+ xxx
. 

 Решение. Неравенство равносильно неравенству 

1
6

2
7

1
3

−
<

+
+

+ xxx
, 

которое после приведения к общему знаменателю можно переписать в 
виде 

( )( ) .0
)1)(2)(1(

54540
)1)(2(1(

25154 2
<

−++
−+

⇔<
−++

−−
xxx

xx
xxx

xx  

 Решая последнее неравенство методом интервалов, получим ре-
шение неравенства. 
 Ответ: ( ) )5;1(1;45)2;( ∪−−∪−−∞∈x . 
 Неравенство вида 

,),()(2 Nnxgxfn ∈<      (3.18) 
равносильно системе 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

>
≥

),()(

,0)(
,0)(

2 xgxf

xg
xf

n

 

а неравенство вида 
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,),()(12 Nnxgxfn ∈<+      (3.19) 
равносильно неравенству )()( 12 xgxf n+< . 

 Пример 5. Решить неравенство 6442 +<++ xxx . 
 Решение. Неравенство равносильно системе неравенств 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+<++

>+
≥++

,)6(44

,06
,044

22

2

xxx

x
xx

 

из которой находим );4( ∞+−∈x . 
 Ответ: );4( ∞+−∈x . 
 Неравенство вида 

,),()(2 Nnxgxfn ∈>      (3.20) 
равносильно совокупности двух систем неравенств: 

⎩
⎨
⎧

≥
<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≥

.0)(
,0)(

),()(

,0)(
2 xf

xg
xgxf

xg
n  

 Неравенство вида 
,),()(12 Nnxgxfn ∈>+      (3.21) 

равносильно неравенству )()( 12 xgxf n+> . 
 Пример 6. Решить неравенство 22452 +>−− xxx . 
 Решение. Неравенство равносильно совокупности двух систем 

⎩
⎨
⎧

<+
≥−−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−−

≥+
+>−−

.02
,0245

,0245
,02

,)2(245
2

2

22

x
xx

xx
x

xxx
 

, 
 Первая система совокупности решений не имеет. Из второй сис-
темы совокупности находим ( ]3; −∞−∈x . 
 Ответ: ( ]3; −∞−∈x . 
 Пример 7. Решить неравенство 

1224 2
<

−−
x

xx . 

 Решение. Данное неравенство равносильно совокупности двух 
систем: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−−

<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−−

>

.224

,0

,224

,0
22 xxx

x

xxx

x
 

 Решим каждую из этих систем. Для первой системы имеем: 
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( ].4;3
).;3()4;(

,46
,0

,224
,0224

,0

22

2 ∈⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞+∪−−∞∈
≤≤−

>
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−−

≥−−

>

x
x

x
x

xxx
xx

x
 

 Вторая система совокупности равносильна системе 

[ ).0;6
.46

,0
,0224

,0
2 −∈⇔

⎩
⎨
⎧

≤≤−
<

⇔
⎩
⎨
⎧

≥−−

<
x

x
x

xx
x

 

 Следовательно, решениями исходного неравенства являются 
[ ) ( ]4;30;6 ∪−∈x . 

 Ответ: [ ) ( ]4;30;6 ∪−∈x . 
 Для решения иррациональных неравенств может применятся спо-
соб подстановки или введения вспомогательного неизвестного. 
 Пример 8. Решить неравенство .1

15
3

<
−
−

x
x  

 Решение. Обозначим xt −= 15 ; тогда 0≥t  и 215 tx −= . Делая за-
мену переменной в исходном неравенстве, получим систему 

.40
).4;0()0;(

,0
,012

,0

,1)15(3
,0

22 <<⇔
⎩
⎨
⎧

∪−∞∈
≥

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
−−

≥
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
−−

≥
t

t
t

t
tt

t

t
t

t
 

 Вернемся к прежней переменной 
151161504150 <<−⇔<−<⇔<−< xxx . 

 Ответ: )15;1(−∈x . 
 Пример 9. Решить неравенство 

23
15

49
2

2
+≤

−

− x
x

x . 

 Решение. Воспользуемся методом интервалов для решения данно-
го алгебраического неравенства. Его применение позволяет свести зада-
чу к решению иррационального уравнения и исследованию знака ирра-
циональной алгебраической функции. Перепишем неравенство в виде 

0
15

15)23()23(

15

15)23(49)23(
15

49)(
2

2

2

22

2

2
≤

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−+

=
−

−+−−
=+−

−

−
=

x

xxx

x

xxxx
x

xxf

. 
 Находим область определения )(xf : 

( ) ( )∞+∪−∞−∈⇔>− ;5555;015 2 xx . 
 Поскольку знаменатель дроби неотрицателен, то достаточно най-
ти нули числителя дроби в области определения )(xf . Так как уравне-
ние 

1523 2 −=− xx  
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имеет на множестве области определения функции )(xf  единственный 
корень 25=x , то множество нулей функции )(xf  есть { }25;32− . Нули 
функции )(xf  разбивают область определения )(xf  на три интервала. 
Установим знак функции )(xf  на каждом из полученных интервалов: 

1. если ( ) 0)(то,32; >−∞−∈ xfx ; 
2. если ( ) 0)(то,55;32 <−−∈ xfx ; 
3. если ( ) 0)(то,25;55 <∈ xfx . 
Запишем в ответ объединение тех промежутков, на которых 

функция )(xf  отрицательна и, поскольку исходное неравенство являет-
ся нестрогим, множество нулей этой функции. 

Ответ: [ ) ( ]25;5555;32 ∪−−∈x . 
Пример 10. Решить неравенство 1531 >+−− xx . 

 Решение. О.Д.З. неравенства определяется из системы 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈⇔

⎩
⎨
⎧

≥+
≥−

3
1;5

05
031

x
x
x . 

 Исходное неравенство эквивалентно неравенству 1531 ++>− xx , 
обе части которого неотрицательны. Возводя обе части последнего не-
равенства в квадрат, получаем эквивалентное неравенство 

xx +>−− 5245 . 
1) Если 045 ≤−− x , т.е. 45−≥x , то левая часть отрицательна или 

равна нулю, а правая положительна. Поэтому при любом значении x  из 
промежутка [ ]31;45−  неравенство не выполняется. 

2) Если 045 >−− x , т.е. 45−<x , то обе части неравенства неотри-
цательны, и после возведения в квадрат получаем неравенство, эквива-
лентное последнему неравенству:  

( ) ( )xx +>−− 5445 2 . 
Таким образом, множество решений исходного неравенства получается 
как множество решений системы неравенств 

[ ]

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+>−−

−<
−∈

,5445

,45
,31;5

2 xx

x
x

 

откуда получаем ответ. 

 Ответ: ⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡ −−
−∈

8
619;5x . 

 Пример 11. Решить неравенство 3725 22 >++− xxx . 
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 Решение. О.Д.З. неравенства: [ ]5;0∈x . Обе части неравенства 
неотрицательны, поэтому оно равносильно системе 

[ ] [ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−>+−

∈
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+++−+−

∈

.7167252

,5;0

,97725225

,5;0
222222 xxxx

x

xxxxxx

x
 

 При [ ]5;0∈x  имеем 07252и0716 22 ≥+−<−− xxxx ; поэтому 
решением последней системы являются [ ]5;0∈x . 
 Ответ: [ ]5;0∈x . 

3.5. Показательные неравенства 

 Решение простейших показательных неравенств основано на 
свойствах монотонности степени: 

⎩
⎨
⎧

>
>

⇔
⎩
⎨
⎧

>
>

,1
),((

,1
,)()(

a
xgxf

a
aa xgxf

     (3.22) 

⎩
⎨
⎧

<<
<

⇔
⎩
⎨
⎧

<<
>

.10
),((

,10
,)()(

a
xgxf

a
aa xgxf

     (3.23) 

 Учитывая эти свойства, многие простейшие показательные нера-
венства решаются методом приведения обеих частей неравенства к од-
ному основанию. 
 Замечание. Решение любого нестрогого показательного неравен-
ства отличается от решения соответствующего строгого неравенства 
только включением в множество всех его решений корней соответст-
вующего уравнения. 
 Пример 1. Решить неравенство  

( ) ( ) 14141456 >⋅⋅ xx . 
 Решение. О.Д.З. неравенства 0≥x . Приводя левую часть неравен-
ства к степени с основанием 4, получим 

( ) ( ) xxxx −−=⋅⋅ 5656 441414 . 
Таким образом данное неравенство равносильно неравенству 

056 >−− xx . 
 Обозначив xt = ; имеем: 

⎩
⎨
⎧

<≤⇔<+−
≥

⇔
⎩
⎨
⎧

<−+

≥

.700)8)(7(
,0

056
,0

2 ttt
t

tt
t

 

Таким образом, данное неравенство равносильно двойному неравенству 
70 <≤ x   и  490 <≤ x . 

 Ответ: [ )49;0∈x . 
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 Пример 2. Решить неравенство 
02323 1211910 >−−− −−−− xxxx . 

 Решение. Поскольку 

,
2
22;

3
33;

2
22;

3
33 12

12
11

11
9

9
10

10
x

x
x

x
x

x
x

x ==== −−−−  

то данное неравенство равносильно неравенству 

( )
.13013

1
3
22312

2
2)13(

3
3 13

13133
1211

>⇔>−⇔

⇔<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔>⇔+>−

−
−−

xx

x
xx

xx

 

 Ответ: );13( ∞+∈x . 
 Пример 3. Решить неравенство 

03934 5,762
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− +− xxx . 

 Решение. О.Д.З. неравенства определяется условием 04 ≥− x , т.е. 
4≤x . Исходное неравенство равносильно совокупности, состоящей из 

уравнения и системы двух неравенств: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥−=−

+−

.4
,0393,04

5,762

x
x

xx
 

 Из уравнения 04 =− x  находим 4=x . Поскольку 5,2339 = , то 
первое неравенство системы равносильно неравенству 

( ] [ ).;51;0)5)(1(
0565,25,7633 25,25,762

∞+∪∞−∈⇔≥−−⇔
⇔≥+−⇔≥+−⇔≥+−

xxx
xxxxxx

 

 Учитывая условие 4<x , получаем решение системы ( ]1;∞−∈x . 
 Ответ: ( ] { }41; ∪∞−∈x . 

 Пример 4. Решить неравенство 

1
5335

532 33
<

⋅−⋅
−⋅ ++

xx

xx
. 

 Решение. Неравенство равносильно совокупности систем нера-
венств: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<⋅−⋅

⋅−⋅>−⋅

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>⋅−⋅

⋅−⋅<−⋅ ++++

.05335
,5335532

,05335
,5335532 3333

xx

xxxx

xx

xxxx

 

 Решим каждую из этих систем. Для первой системы имеем:  

( ) .1;)12249(log
1

),12249(log

53)53(
,12249)35(

5335
,5122349

35

35

∈⇔

⇔
⎩
⎨
⎧

<

>
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

>
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅>⋅

⋅<⋅

x
x

x
x

x

xx

xx

 

 Вторая система совокупности равносильна системе 
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( )
( )

( )
⎩
⎨
⎧

>

<
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

<

.1

,12249log

5353

,1224935 35

x

x
x

x

. 

 Вторая система не имеет решений. 
 Ответ: ( )1;)12249(log 35∈x . 
 Неравенство вида  

0)( ≥xaf .      (3.24) 
при помощи замены переменной xat =  сводится к решению соответст-
вующих простейших показательных неравенств. 
 Пример 5. Решить неравенство 

49524852
49798 −+−+ ≥− xxxx . 

 Решение. Обозначив 4952
7 −+= xxt , получим 

( ]⎩
⎨
⎧

∈⇔≤−+
>

⇔
⎩
⎨
⎧

≤−+

>

.7;00)7)(14(
,0

0987
,0

2 ttt
t

tt
t

 

 Следовательно, исходное неравенство равносильно неравенству 
[ ] .5;10149577 24952
−∈⇔≤−+⇔≤−+ xxxxx  

 Ответ: [ ]5;10−∈x . 

 Неравенство вида 
ba xf ≥)( ,      (3.25) 

где 0,1,0 >≠> baa , может быть решено при помощи логарифмирова-
ния обеих частей (это возможно, так как обе части неравенства положи-
тельны). При всех 0≤b  неравенство (3.25) справедливо для любого x  из 
О.Д.З. неравенства. 
 Неравенство ba xf ≤)(  при 1,0,0 ≠>≤ aab  решений не имеет. 
 Пример 6. Решить неравенство 

xx −− < 332 85 . 
 Решение. Обе части неравенства положительны при любом значе-
нии x . Прологарифмировав обе части по основанию 5, получим нера-
венство 

,8log)3(32 5xx −<−  
равносильное исходному. 
 Таким образом, .8log33)8log2( 55 +<+ x  Отсюда с учетом того, что 

08log2 5 >+ , находим все решения исходного неравенства. 

 Ответ: .
8log2
8log33,

5

5
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

∞−∈x  
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 Решение показательных неравенств, которые имеют три различ-
ных основания, являющиеся последовательными членами геометриче-
ской прогрессии (причем эти основания возводятся в одну и ту же сте-
пень, зависящую от x ), сводится заменой переменной к решению квад-
ратного неравенства. 
 Такие показательные неравенства, в частности, имеют вид 

,0γβα )()()( ≥++ xfxfxf cba      (3.26) 
,0)()()( ≤γ+β+α xfxfxf cba     (3.27) 

где γβ≠α ,,0  – действительные числа, )(xf  – некоторая функция, а ос-
нования cba ,,  удовлетворяют условию cab ⋅=2 . 
 Пример 7. Решить неравенство xxx 112 5025,42510 ⋅≥+ . 
 Решение. Перепишем неравенство в виде  

.01005025,425 111 ≥+⋅− xxx  
В этом неравенстве числа 25, 50, 100 образуют три последовательных 
числа геометрической прогрессии со знаменателем 2. Разделив обе час-
ти на x1100 , получим неравенство 

.0)21(25,4)21(1 12 ≥−+ xx  
 Обозначив xt 1)21(= , имеем 

( ) [ ) .;4
4
1;0

0
4
14

,0

0125,4
,0

2
∞+⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛∈⇔

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

>
⇔

⎩
⎨
⎧

≥+−

>
Ut

tt

t

tt
t

 

В результате получаем, что исходное неравенство эквивалентно двум 
неравенствам: 

.4)21(),41()21( 11 ≥≤ xx  
Объединение их множеств решений и дает множество решений исход-
ного неравенства: [ ) ( ]21;00;21 ∪−∈x . 
 Ответ: [ ) ( ]21;00;21 ∪−∈x . 
 Решение некоторых показательных неравенств сводится к реше-
нию алгебраических однородных неравенств. 
 Пример 8. Решить неравенство  

046231396 ≤+− xxxx . 
 Решение. Область допустимых значений данного неравенства со-
стоит из всех натуральных чисел, б�льших 1. Неравенство является од-
нородным неравенством вида 

,0)(6)()(13)(6 22 ≤+⋅− xgxgxfxf  
где xx xgxf 2)(3)( == . Разделив обе его части на x 9  и положив xt 32= , 
получим 



68 
 

06136 2 ≤+− tt . 
 Решением этого неравенства является промежуток 2332 ≤≤ t . Та-
ким образом, исходное неравенство равносильно двойному неравенству 

233232 ≤≤ x , 
откуда находим 

)32(log1)23(log 3232 ≤≤ x . 
Таким образом, исходному неравенству удовлетворяют все числа из 
О.Д.З., т.е. решением неравенства является множество 

{ }NxxxX ∈≥∈ ,2: . 
 Ответ: { }NxxxX ∈≥∈ ,2: . 
 Некоторые показательные неравенства содержат выражения 

)()( xgxf . В этом случае функция )()( xgxf  определена тогда, когда опре-
делены обе функции )(),( xgxf  и, кроме того, 0)( >xf . 

 Пример 9. Решить неравенство 1)1( 562
>− +− xxx . 

 Решение. О.Д.З. данного неравенства определяется условием 1>x . 
Прологарифмировав исходное неравенство по основанию 10, при усло-
вии 1>x , получим 

⎢
⎣

⎡
∈

∞+∈
⇔

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧
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∈

∞+∈

⇔

⎢
⎢
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⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
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⎩
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⎧
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∞+∪−∞∈
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⇔

⎢
⎢
⎢
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⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<−
<−−

⎩
⎨
⎧

>−
>−−

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<−
<+−

⎩
⎨
⎧

>−
>+−

⇔>−+−

).2;1(
),;5(

21
),5;1(

),;5(

110
),5;1(

11
),;5()1;(

01lg(
,0)5)(1(

0)1lg(
,0)5)(1(

0)1lg(
,056

0)1lg(
,056

0)1lg()56(
2

2

2

x
x

x
x

x

x
x

x
x

x
xx

x
xx

x
xx

x
xx

xxx

 

 Ответ: );5()2;1( ∞+∪∈x . 

3.6. Логарифмические неравенства 

 Решение простейших логарифмических неравенств основано на 
следующих свойствах монотонности логарифма: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
>

>
⇔

⎩
⎨
⎧

>
>

);()(
,1

,0)(

,1
),(log)(log

xgxf
a

xg

a
xgxf aa     (3.28) 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
<<
>

⇔
⎩
⎨
⎧

<<
>

).()(
,10
,0)(

,10
),(log)(log

xgxf
a

xf

a
xgxf aa     (3.29) 

 В данных переходах от простейшего логарифмического неравен-
ства к равносильным системам неравенств, не содержащих знака лога-
рифма, учтена область допустимых значений исходного неравенства. 
Решение любого нестрогого логарифмического неравенства отличается 
от решения соответствующего строгого логарифмического неравенства 
только включением в множество всех его решений множества корней 
соответствующего логарифмического уравнения. 
 Пример 1. Решить неравенство 

.1
2
1 1

3
102

25,0log
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− xx

 

 Решение. Так как основание показательной функции меньше еди-
ницы, то данное неравенство равносильно неравенству 

.01
3

10log 2
25,0 ≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− xx  

Поскольку основание логарифма меньше единицы, то исходное нера-
венство равносильно неравенству 

,11
3

100 2 ≤+−< xx  

т.е. системе неравенств 

[ ]⎩
⎨
⎧

∈
∞+∪−∞∈

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤−

>+−

.310;0
),;3()31;(

0
3

10

,01
3

10

2

2

x
x

xx

xx
 

[ ) ( ]310;331;0 ∪∈x . 
 Ответ: [ ) ( ]310;331;0 ∪∈x . 
 Решение неравенства вида 

,0)(log >xf a      (3.30) 
а также неравенств ,0,0,0 ≤≥< fff  где f  – некоторая функция, ука-
занного аргумента находится следующим образом. Вводится новое не-
известное xt alog= , и неравенство (3.30) решается как алгебраическое 
относительно неизвестного t  с последующим решением соответствую-
щих простейших логарифмических неравенств. 
 Пример 2. Решить неравенство 

.01log2log 2
412 >+− xx  
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 Решение. Множество допустимых значений неизвестного: 0>x . 
Приводя логарифмы к одному основанию, получаем неравенство, экви-
валентное исходному неравенству 

.01log
2
1log

2
1 2

22 >+− xx  

 Решаем это неравенство как квадратное относительно нового не-
известного xt 2log= . В результате получаем, что логарифмическое нера-
венство эквивалентно неравенству 

.4212log1 2 <<⇔<<− xx  
 Ответ: )4;21(∈x . 
 Существуют различные способы оформления решения логариф-
мических неравенств. Наиболее распространеные из них – метод пере-
хода к решению равносильных совокупностей неравенств и метод раз-
биения О.Д.З. данного неравенства на интервалы, на которых решаются 
соответствующие равносильные (на рассматриваемом интервале) нера-
венства. 
 Замечание. При решении логарифмических неравенств следует 
избегать преобразований, которые могут привести к потере или появле-
нию посторонних решений, так как в противном случае обоснование 
правильности ответа, как правило, есть более сложная задача, чем ре-
шение исходного неравенства. 
 Неравенства вида Cxgxf ≥)(log )( , равносильны совокупности сис-
тем 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

<<
>

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

>
>

,))(()(

,1)(0
,0)(

,))(()(

,1)(
,0)(

CC xfxg

xf
xg

xfxg

xf
xg

 

а неравенства вида Cxgxf ≥)(log )( , равносильны совокупности систем 
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 Неравенства вида Cxgxf <)(log )(  равносильны совокупности сис-
тем 
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а неравенства вида Cxgxf ≤)(log )(  равносильны совокупности систем 
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 Пример 3. Решить неравенство 
1)23(log 2 <+ x

x
. 

 Решение. Первый способ. Данное неравенство равносильно нера-
венству 

2
22 log)23(log xx

xx
<+ , 

которое равносильно совокупности двух систем 

)1;0()0;1(
.23

,10

,023
,23

,1

2

2
2

2

∪−∈⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+<

<<

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>+
<+

>

x
xx

x

x
xx

x

. 

 Решением первой системы совокупности являются 
);3()1;23( ∞+∪−−∈x . Объединяя полученные множества решений систем 

совокупности, находим множество решений исходного неравенства 
).;3()1;0()0;1()1;23( ∞+∪∪−∪−−∈x  

 Второй способ. Область допустимых значений данного неравен-
ства определяется системой 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>+
≠

>

023
1

0
2

2

x
x

x

 

откуда находим О.Д.З. неравенства: 
).;1()1;0()0;1()1;23( ∞+∪∪−∪−−∈x  

 1. Рассмотрим данное неравенство на множестве 
).;1()1;23( ∞+∪−−∈x  На этом множестве оно равносильно неравенству 

(так как 12 >x ) 
,23 2xx <+  

решением которого на этом множестве являются ).;3()1;23( ∞+∪−−∈x  
 2. На множестве )1;0()0;1( ∪−∈x  данное неравенство равносильно 
неравенству (так как 12 <x ) 

,23 2xx >+  
решением которого на этом множестве являются )1;0()0;1( ∪−∈x . 
 Ответ: ).;3()1;0()0;1()1;23( ∞+∪∪−∪−−∈x  
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3.7. Уравнения и неравенства с параметрами 

 Уравнения и неравенства с параметрами являются наиболее труд-
ными задачами курса элементарной математики. Решение этих задач по 
существу представляет собой  исследование функций, входящих в урав-
нение, с последующим решением уравнений или неравенств с числовы-
ми коэффициентами. При решении уравнения (неравенства) с парамет-
рами необходимо выяснить, при каких значениях параметров уравнение 
(неравенство) имеет решение, и найти все эти решения. 
 Пример 1. Найти такие значения ,,, cba  при которых уравнение 

cxbxax =+++      (3.31) 
имеет бесконечно много решений. 
 Решение. Перенесем x  в правую часть и возведем обе части по-
лученного уравнения в квадрат. После приведения подобных членов 
получим уравнение 

,)2( 2 bcxca −=+  
являющееся следствием уравнения (3.31). При 02 =+ ca  и 02 =−bc , и 
только в этом случае, последнее уравнение имеет бесконечно много ре-
шений (все неотрицательные числа). Подставив ca 2−=  и 2cb =  в исход-
ное уравнение, получим 

( ) ,

,2
2

2

xccx

xccxcx

−=−

−=+−
 

т.е. уравнение  
xccx −=− .     (3.32) 

При 0<c  это уравнение корней не имеет, а при 0=c  имеет единствен-
ное решение: 01 =x . 
 Пусть 0>c . Рассмотрим такие значения неизвестного x , которые 
удовлетворяют неравенству 20 cx ≤≤ . Тогда cx ≤ , а потому 

xccx −=− . Следовательно, уравнение (3.32) равносильно системе  

⎩
⎨
⎧

≤≤

>

.0
,0

2cx
c

 

Итак, уравнение (3.31) имеет бесконечно много решений, когда 
2,2 cbca =−=  и 0>c , и его решениями являются [ ]2;0 cx∈ . 

 Ответ: 2,2 cbca =−= , 0>c . 
 Пример 2. При всех значениях )1,0( ≠> aaa  решить неравенст-
во 
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.1122 ≥−+ +xx aa      (3.33) 

 Решение. Обозначив xat = , запишем неравенство (3.33) следую-
щим образом 

,1122 ≥−+ tat      (3.34) 

где 0>t . 

 Поскольку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−−×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−−=−+ 4

2
14

2
11 424222 aataattat  

при всех a , то неравенство (3.34) равносильно совокупности двух сис-
тем (так как 0>t ) 

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−+

++−≥

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+−−

++−<<

.11

,4
2
1

,11

,4
2
10

22

42

22

42

tat

aat

tat

aat  

 Решим первую систему. Неравенство 1122 ≥+−− tat  равносильно 
неравенству 022 ≤+ tat , которое при 0>t  решений не имеет; следова-
тельно, первая система решений не имеет. 
 Решим вторую систему. Неравенство 1122 ≥−+ tat  равносильно со-
вокупности двух неравенств: 

.8
2
1,8

2
1 4242 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−≥⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−≤ aataat  

 Поскольку  

( ) ( )4
2
18

2
1 4242 ++−>++− aaaa , 

то вторая система совокупности равносильна неравенству  

.8
2
1 42 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−≥ aat

 
 Следовательно, при 1,0 ≠> aa  и любом x  неравенство (3.33) рав-
носильно неравенству  

.8
2
1 42 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−≥ aaax  

Откуда находим: 
 а) при 10 << a  неравенство (3.33) имеет решение 

;8
2
1log 42 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−≤ aax a  

 б) при 1>a  неравенство (3.34) имеет решение  

.8
2
1log 42 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−≥ aax a  
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 Ответ: при 10 << a  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
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⎝
⎛ ++−∞−∈ 8

2
1log; 42 aax a ; 

     при 1>a  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∞+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−∈ ;8

2
1log 42 aax a . 

3.8. Вопросы для самоподготовки по теме «Неравенства» 

1. Какие неравенства считаются эквивалентными? 
2. Дать определение решения неравенства. 
3. Что значит решить систему неравенств? 
4. Описать метод интервалов для решения неравенств. 
5. Описать схему решения неравенства, содержащего знак абсо-

лютной величины. 
6. Привести схему решения иррациональных неравенств. 
7. Привести способы подстановки или введения вспомогательно-

го неизвестного при решении иррациональных неравенств. 
8. Каковы методы решения показательных неравенств. 
9. Логарифмические неравенства. Схема их решения. 
10. Как избежать потерю или появление посторонних корней при 

решении логарифмических неравенств? 
 

3.9. Тесты по теме «Неравенства» 

№ Задание Варианты ответов 
1 Решите неравенство 

0)5)(6( 2 ≥−−+ xxx  
1) ( ] [ ] ;5;23; ∪∞−  
2) ( ]5;3− ; 
3) [ ] [ ) ;;52;3 ∞∪−  
4) ( ) ( ]23;1913;7 ∪ . 

2 Решите неравенство 

.0
93

16
2
1

2

8

<
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

xx

x

 

1) ( ) ( ) ;7;43; ∪∞−  
2) ( ) ;;12 ∞+−   3) 
( ) ;12;∞−  
4) ( ) .4;3  

3. Решите неравенство 
( )( ) .0

8
36582
≤

−
+−+

x
xxx  

1) [ ] [ ] ;8;53;13 ∪−  
2) [ ] ;5;3−    3) [ ] ;3;13−  
4) [ ] [ ]8;53;20 ∪− . 

4. Решите неравенство 

734327 )1(24)2(
3
2

>−+ −− xx
 

1) );2;( −−∞   2) );2;2(−  
3) );7;3(        4) );2( ∞+ . 
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5. Решите неравенство  
( ) xxx 5log)3(loglog15,0 3

3
13 >+−+ . 

1) );;0( ∞+     2) );81;9(  

3) );81;27(     4) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

9
1;

3
1 . 

6. Решите неравенство 
2)2(45 −≤− xx . 

1) ( ] ;3;1−      2) ( ] ;1;∞−  
3) [ ] ;7;3        4) [ )∞+;1 . 

7. Решите неравенство 
113 2 ++<− xx . 

1) );7;0(        2) );1;3(−  
3) );3;1(−      4) );3( ∞+ . 

8. Решите неравенство 
)212lg(10lg10lg +< xx . 

1) );;7()3;0( ∞+∪  
2) );;7()3;1( ∞+∪−  
3) );;3()0;1( ∞+∪−  
4) );3()3;0( ∞+∪ . 

9. Решите систему неравенств 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+−

>+

8log)34(log

43

3
2

3

2

xx

xx . 

1) [ ) ( ] ;5;31;1 ∪−  
2) ( ] [ ) ;;51; ∞+∪−∞−  
3) );3;1(     4) [ )∞+;5 . 

10. Решите систему неравенств 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤−+

>−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

.0992

;025
5
1

2

3

xx

x

 

1) [ ) ;1;1−     2) [ ) ;5;11 −−  
3) ( ] ;3;1−     4) [ )7;3 . 

 

3.10. Задачи для самостоятельной работы 

 Решите неравенства: 
 1. .0)2)(3)(1( 2 ≥−−+ xxx  

 2. .
3

3
2

1
−

<
+ xx

 

3. .0
8

123
≤

+
−+−

x
xxx  

4. .1
23
23

2

2
≥

++
+−

xx
xx  

5. .13 −>−x  
6. .283 −<−x  
7. .523 −≤+x  
8. .354 <−x  

 9. .03)12( ≤−− xx  

10. ( ) .552 2 >−x  
11. .01894 ≥+− xx  
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12. .
92

12
11

12 22

−
−+

≥
−
−+

x
xx

x
xx  

13. .
3

53
3
162

−
>−+

−
−

x
x

x
x  

14. .195 >−−− xx  
15. .)161(2 11 xx >−  
16. ( ) ( ) .1212

)1()66( xxx −+−
−≤+  

17. .52428 13313 >+−+ +−−+− xxx  
18. .6232334 212 ++<++ + xxxx xxx  
 

3.11. Варианты проверочной работы №3 
 

Вариант 1 
1. Решить неравенство 

.134212 −<++ xx  

2. Решить неравенство 
.210343 22 xx −− ⋅<+⋅  

3. Решить неравенство 
.02loglog 2

2
2 ≤−+ xx  

Вариант 4 
1. Решить неравенство 

.9564 2 <−−− xx  

2. Решить неравенство 
.01839 21 >−+ ++ xx  

3. Решить неравенство 
.0)32(log 21 >+x  

Вариант 2 
1. Решить неравенство 

.312 +<− xx  
2. Решить неравенство 

.27527 112 −−− −⋅≤− xxxx  
3. Решить неравенство 

).1(log2log)4(log 212121 −−≥− xx  

Вариант 5 
1. Решить неравенство 

.251 ≤−−x  
2. Решить неравенство 

.7272 3344 xxxx ⋅>⋅ ++  
3. Решить неравенство 

.01log2log 2
412 >+− xx  

Вариант 3 
1. Решить неравенство 

.
1

10
2

5
−

<
+
−

xx
 

2. Решить неравенство 

.5
531194

31311
1

1
≥

−⋅−⋅
−⋅
−

−

xx

x
 

3. Решить неравенство 
.310log232log 2)32(

3
10 <++

+x
x  

Вариант 6 
1. Решить неравенство 

.1
3

122
>

−
+−

x
xx  

2. Решить неравенство 
.93 2243 −− ≤ xx  

3. Решить неравенство 
.13log25log3 <⋅− xx  
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3.12. Ответы по теме «Неравенства» 

 Тесты 
№ 2.1. 2.2. 2.3. 2.4. 2.5. 2.6. 2.7. 2.8. 2.9. 2.10.
Ответ 3 2 1 4 1 2 3 1 1 2 
 

Задачи для самостоятельного решения 
1. [ ] ;3;1−∈x  10. );5;0(∈x  

2. ( ) ;;32;
2
9

∞∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∈x  11. [ ] ;81;0∈x  

3. ( ] ;1;8−∈x  12. { } [ ] ;4;23 −∪−∈x  
4. ( ] ;0;1)2;( −∪−−∞∈x  13. );;6( ∞+∈x  
5. );;( ∞−∞∈x  

14. ;9;
2

714
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∈x  

6. нет решений. 15. );;0( ∞+∈x  

7. ( ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+∪−∞−∈ ;

2
12;x . 16. [ ] ;3;2)1;( ∪−−∞∈x  

8. ).;3()3;2()1;( ∞+∪∪−−∞∈x  17. [ ) ;3;1−∈x  
9. ( ) ;4;32−∈x  18. ( ) .;

2
32log;0 2

3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+∪∈x  

 

Варианты проверочной работы №3 
Вариант 1 

1. нет решений 
2. ( ];2;3log2 2

2−∈x  
3. [ ] .2;41∈x  

Вариант 4 

1. [ ] ;;
2
12; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+∪−∞−∈x  

2. ( ] ;1;∞−∈x  

3. .1;
2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∈x  

Вариант 2 
1. ( ) ;4;32−∈x  
2. ];2;(−∞∈x  
3. ( ] [ ).4;32;1 ∪∈x  

Вариант 5 
1. ];8;4[]2;6[ ∪−−∈x  
2. ( ) ;2;∞−∈x  

3. .4;
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈x  

Вариант 3 
3. );;1()5;( ∞+∪−−∞∈x  
4. ( ] ;1;∞−∈x  

3. .
2

3100;
2

3101;
2
3 33

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∈x  

Вариант 6 
1. );;3()3;2(]1;[ ∞+∪∪−−∞∈x  

2. ;
7
8; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∈x  

3. ( ).25;16)1;0( −∪∈x  
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4. Тригонометрия 

4.1. Основные формулы тригонометрии 

1cossin 22 =α+α                              (4.1)       α
α

=α
cos
sintg                                  (4.2)        

α
α

=α
sin
cosctg                                     (4.3)       1ctgtg =α⋅α                                 (4.4)       

α
=α+ 2

2

cos
1tg1                               (4.5)       

α
=α+ 2

2

sin
1ctg1                           (4.6)      

β⋅α±β⋅α=β±α sincoscossin)sin(     (4.7) β⋅α±β⋅α=β±α sinsincoscos)cos(   (4.8) 

tgβtgα1
tgβtgαβ)tg(α
⋅

±
=±

m
                       (4.9) 

ctgαctgβ
1ctgβctgαβ)ctg(α

±
+⋅

=±                  (4.10)   

α⋅α=α cossin22sin                         (4.11)     αtg1
2tgαtg2α 2−

=                                (4.12)   

α−=−=α−α=α α 2222 sin211cos2sincos2cos   (4.13)                                                  
α−α=α 3sin4sin33sin                     (4.14)     α−α=α cos3cos43cos 3                 (4.15)    

2
βαcos

2
βαsin2βsinαsin −
⋅

+
=+        (4.16)     

2
βαcos

2
βαsin2βsinαsin +
⋅

−
=−       (4.17)   

2
βαcos

2
βαcos2βcosαcos −
⋅

+
=+      (4.18)      

2
βαsin

2
βαsin2βcosαcos +
⋅

−
−=−    (4.19)   

βcosαcos
)βαsin(tgβtgα

⋅
+

=+                       (4.20)     
βcosαcos
)βαsin(tgβtgα

⋅
−

=−                     (4.21)    

[ ])βαcos()βαcos(
2
1βsinαsin +−−=⋅  (4.22)     [ ])βαcos()βαcos(

2
1βcosαcos ++−=⋅ (4.23) 

[ ])βαsin()βαsin(
2
1βcosαsin ++−=⋅   (4.24)     

2
2cos1cos2 α+

=α                           (4.25)   

2
2cos1sin2 α−

=α                             (4.26)     
4

3coscos3cos3 α+α
=α                   (4.27)   

4
3sinsin3sin3 α−α

=α                      (4.28)      
2
cos1

2
sin α−

±=
α                          (4.29)   

2
cos1

2
cos α+

±=
α                          (4.30)      

α+
α−

±=
α

cos1
cos1

2
tg                           (4.31)   

2
tg1

2
tg2

sin
2 α+

α

=α                               (4.32)      

2
tg1

2
tg1

cos
2

2

α
+

α
−

=α                              (4.33)   

2
tg1

2
tg2

tg
2 α−

α

=α                                 (4.34)      
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 Замечания: В формулах 4.29, 4.30, 4.31 знак «+» или «-» выбира-
ется в зависимости от того, в какой четверти находится угол. 
Формулы приведения 

Значение аргумента Наименова-
ние функции -α α−

π
2

 α+
π
2

 α−π  α+π  α−π
2
3  α+π

2
3

sinα -sinα cosα cosα sinα -sinα -cosα -cosα 
cosα cosα sinα -sinα -cosα -cosα -sinα sinα 
tgα -tgα ctgα -ctgα -tgα tgα ctgα -ctgα 
ctgα  -ctgα tgα -tgα -ctgα ctgα tgα -tgα 
Значения тригонометрических функций основных углов 

Угол 
0˚ 30˚ 45˚ 60˚ 90˚ 

Функция 

0 6π  4π  3π  2π  

sin 0 
2
1  

2
2  

2
3  1 

cos 1 
2
3  

2
2  2

1  0 

tg 0 
3
3  1 3  – 

ctg – 3  1 
3
3  0 

 
 

Обратные тригонометрические функции 
 Определение 1. aarcsin=α , если: 

[ ]oo 90;90)2sin)1 −∈α=α a . 
 Например, ,90)1arcsin(,901arcsin,00arcsin ooo −=−==  

   .30
2
1arcsin,30

2
1arcsin oo −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

 Определение 2. aarcsin=α , если: 
[ ]oo 180;0)2cos)1 ∈α=α a . 

 Например, ,180)1arccos(,01arccos,900arccos ooo =−==  

.120
2
1arccos,60

2
1arccos oo =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

Определение 3. aarctg=α , если: 
)90;90()2tg)1 oo−∈α=α a . 
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 Например, ooo 45)1(arctg,451arctg,00arctg −=−== . 
 Определение 4. aarcctg=α , если: 

);0()2ctg)1 π∈α=α a . 
 Например, ooo 135)1(arctg,451arcctg,900arcctg =−== . 
 

Период тригонометрических функций 
 Периодом функций xy sin=  и xy cos=  является число π= 2T . На-

пример, 
2
130sin)302360sin(750sin ==+⋅= oooo . 

 Периодом функций xy tg=  и xy ctg=  является число π=T . Из-
вестно, что периодом функций )sin( ϕ+ω= xAy  и )cos( ϕ+ω= xAy  вычис-

ляется по формуле 
ω
π

=
2T , а период функций )(tg ϕ+ω= xAy , 

)(ctg ϕ+ω= xAy  по формуле 
ω
π

=T . 

 Если период функции )(xfy =  равен 1T , а период функции )(xgy =  
равен 2T , то период функций )()( xgxfy +=  и )()( xgxfy −=  равен наи-
меньшему числу, при делении которого на 1T  и 2T  получаются целые 
числа. 

4.2. Тождественные преобразования тригонометрических 
выражений. Вычисление значений тригонометрических 

функций 

 При доказательстве тригонометрических тождеств используются 
как формулы сокращенного умножения, так и формулы, связывающие 
между собой основные тригонометрические функции. 
 Задачи, связанные с вычислением значений тригонометрических 
выражений без использования таблиц, обычно решаются с помощью 
тождественных преобразований, приводящих искомое выражение к ви-
ду, содержащему только табличные значения тригонометрических 
функций. 

 Пример 1. Доказать тождество α−=α+α 2sin
4
31cossin 266  . 

 Решение.  Воспользуемся формулой сокращенного умножения 
))(( 2233 yxyxyxyx +−+=+ , полагая в ней α=α= 22 cos,sin yx . Тогда по-

лучим 
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.2sin
4
31)cossin2(

4
31cossin3)cos(sin

cossincossin2)coscossin2(sin

)coscossin(sin1

)coscossin)(sincos(sincossin

2222222

22224224

4224

42242266

α−=αα−=αα−α+α=

=αα−αα−α+αα+α=

=α+αα−α⋅=

=α+αα−αα+α=α+α

 

 Пример 2. Упростить 
o

oo

40cos
65sin25sin4 . 

 Решение. Заметим, что 65˚=90˚–25˚, тогда 

.2
40cos
40cos2

40cos
)4090sin(2

40cos
50sin2

40cos
25cos25sin4

40cos
)2590sin(25sin4

40cos
65sin25sin4

==
−

==

==
−

=
⋅

o

o

o

oo

o

o

o

oo

o

ooo

o

oo

 

 Ответ: 2. 
 Пример 3. Вычислить o840cos . 
 Решение. )60180cos(120cos)1203602cos(840cos oooooo −==+⋅= . 
 Применяем формулу приведения 5,060cos)60180cos( −=−=− ooo . 
 Ответ: -0,5. 
 Пример 4. Вычислить αtg , если 

5
3sin −=α  и π

2
3απ << . 

 Решение. Воспользуемся определением тангенса 
α
α

=α
cos
sintg , для 

вычисления αcos  воспользуемся формулой (4.1) 1cossin 22 =α+α :  

25
16

25
91

5
31sin1cos

2
22 =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=α−=α , 

тогда 
5
4cos =α  или 

5
4cos −=α . Так как ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ∈α

2
3; , то 

5
4cos −=α . Вычис-

ляем 75,0
4
3

5
4
5
3

tg:tg ==
−

−
=αα . 

 Ответ: 0,75. 

 Пример 5. Вычислить значение ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 3arcctg

2
1tg . 

 Решение. Обозначим .3arcctg=α  Тогда 
2

0,3ctg π
<α<=α . Вычис-

лим теперь значения αsin  и αcos . 
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.
10
3

ctg1

ctgcos

,
10
1

31

1

ctg1

1sin

2

22

=
α+

α
=α

=
+

=
α+

=α

 

 Используя формулу  
α+

α
=

α
cos1

sin
2

tg , получим 

.
310

1
10
31

10
1

2
tg

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

α  

 Ответ: .
310

1
+

 

 Пример 6. Вычислить без таблиц 
7

6cos
7

4cos
7

2cos π
+

π
+

π . 

 Решение.  
( )
( )

( ) .
2
1

7sin2
7

sin

7
sin2

7
5sinsin

7
3sin

7
5sin

7
sin

7
3sin

7
6cos

7
4cos

7
2cos

7sin2
7sin2

7
6cos

7
4cos

7
2cos

−=
π

π
−

=

=
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−π+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−
π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−
π

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

+
π

π
π

=
π

+
π

+
π

 

 Ответ: -0,5. 

 Пример 7. Вычислить ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
1arccos3cos . 

 Решение. Введем обозначение α=
4
1arccos . Тогда имеем  

.
16
11

4
3

64
4

cos3cos43cos
4
1arccos3cos 3

−=−=

=α−α=α=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

 Ответ: 
16
11

− . 

 Пример 8. Вычислить ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−

3
cosarccos . 

 Решение. 
2
1)60cos(

3
cos =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
− o . Отсюда 

3
60

2
1arccos π

== o . 

 Ответ: 
3
π . 
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 Пример 9. Найти период функции xxy 6coscos ⋅= . 
 Решение. Воспользуемся формулой (4.23) 

[ ]

.7cos
2
1

5cos
2
1

)6cos()6cos(
2
1

6coscos

xx

xxxxxxy

+=

=++−==
 

 Период функции xy 5cos=  равен 
5

2
1

π
=T . Период функции 

xy 7cos=  равен 
7

2
2

π
=T . Наименьшее число, при делении которого на 

5
2

1
π

=T  и 
7

2
2

π
=T  получаются целые числа, есть число π2 . Следовательно 

период заданной функции π= 2T . 
Ответ: π2 . 

4.3. Тригонометрические уравнения 

 Простейшими тригонометрическими уравнениями называются 
уравнения вида ax =sin  (где 1≤a ), ax =cos  (где 1≤a ), ax =tg  (где 

∞<<∞− a ), ax =ctg  (где ∞<<∞− a ). 
 Решения этих уравнений имеют вид 

 

.,arcctg,ctg
;,arctg,tg
;,2arccos,cos
;,arcsin)1(,sin

znnaxax
znnaxax
znnaxax
znnaxax n

∈π+==
∈π+==
∈π+±==
∈π+−==

 

В некоторых частных случаях полезны следующие упрощенные 
формулы: 

.,,0tg
;,2,1cos
;,2,1cos

;,
2

,0cos

;,2
2

,1sin

;,2
2

,1sin

;,,0sin

znnxx
znnxx
znnxx

znnxx

znnxx

znnxx

znnxx

∈π==
∈π+π=−=
∈π==

∈π+
π

==

∈π+
π

−=−=

∈π+
π

==

∈π==

 

Решение сложных тригонометрических уравнений, как правило 
сводится к решению простейших тригонометрических уравнений.  

Рассмотрим некоторые методы решения уравнений. 
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4.3.1. Уравнения, приводящиеся к алгебраическим  с помощью 
основных формул 

 Пример 1. Решить уравнение 03sin6cos8 2 =−+ xx . 
 Решение. Заменяя x2cos  через x2sin1−  получаем 

( ) 03sin6sin18 2 =−+− xx  или 05sin6sin8 2 =−− xx . 
Это уравнение является алгебраическим относительно xsin . Решая его, 
находим ;

4
5sin;

2
1sin =−= xx  

 а) 
2
1sin −=x , откуда ( ) znnx k ∈π+

π
−= + ,

6
1 1 ; 

 б) 
4
5sin ≠x  – это уравнение корней не имеет, т.к. xsin  не может 

быть больше единицы. 
 Ответ: ( ) znnx k ∈π+

π
−= + ,

6
1 1 . 

4.3.2. Уравнения вида 0)()()( 21 =⋅ xfxfxf nL  

 Решение таких уравнений основано на следующем положении: 
если левая часть уравнения является произведением нескольких сомно-
жителей, а правая часть равна нулю, то корнями такого уравнения слу-
жат те и только те значения переменной, при которых обращается в 
нуль хотя бы один из множителей, но ни один из остальных не теряет 
числового смысла. 
 Пример 1. Решить уравнение 0tgtg3 3 =+ xx . 
 Решение. ( ) 01tg3tgtgtg3 23 =+=+ xxxx . Данное уравнение распадает-
ся на два уравнения 
 а) ,0tg =x  откуда znnx ∈π= , ; 
 б) 1tg3 2 −=x . 
 Уравнение б) корней не имеет, так как левая часть положительна 
при всяком значении x , принадлежащем О.Д.З. 
 Ответ: znnx ∈π= , . 

 4.3.3. Однородные уравнения 

 Пример 1. Решить уравнение 2cos8cossin5sin3 22 =+− xxxx . 
 Решение. Для того чтобы свести данное уравнение к однородному 
воспользуемся основным тригонометрическим тождеством 

1cossin 22 =+ xx , записывая уравнение в виде 
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( )xxxxxx 2222 cossin2cos8cossin5sin3 +=+− . После приведения подобных 
членов получаем  

0cos6cossin5sin 22 =+− xxxx . 
Это однородное тригонометрическое уравнение второй степени. Разде-
лим обе части уравнения на x2cos . Это можно сделать, так как множест-
во значений x , удовлетворяющих уравнению 0cos =x , не является ре-
шением данного уравнения: 

06tg5tg2 =+− xx : 
а) 2tg =x ;    б) 3tg =x . 

.,3arctg;,2arctg 21 znnxznnx ∈π+=∈π+=  
 Ответ: .,3arctg;,2arctg 21 znnxznnx ∈π+=∈π+=  
 Пример 2. Решить уравнение 0cos5cossin3 2 =−⋅ xxx . 
 Решение. Замечаем, что корни уравнения 0cos =x  (так как числа 

znn ∈π+
π ,
2

) удовлетворяют данному уравнению. Поэтому следует ле-

вую его часть разложить на множители (вынести за скобки xcos ) и затем 
решить уравнение 0cos =x  и однородное уравнение первого порядка. 
Мы поступим иначе. Заметим, что 0sin ≠x ) в противном случае из урав-
нения следует, что и 0cos ≠x ), что для одних и тех же значений пере-
менной не выполняется. Разделим обе части уравнения на 0sin 2 ≠x : 

0)ctg53(ctg;0ctg5ctg3 2 =−=− xxxx ; 
а) ;0ctg =x б) 0ctg53 =− x ; 

.,
5
3arcctg;,

2 21 znnxznnx ∈π+=∈π+
π

=  

 Ответ: .,
5
3arcctg;,

2 21 znnxznnx ∈π+=∈π+
π

=  

4.3.4. Уравнения, решаемые понижением степени 

 Рассмотрим несколько примеров. 
 Пример 1. Решить уравнение 

2
33sin2cossin 222 =++ xxx . 

 Решение. Используем формулы (4.25) и (4.26) ;
2

2cos1sin2 xx −
=  

2
2cos1cos2 xx +

= , тогда имеем 
2
3

2
6cos1

2
4cos1

2
2cos1

=
−

+
+

+
− xxx  отсюда по-

лучаем 04cos6cos2cos =−+ xxx , используя формулу (4.18) имеем: 
04cos2cos4cos2 =−⋅ xxx , 

или 
0)12cos2(4cos =−xx , 
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а) 04cos =x ;  б) 012cos2 =−x , 
   

2
12cos =x ; 

.,
6

;),12(
8 21 znnxznnx ∈

π
±π=∈+

π
=  

 Ответ: .,
6

;),12(
8 21 znnxznnx ∈

π
±π=∈+

π
=  

 Пример 2. Решить уравнение 
8
7cossin 44 =+ xx . В ответе указать 

число корней, принадлежащих промежутку монотонности функций 
[ ]π∈ ,,cos oxx . 

 Решение. Прибавим xx 22 cossin2  к обеим частям уравнения  

( )

.,
212

;
2
1

4cos;
4
1

2
4cos1

;
4
1

2sin;
8
1

cossin2

,cossin2
8
7

cossin

,cossin2
8
7

coscossin2sin

222

22222

224224

zn
n

xx
x

xxx

xxxx

xxxxxx

∈
π

+
π

±===
−

==⋅

⋅+=+

⋅+=++

 

 Поставленному  условию [ ]π∈ ,0x  удовлетворяют четыре корня 

.
12
11;

12
7;

12
5;

12
ππππ  

 4.3.5. Уравнения вида 0
)(
)(

2

1 =
xf
xf  

 Корни этого уравнения те и только те значения x , при которых 
выполняются следующие условия: 0)(;0)( 21 ≠= xfxf . 

 Пример 1. Решить уравнение 0
sin2
cos21

=
+
+

x
x . 

 Решение. О.Д.З. переменной служит все множество действитель-
ных чисел, так как x2sin2 +  не обращается в нуль ни при каком значении 
x , а числитель xcos21+  – функция, которая определена на всем множе-
стве действительных чисел. Найдем корни числителя, которые и явля-
ются корнями данного уравнения. 
 Имеем 0cos21 =+ x , откуда 

2
1cos −=x  и znnx ∈π+π±= ,2

3
2 . 

 Ответ: znnx ∈π+π±= ,2
3
2 . 
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 Пример 2. Решить уравнение 0
3sin

tg
=

x
x . 

 Решение. О.Д.З. переменной x  определяется условиями: 
znnx ∈+

π
≠ ),21(

2
  и znnx ∈

π
≠ ,

3
. 

 Найдем значения x , при которых числитель равен 0. Имеем: 
znnxtgx ∈π== ,,0  или znnx ∈⋅

π
= ,3

3
. 

 Сравнивая полученные корни числителя с выражением znn
∈

π ,
3

 

заключаем, что они не принадлежат О.Д.З., следовательно, данное урав-
нение корней не имеет. 
 Ответ: нет решений. 

4.3.6. Уравнения вида cxbxa =+ cossin  

 Уравнения вида  cxbxa =+ cossin  можно решить при помощи вве-
дения вспомогательного угла. Разделим левую и правую часть на 

22 ba + . 

.cossin
222222 ba

cx
ba

bx
ba

a

+
=

+
+

+
 

 Обозначим: 
2222

sin;cos
ba

b

ba

a

+
=ϕ

+
=ϕ  или 

22
)sin(

ba

cx
+

=ϕ+ . 

 Уравнение имеет решение, если 1,1 22

2

22
≤

+
≤

+ ba
c

ba

c  т.е. 

222 bac +≤ . 
 Введение вспомогательного угла основывается на лемме: если 
сумма квадратов двух действительных чисел равна единицы, то одно из 
этих чисел можно рассматривать как косинус, а другое как синус неко-
торого угла. 
 Пример 1. Решить уравнение 5cos4sin3 =+ xx . 

M(a, b) 

φ 
 0         a                

y 
 

b
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 Решение. Так как 543 22 =+ , то данное уравнение эквивалентно 
уравнению 1)sin( =ϕ+x , где ϕ  определяется из системы уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=ϕ

=ϕ

5
3cos

5
4sin

, 

так как ϕsin  и ϕcos  больше нуля, то в качестве ϕ  можно взять 

5
4arcsin=ϕ  и решение данное уравнения имеет вид 

znnx ∈π+
π

+−= ,2
25

4arcsin . 

 Ответ: znnx ∈π+
π

+−= ,2
25

4arcsin . 

  4.3.7. Уравнения вида 0)ctg,tg,cos,(sin =lxmxnxkxR  

 Уравнения вида 0)ctg,tg,cos,(sin =lxmxnxkxR , где R  – рациональная 
функция указанных аргументов ( lmnk ,,,  – натуральные числа), с помо-
щью формул для тригонометрических функций суммы углов (в частно-
сти, формул двойного и тройного углов) можно свести к рациональному 
уравнению относительно неизвестного 

2
tg xt =  с помощью формул уни-

версальной тригонометрической подстановки: 

.

2
tg2

2
tg1

ctg;

2
tg1

2
tg2

tg

;

2
tg1

2
tg1

cos;

2
tg1

2
tg2

sin

2

2

2

2

2

x

x

xx

x

x

x

x

xx

x

x

−
=

−
=

+

−
=

+
=

 

 При этом следует помнить, что такое преобразование может по-
влечь потерю корней kx π+π= 2 , для которых замена не имеет смысла (в 
этом случае 

2
tg x  не существует). Поэтому при решении уравнения  ука-

занным методом наличие или отсутствие корней вида znkx ∈π+π= ,2  
должно устанавливаться непосредственной проверкой. 
 Пример 1. Решить уравнение 2cos2sin3 =− xx . 
 Решение. Заменяя xsin  и xcos  через 

2
tg x , получаем уравнение 
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2

2
tg1

2
tg1

2

2
tg1

2
tg-2

3
2

2

2
=

+

−
−

+
⋅ x

x

x

x

, 

которое после упрощения примет вид 
3
2

2
tg =

x . 

 Следовательно .,2
3
2arctg2 znnx ∈π+=  

 Остается проверить, будут ли числа znx ∈π+π= ,2  удовлетворять 
исходному уравнению. Подставляя эти значения в левую часть уравне-
ния, убеждаемся, что они также ему удовлетворяют: 

.2cos2)2cos(2)2sin(3 =π−=π+π−π+π nn  

 Ответ: znnxznnx ∈π+π=∈π+= ,2;,2
3
2arctg2 21 . 

 Пример 2. Решить уравнение 02
cos

1tg2)sin(cos =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

x
xxx . 

 Решение. Обозначая 
2

tg xt = , с помощью формул универсальной 

тригонометрической подстановки запишем уравнение в виде 

0
)1)(1(

32863
22

234
=

−+
−−++

tt
tttt  

корнями его будут 
3

1,
3

1
21 −== tt . 

 Таким образом, решение уравнения сводится к решению двух 
простейших уравнений: 

  

znnx

nx

x

∈+=

+=

=

,π2
3
π

π
6
π

2

3
1

2
tga)

1

   

.,π2
3
π

π
6
π

2

3
1

2
tgб)

2 znnx

nx

x

∈+−=

+−=

−=

 

 Делая проверку, убеждаемся, что числа znn ∈π+π ,2  не является 
корнями данного уравнения. 
 Ответ: znnx ∈π+

π
±= ,2

3
. 

4.3.8. Уравнения вида 0)cossin,cos(sin =⋅+ xxxxR  

 Уравнения вида 0)cossin,cos(sin =⋅+ xxxxR , где R  – рациональная 
функция указанных в скобках аргументов, может быть сведено к урав-
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нению относительно неизвестного xxt cossin += ,если воспользоваться 
тригонометрическим тождеством 

xxxxxxx cossin21cossin2cossincos)(sin 222 +=⋅++=+ , 

из которого следует равенство 
2

1cossin
2 −

=⋅
txx . 

 Учитывая это равенство, уравнение можно привести к виду  

0
2

1,
2

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ − ttR . 

 Точно так же, уравнения вида 0)cossin,cos(sin =⋅− xxxxR  заменой 
tx =− cossin  сводятся к уравнениям 

0
2

1,
2

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ − ttR . 

 Пример 1. Решить уравнение 
xxxxx cossin3)cossin1)(cos(sin1 ⋅=⋅−++ . 

 Решение. Обозначив txx =+ cossin  и воспользовавшись равенством 

2
1cossin

2 −
=⋅

txx  сведем уравнение к новому уравнению относительно t :  

( )1
2
3

2
11 2

2
−=

−
⋅−+ tttt . 

 Если это уравнение переписать в форме ( ) 052)1( 2 =−++ ttt , то на-
ходим три корня: 61;61;1 321 −−=+−=−= ttt . Первый корень приводит 

к уравнению 1cossin −=+ xx  или 
2

1
4

sin −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+x , откуда  

znnx n ∈π+
π

−+
π

−= + ,
4

)1(
4

1 . 

 Уравнения 61cossin +−=+ xx  и 61cossin −−=+ xx  соответствую-
щие двум другим корням 2t  и 3t  решений не имеют, так как не сущест-
вуют  

.
2

322arcsin,
2

322arcsin −+  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−<

−
>

+ 1
2

322,1
2

322 . 

 Ответ: znnx n ∈π+
π

−+
π

−= + ,
4

)1(
4

1 . 
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 4.3.9. Уравнения, решаемые с помощью формул сложения, пре-
образований суммы в произведение и произведения тригонометриче-
ских функций в сумму 

 Рассмотрим несколько примеров. 
 Пример 1. Решить уравнение xxx 5sin2cos3sin =⋅ . В ответе указать 

( )oo 90,0∈x . 
 Решение. Представим xxxxxxx 2sin3cos2cos3sin)23sin(5sin ⋅+=+= , 
тогда  

.02sin3cos
,2sin3cos2cos3sin2cos3sin

=⋅
⋅+=

xx
xxxxxx  

 
;,

3
π

6
π

;03cos)

1 znnx

xа

∈+=

=
   

.,
2
π

;02sin)

2 zkkx

xб

∈=

=
 

 Теперь из этих решений предстоит выбрать те, которые лежат в 
заданном  интервале. 
 Найдем значения 1x  и 2x  при 1,0 ±=n  и 1,0 ±=k  

oo

oo

oo

90,190,1

90,130,1

0,030,0

21

21

21

====

−=−=−=−=

====

xkxn

xkxn

xkxn

 

 На интервале ( )oo 90,0  имеется лишь корень исходного уравнения 
o30=x . 

 Ответ: o30=x . 
Пример 2. Решить уравнение 

04sin3sin2sinsin =−+− xxxx . 
 Решение. Воспользуемся формулами преобразования суммы три-
гонометрических функций в произведение: 

0
2

sin
2

5cos2cos2

0)3sin2(sincos2
0cos3sin2cos2sin2

,0)4sin2(sin)3sin(sin

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⋅

=−
=⋅−⋅

=+−+

xxx

xxx
xxxx

xxxx

 

 
znnx

xа

∈=

=

,π2

0
2

sin)

1

    
znnx

xб

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=

,)12(
5
π

0
2

5cos)

2

 

 
znnx

xв

∈+=

=

),12(
2
π

0cos)

3
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 Ответ: znnxnxnx ∈+
π

=+
π

=π= ),12(
2

),12(
5

,2 321 . 

 Пример 3. Решить уравнение xxxx 7cos5cos3coscos ⋅=⋅ . 
 Решение. Воспользуемся формулами преобразования произведе-
ния тригонометрических функций в сумму: 

,
2

2cos12cos
2

2cos4cos xxxx +
=

+  

откуда 012cos4cos =− xx . 
 Преобразуем разность косинусов в произведение: 

04sin8sin2 =⋅ xx  

 
;,

8

;08sin)

1 znnx

xа

∈=

=
π    

.,
4

;04sin)

2 znnx

xб

∈=

=
π  

 Все корни второго уравнения входят в число корней первого 
уравнения. 
 Ответ: .,

8
znnx ∈

π
=  

 Замечание. В некоторых случаях решение уравнения обычными 
методами затруднительно, например, решение уравнения 12cos

2
sin =xx  

предполагает решение двух систем 

а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

12cos

1
2

sin

x

x
   б)

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

12cos

1
2

sin

x

x
. 

 Не существует единого метода, следуя которому можно было ре-
шить любое тригонометрическое уравнение. Только в результате дли-
тельной практики можно научиться видеть те или иные полезные прие-
мы и комбинации, которые целесообразно применять при решении от-
дельных тригонометрических уравнений. 

4.4. Системы тригонометрических уравнений 
 Системы уравнений, в которых неизвестные являются аргумента-
ми тригонометрических функций, называются системами тригономет-
рических уравнений. При решении систем тригонометрических уравне-
ний используются как методы решения систем алгебраических уравне-
ний, так и методы решения тригонометрических уравнений. 
 Пример: Решить систему уравнений  
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅

−=⋅

2
1sincos

2
1cossin

yx

yx
 . 

 Решение. Складывая уравнения системы, приходим к уравнению 
0)sin(0sincoscossin =+⇔=⋅+⋅ yxyxyx . 

 Вычитая из первого уравнения второе, приходим к уравнению 
1)sin(1sincoscossin −=−⇔−=⋅−⋅ yxyxyx . 

 Таким образом, исходная система равносильна системе 

.,
,π2

2
π
,π

1)sin(
,0)sin(

zkn
kyx

nyx

yx
yx

∈
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=−

=+
⇔

⎩
⎨
⎧

−=−
=+  

 Ответ: knyknx π−
π

+
π

=π+
π

+
π

−=
42

;
24

. 

4.5. Уравнения, содержащие обратные 
 тригонометрические функции 

 Уравнения вида ,0))(( =xyP  где P  – некоторая рациональная функ-
ция, а )(xy  – одна из аркфункций, сводятся к простейшим уравнениям  

iyxy =)( , 
где iy  – корни уравнения 0)( =tP . 
 Если в уравнения входят выражения, содержащие разные арк-
функции или эти аркфункции зависят от разных аргументов, то сведе-
ние уравнения к его алгебраическому следствию осуществляется обыч-
но вычислением некоторой тригонометрической функции от обеих час-
тей уравнения. Получившиеся при этом простейшие корни отделяются 
проверкой. Если в качестве прямой функции выбираются тангенс или 
котангенс, то решения, не входящие в область определения этих функ-
ций, могут быть потеряны. Поэтому перед вычислением значений тан-
генса и котангенса от обеих частей уравнений следует убедиться в том, 
что среди точек, не входящих в область определения этих функций, нет 
корней исходного уравнения. 
 Пример 1. Решить уравнение  

.05
3

arctg4
3

arctg2 =−−
xx  

 Решение. Вводя новое неизвестное 
3

arctg xy = , получаем уравнение 

0542 =−− yy , решение которого следующее: 1;5 21 −== yy . Следователь-
но, исходное уравнение распадается на два простейших: 
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.1
3

arctg,5
3

arctg −==
xx  

Так как ,
2

5 π
> а 

2
1 π
<− , то единственным решением будет )1(tg

3
−=

x  

или 1tg3−=x . 
 Ответ: 1tg3−=x . 

 Пример 2. Решить уравнение 
2

36arcsin6arcsin π
−=+ xx . 

 Решение. Перенесем x6arcsin  в правую часть уравнения и вычис-
лим от обеих частей получившегося уравнения значения синуса: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−−=
2

36arcsinsin)6sin(arcsin xx . 

 Преобразуя правую часть этого уравнения по формулам приведе-
ния, получаем алгебраическое следствие исходного уравнения: 

210816 xx −−= . 
 Возведем обе части уравнения в квадрат. После приведения по-
добных членов получаем уравнение 1144 2 =x , корнями которого являют-
ся числа 

12
1  и 

12
1

− . 

 Сделаем проверку. Подставляя в исходное уравнение значение 

12
1

−=x , имеем 
2362

3arcsin
2
1arcsin π

−=
π

−
π

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− .  

 Таким образом, 
12
1

−=x  – является корнем исходного уравнения. 

Подставляя в уравнение 
12
1

=x , замечаем, что левая часть получившего-

ся соотношения положительна, а правая отрицательна, т.е. 
12
1

=x  – по-

сторонний корень уравнения. 
 Ответ: 

12
1

−=x . 

 Пример 3. Решить уравнение xx arccos)12(arctg2 =+ . 
 Решение. Вычисляя  от обеих частей уравнения значения косину-
са, получаем [ ] xx =+ )12(arctg2cos . 
 Используя формулу (4.33) левую часть этого уравнения можно 
преобразовать к виду 

[ ] .
221
22

)12(1
)12(1)12(arctg2cos 2

2

2

2

xx
xx

x
xx

++
+

=
++
+−

=+  



95 
 

 Таким образом, алгебраическим следствием исходного уравнения 
будет уравнение 

02
221
22 3

2

2
=−⇔=

++
+ xxx

xx
xx  

корни которого равны 
2
2,

2
2,0 − . 

 Произведем проверку. При 0=x  обе части уравнения равны 
2
π . 

При 
2
2

=x  правая и левая части уравнения равны соответственно 
4
π  и 

( )12arctg2 + . Но 112 >+  и, следовательно, ( )
4

12arctg π
>+ ; значит, 

2
2

=x  

не является корнем уравнения. При 
2
2

−=x  левая часть уравнения от-

рицательна, а правая положительна. Следовательно, 
2
2

−=x  – посто-

ронний корень уравнения. 
 Ответ: 0=x . 
 Некоторые уравнения, содержащие неизвестное под знаком арк-
функции, представляют собой тождества на общей области определения 
левой и правой частей уравнения. Процесс решения такого уравнения 
заключается в отыскании этой области. 
 Пример 4. Решить уравнение 21arccosarcsin xx −= . 
 Решение. Согласно определению функции xy arcsin=  имеем 

.1,
22

,sin ≤
π

≤≤
π

−= xyyx  

 Подставляя выраженное таким образом x  в правую часть уравне-
ния получаем )arccos(cossin1arccos 2 yy =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − .  

 По определению функции xy arccos=  заключаем, что 
yy =)arccos(cos  для π≤≤ y0 . Таким образом, левая часть исходного 

уравнения равна правой части для всех ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈
2

;0y . Возвращаясь к исход-

ному неизвестному получаем, что [ ]1;0∈x . 
 Ответ: [ ]1;0∈x . 
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4.6. Тригонометрические неравенства 

Решение простейших тригонометрических неравенств 
Вид неравенства Множество решений неравенства )( zn∈  

( )1sin <> aax  )2arcsin;2(arcsin nanax π+−ππ+∈  
( )1sin << aax  )2arcsin;2arcsin( nanax π+π+−π−∈  
( )1cos <> aax  )2arccos;2arccos( nanax π+π+−∈  
( )1cos << aax  )2arccos2;2(arccos nanax π+−ππ+∈  

ax >tg  
)

2
;arctg( nnax πππ ++∈  

ax <tg  
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+π+

π
−∈ nanx arctg;

2
 

ax >ctg  )arcctg;( nanx π+π∈  
ax <ctg  );arcctg( nnax π+ππ+∈  

 Неравенства вида ,0)(,0)( <> yRyR  где R  – некоторая рациональ-
ная функция, а y  – одна из тригонометрических функций (синус, коси-
нус, тангенс или котангенс) решаются в два этапа – сначала решается 
рациональное неравенство относительно y , а потом – простейшее три-
гонометрическое неравенство. 
 Пример 1. Решить неравенство 01ctgctgctg 23 <−−+ xxx . 
 Решение. Обозначая yx =ctg , получаем неравенство 

0123 <−−+ yyy , множество решений которого: 1−<y  и 11 <<− y . 
 Возвращаясь к исходному неизвестному, получаем, что данное 
неравенство эквивалентно двум неравенствам 

а) 1ctg −<x    б) 1ctg1 <<− x  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ππ+
π

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ππ+π∈ nnxnnx

4
3;

4
;

4
3 . 

 Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ππ+π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ππ+
π

∈ nnnnx ;
4
3

4
3;

4
U . 

 Пример 2. Решить неравенство 03cos2coscos >++ xxx . 
 Решение. Это неравенство решается разложением на множителя. 
Преобразуя сумму крайних слагаемых в произведение, получаем нера-
венство 0cos2cos22cos >⋅+ xxx . 
 Вынося x2cos  за скобки, имеем 0)1cos2(2cos >+xx . Это неравенст-
во эквивалентно двум системам простейших неравенств: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<

<

2
1cos

02cos

2
1cos

02cos

x

x

x

x
. 
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 Объединяя решения этих систем, получаем решение исходного 
неравенства. 
 Ответ: 

.,π2
4
π;π2

4
ππ2π

3
4;π2π

4
5π2π

4
3;π2

3
π2 znnnnnnnx ∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∈ UU  

4.7. Неравенства, содержащие обратные тригонометрические 
функции 

Решение простейших неравенств 
Вид неравенства Решение неравенства 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

<>
2

arcsin aax  ( ]1;sin ax∈  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

≤<
2

arcsin aax  [ )ax sin;1−∈  

)0(arccos π<<> aax [ )ax cos;1−∈  
)0(arccos π≤<< aax ( ]1;cos ax∈  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

<>
2

arctg aax  );tg( ∞∈ ax  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

<<
2

arctg aax  )tg;( ax −∞∈  

)0(arcctg π<<> aax )ctg;( ax −∞∈  
)0(arcctg π<<< aax  );ctg( ∞∈ ax  

 Неравенства вида ,0)(,0)( <> yRyR  где R  – некоторая рациональ-
ная функция, а y  – одна из  обратных тригонометрических функций 
решаются в два этапа – сначала решается рациональное неравенство от-
носительно y , а потом – простейшее неравенство, содержащее обрат-
ную тригонометрическую функцию. 
 Для того, чтобы решить неравенство, связывающие значения раз-
личных обратных тригонометрических функций или значения одной 
тригонометрической функции, вычисленные от разных аргументов, 
удобно вычислить значение некоторой тригонометрической функции от 
обеих частей неравенства. Следует помнить, что получающееся при 
этом неравенство будет эквивалентно исходному лишь в том случае, ко-
гда множество значений правой и левой частей исходного неравенства 
принадлежат одному и тому же промежутку монотонности этой триго-
нометрической функции. 
 Пример 1. Решить неравенство 03arctg4arctg2 >+− xx . 
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 Решение. Обозначая yx =arctg , исходное неравенство перепишем 
в виде неравенства 0342 >+− yy , решение которого: 1<y  и 3>y .  
 Возвращаясь к исходному неизвестному, получаем, что исходное 
неравенство сводится к двум простейшим неравенствам:  

а) 1arctg <x   и б) 3arctg >x . 
 Решения уравнения а) )1tg;(−∞∈x , уравнение б) решений не имеет, 

так как 
2

3 π
> . 

 Ответ: )1tg;(−∞∈x . 
Пример 2. Решить неравенство xx arccosarcsin > . 
Решение. Множество допустимых значений x , входящих в нера-

венство: [ ]1;1−∈x . При 0arccos,0arcsin0 ><< xxx . 
Следовательно, значения 0<x  не являются решениями неравенст-

ва. При 0≥x  как правая, так и левая части неравенства имеют значения, 

принадлежащие промежутку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

2
;0 . Так как на промежутке ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π

2
;0  функ-

ция синус монотонно возрастающая, то при [ ]1;0∈x  исходное неравен-
ство эквивалентно неравенству 

21)sin(arccos)sin(arcsin xxxx −>⇔> . 
 Последнее неравенство при рассматриваемых значениях неиз-
вестного эквивалентно неравенству 12 2 >x . Таким образом, решениями 
исходного неравенства будут решения последнего неравенства, которые 
попадут в промежуток [ ]1;0 . 

 Ответ: ⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛
∈ 1;

2
2x . 

4.8. Вопросы для самоподготовки по теме «Тригонометрия» 

1. Основные формулы тригонометрии. 
2. Функции половинного угла. 
3. Формулы приведения. 
4. Обратные тригонометрические функции. 
5. Формулы для нахождения периода функции. 
6. Решение простейших тригонометрических уравнений. 
7. Определение решения системы тригонометрических уравнений. 

Методы решения. 
8. Уравнения, содержащие обратные тригонометрические функ-

ции. Как избежать потерю корней при их решении? 
9. Решение простейших тригонометрических неравенств. 
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10. Методика решения тригонометрических неравенств, содержа-
щих обратные тригонометрические функции. 

4.9. Тесты по теме «Тригонометрия» 

№ Задание Варианты ответов 
1. Вычислить без таблиц o15sin  1) 0,96; 2) 

4
26 − ;  

3) 
4
6 ; 4) 

2
16 − . 

2. Вычислить без таблиц 
9

cos
9

2cos
9

4cos8 π
⋅

π
⋅

π  1) 1; 2) 
2
2 ; 3) 

2
1 ; 4) 

8. 
3. Вычислить ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
1arccos2sin  1) 15 ; 2) 

2
2 ; 3) 

8
15 ; 

4) 
2
1 . 

4. Вычислить 
2

sin78 α , если 
9

24sin −=α  
oo 360270 <α<  

1) 20; 2) 4; 3) 8; 4)26. 

5. Вычислить )2arcsin(sin  1) 1−π ; 2) 2−π ; 3) 2;  
4) π . 

6. Вычислить 
oo

oo

210tg240ctg
300tg2150ctg

+
+   1) –4,5; 2) 2; 3) 4; 4) –

2. 
7. Вычислить без таблиц 

oooo

oooo

69sin51cos39cos21sin
66sin6sin6cos24sin

⋅−⋅
⋅−⋅  

1) 1; 2) 
2
1 ; 3) –1; 4) –

0,5. 
8. Найти период функции 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−−=
6

xtg2x2siny  
1) π ; 2) 1; 3) 

2
3 ; 4) 

3
3 . 

9. Упростите выражение 

22

6422

)ctg1(
)ctgctg3ctg31(sin

α+
α+α+α+α  

1) 1; 2) α3cos ; 3) αtg2 ; 
4) 6. 

10. Найдите значение выражения 

3
cos

6
7sin4

6
1cos

3
sin4 π

⋅
π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−π  

1) 4; 2) 2; 3) –3; 4) 
22 . 
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4.10. Задачи для самостоятельной работы 

Вычислить без помощи таблиц: 

1. oooo

oooo

69sin51cos39cos69cos
66sin6sin6cos66cos

⋅−⋅
⋅−⋅   

Ответ: -1. 

2. 
ooo 10sin50sin70sin 222 ⋅⋅  Ответ: 

64
1 . 

3. oooo 80tg60tg40tg20tg ⋅⋅⋅  Ответ: 3. 

4. Вычислить αsin , если 4,1
2

cos
2

sin =
α

+
α  Ответ: 0,96. 

5. Вычислить α−α+ − 2cos32sin51 1 , если 
2tg −=α  

Ответ: 2. 

6. 

Найти 
2

tg α , если известно, что 

5
1cossin =α+α . 

В ответе указать большее значение 
2

tg α  Ответ: 2. 
  
Вычислить:  

 

7. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1arcsincos  Ответ: 

2
3 . 

 

8. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

17
8arcsin

5
3arcsinsin  Ответ: 

85
77 . 

 

9. ( )32arctgcos
3
1arctg2sin +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  Ответ: 

13
13

5
3
+ . 

 

10. α+α
α−α

2cos52sin4
2cos32sin2 , если 3tg =α  Ответ: 

4
9

− . 

  
Найти период каждой из функций: 

11. )25,0sin(6 xy π=  Ответ: 8. 
 

12. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= o18

2
3cos xy  Ответ: π

3
4 . 

 

13. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+−=
25

2cos2
2

sin7 xxy   
Ответ: π20 . 

Решить уравнения: 
14. 01sinsin2 2 =−+ xx  Ответ: 
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nn n π+
π

−π+
π

−
6

)1(;2
2

. 

15. 0tg3tg2tg 23 =++ xxx  Ответ: nπ . 
16. xxx 44 cos1214cossin4 +=+  Ответ: nπ+π±

3
. 

17.  xxx cos3coscos6 2 =+  Ответ: π+
π

±π+
π kk 2

3
;

2
. 

18.  4cos32sin8 2 =− xx  Ответ: 
π+π+ kk

2
7arctg;

2
1arctg . 

 

19. 3
2

sin3sin
2
1

2
cos4 2 =++

xxx  Ответ: )12(;2
2

+ππ+
π kk . 

 

20. 2
1cossin 44 =− xx  Ответ: π+

π
± k

3
. 

21. 0coscossin2cossinsin2 3223 =−+− xxxxxx  Ответ: nπ+
2
1arctg . 

22. 5,02sincossin 44 −=+ xxx  Ответ: )14(
4

+
π k . 

23. )8cos6(sin36cos8sin xxxx +=−  Ответ: 
712

;
4

nn π
+

π
−π+

π
− . 

24. 25sin4sin3sin2sin 2222 =+++ xxxx  Ответ: 

24
;

714
;

2
nnn π

+
ππ

+
π

π+
π . 

25. 5tg22cos2 2 =+ xx  Ответ: nπ+π±
3

. 
 

26. 0
cos1

sin
=

− x
x   

Ответ: nπ+π 2 . 
 

27. 2
2

ctgsin =+
xx  Ответ: nπ+

π 2
2

. 
 

28. 72tg5
4

ctg +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π xx  

Ответ: 

2
1arctg,

2
3arctg −ππ+ nn . 

29. xxx tg)12(cos4sin3 −=  Ответ: 

nnn π+
π

±π+±π
3

;2arctg; .
 

30. 0cossin22cossin =−+ xxxx  Ответ: 

nn n π+
π

−
π

−π+
π +

46
)1(;2

4
1 . 

 

31. )2sin2(223cos3sin)cos(sin5 xxxxx +=−++ Ответ: nπ+
π 2
4

. 
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32. 16cos8cos2cos =+− xxx  Ответ: 
3
π);12(

8
π nn + . 

33. xxxx 5sin3sin7sinsin ⋅=⋅  Ответ: 
4
nπ . 

 Решить уравнения и найти (в градусах) корни, расположенные на 
заданных промежутках: 

 

34. 5,3sin5cos3 22 =+ xx  на )0;90( oo  Ответ: o30− . 
 

35. 2cossin =+ xx  на )180;0( oo  Ответ: o45 . 
 

36. 2

2
sin

cos1
=

−
x

x  на )360;0( oo  Ответ: o180 . 

 

37. 5,03cos =x  на )60;30( oo  Ответ: o40 . 
 

38. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π= xx 2

2
3sin26cos  на )180;120( oo  Ответ: o150 . 

 

39. xxxx 7cos4cos6cos3cos =⋅  на )90;60( oo  Ответ: o72 . 
 

40. )6cos(7cos5cos xxx +π=+  на )180;150( oo  Ответ: o165 . 
 

41. 03ctg2tg =− xx  на )50;0( oo  Ответ: o18 . 
 

42. 1
4

3tg
4

tg2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π xx  на ( ]oo 180;0  Ответ: o180 . 

 

43. xxx 2cos2sin10sin2 =+  на )40;0( oo  Ответ: oo 875,16;75,3 . 
 

44. xxxx 2coscos1)cos1(sin ++=+  на )180;0( oo  Ответ: o90 . 
Решить уравнения и указать количество различных корней, находящих-
ся на заданных промежутках: 

 
45. ( )12sin2

)290cos(1
2cos 2

2

−=
−+

− x
x

x
o

 на [ ]oo 180;0  
Ответ: 3. 

 
46. ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−

2
2sin

3
cos xx  на )0;90( oo−  

Ответ: 1. 

 

47. )2180sin()180(sin)270(sin3 22 xxx −++=+⋅ ooo  
на [ ]oo 180;180−  

 
Ответ: 4. 

 

48. xxxxx 2sin24)cos(sin)cos(sin 244 −=−++  на 
[ ]oo 180;0  

 
Ответ: 4. 

Решить системы уравнений: 
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49. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅

=⋅

4
3coscos

,
4
3sinsin

yx

yx
 

Ответ: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+=

++=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+=

++=

2
π)2(

3
π

,
2
π)2(

6
π

2
π)2(

6
π

,
2

)2(
3
π

2

2

1

1

nky

knx

nky

knx π

 

50. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

3tgtg

,
4
3sinsin

yx

yx  
Ответ:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−+=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

++=

3
πππ

,
3
πππ

3
ππ

2
π

,
3
πππ

2

2

1

1

nky

nkx

nky

nkx
 

51. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅+

=⋅+

+−

2
118154

,3934

2
1cossin

cossin

yx

yx

 Ответ: 
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

±+=

−+=

)136(
3
π

,)1(6
6
π

ny

kx k

 

Решить уравнения: 
 

52.  
x

x
arcsin

9
3

arcsin2
2π

+
π

=  Ответ: 
2
3;

2
1

21 =−= xx . 
 

53. 0arctg4arctg3 22 =π+π− xx  Ответ: 3=x . 
 

54. )1(arctg2
2

arccos −= xx  
 

Ответ: 2=x . 
 

55.  
3

4arcsinarccos xx =π−  Ответ: 
5
3−=x . 

Решить уравнения. В ответе указать больший корень: 
 

56. 
 

xx arcsin32arcsin =  Ответ: 
2
1=x . 

 
57. xxx arctg

2
arctg

3
arctg =+  

 

Ответ: 1=x . 
 

58. ( )212arcsinarccos2 xxx −=  
 

Ответ: 1=x . 
 

59.  21arcsinarccos xx −−π=  
 

Ответ: 0=x . 
 

60. x
xx

21arctgarccos −
=  

 
Ответ: 1=x . 

 

61. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

= 21
2arcsinarctg2

x
xx  

 

Ответ: 1=x . 

Решить неравенства. 
 

62. 2
1sin −>x  Ответ: ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ππ+π−∈ nnx 2

6
7;2

6
. 



104 
 

 

63. 
 

2tg >x  Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ππ+∈ nnx

2
;2arctg . 

 
64. 

2
3)1sin( −≤−x

 
Ответ: ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+−∈ nnx ππππ 2

3
1;2

3
21 . 

 

 
 

65. 

 
 

0)sin(cos ≥x  

 
Ответ: ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−∈ nnx ππππ 2

2
;2

2
. 

66. xxx tg2sin2cos2 >+  Ответ: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ππ+π−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+−π+π−∈ nnnnx

4
;

4
2arctg;

2
U

.
 

 
 
 

67. 
 

 
0cos3sin <+ xx  

 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∈ kx ππππ 2

3
5;2

3
2 . 

 

68. 1sin2cos43 2 +>− xx  Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∈ kkx ππππ 2

6
11;2

6
7 . 

 
69. 8

3sin3cos3sincos 33 <⋅+⋅ xxxx Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++∈

24
)1(

2
;

24
5

2
ππππ nnx . 

   
70. 5arcsin ≤x  Ответ: [ ]1;1−∈x . 
71. 2arcsin −≥x  Ответ: [ ]1;1−∈x . 

 
72. 4

1arccosarccos ≤x  Ответ: ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈ 1;
4
1x . 

4.11. Варианты проверочной работы №4 

Вариант 1 
1. Доказать тождество 

1

4
cos

4
ctg2

sin21
2

2

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α+
π

α− . 

2. Вычислить 

ooo

oo

75cos75sinsin390
315tg5225ctg2
⋅⋅

+ .  

3. Решить уравнение 
0sin3sincos73 32 =−− xxx . 

 

Вариант 4 
1. Доказать тождество 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

−
π

=α−
24

sin2sin1 2 . 

2. Вычислить 

α− ctg1027 , если 
5

2cos −=α  

oo 18090 <α<   
3. Решить уравнение 

4cos5cossin2 2 =+ xxx  
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Вариант 2 
1. Доказать тождество 

α=α+α− 4sin84cos2cos43 . 
2. Найти период функции 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−=
6

3tg5
22

sin xxy .  

Решить уравнение 
0)23(arctg2)23(arctg2 =+++ xx

 

Вариант 5 
1. Доказать тождество 

2
sin2sin1sin1 α

=α−−α+ , 

если ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈α
2

;0 . 

2. Найти период функции 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−−=
6

tg22sin xxy   

3. Решить уравнение и указать 
количество различных корней, на-
ходящихся на заданном промежутке 

xx tg3)2180cos(22 =−+ o  на 
[ ]oo 180;0 . 

Вариант 3 
1. Доказать тождество 
( ) α+=α+α 2cos31cossin4 266 . 

2. Решить неравенство 
xx 2cossin ≥ . 

3. Решить систему уравнений 

⎩
⎨
⎧

=+
=

2coscos3
,sin5sin

yx
xy  

Вариант 6 
1. Доказать тождество 

170sin50sin30sin10sin16 =oooo

. 
2. Решить неравенство 

03sin7sin2 2 >+− xx . 
3. Решить систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

2
sin
sin

,
π3
2

y
x

yx
 

4.12. Ответы по теме «Тригонометрия» 
Тесты 
№ 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 3.10 
Ответ 2 1 3 4 2 3 1 2 1 2 

 
Варианты проверочной работы №4 

Вариант 1 
2. –24. 

3. nk n π+
π

−π+
π

6
)1(;2

2
 

Вариант4 
2. 47. 

3. nn π+
−

−π+
+

4
15arctg;

4
51arctg  

Вариант 2 
2. π4 . 

Вариант 5 
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3. 2
3

−=x
 

2. π . 
3. 5 

Вариант 3 

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

π
π+

π
∈ kkx 2

6
5;2

6
 и 

kπ+
π 2
2

. 

3. 
⎩
⎨
⎧

+=
=

ππ
π

ky
nx

2
,2  

Вариант 6 

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

π
π+π−∈ nnx 2

6
;2

6
7 . 

3. 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=

ky

kx

ππ

ππ

6

,
2  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В заключении пособия отметим следующее. В пособии подробно 
изложены практически все часто используемые методы решения задач 
части курса школьной математики (преобразование алгебраических вы-
ражений, уравнения, неравенства, тригонометрия). 

В ряде случаев при разборе конкретных примеров приводится, 
возможно, не самое короткое и изящное решение задачи. Это объясня-
ется прежде всего тем, что при разборе примера авторы в первую оче-
редь стремились дать наглядное применение предложенного метода, а 
вовсе не продемонстрировать примеры нестандартных подходов к ре-
шению различных задач. Приведенные решения также могут служить 
иллюстрацией правильного оформления решения задач. 

Пособие может быть использовано студентами заочной и дневной 
форм обучения. 
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