
8 êëàññ

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 21, êîòîðîå äåëèòñÿ íà
14?

Îòâåò: Äà, íàïðèìåð 6384.

2. (2 áàëëà) Ìàëü÷èêè ñîáèðàëè ÿáëîêè. Êàæäûé ñîáðàë ëèáî 10 ÿáëîê, ëèáî 10% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ñîáðàííûõ
ÿáëîê, ïðè÷¼ì áûëè è òå, è äðóãèå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 6
Ðåøåíèå: Ïðèìåð: îäèí ìàëü÷èê ñîáðàë 10 ÿáëîê, îñòàëüíûå ïî 2, âñåãî 20.
Îöåíêà: äîêàæåì, ÷òî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ìàëü÷èêîâ áûòü íå ìîãëî. Ìû çíàåì, ÷òî 10% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

ÿáëîê � öåëîå ÷èñëî, îáîçíà÷èì åãî çà k. Ïóñòü n ÷åëîâåê ñîáðàëè ïî äåñÿòü ÿáëîê, m ÷åëîâåê ïî 10%, òîãäà 10n =
(10 −m)k, òî åñòü 10n äåëèòñÿ íà 10 −m. Ïðè m = 1 èëè m = 3 ïîëó÷àåì, ÷òî 10n äåëèòñÿ íà 9 èëè 7 ñîîòâåòñòâåííî,
çíà÷èò n äåëèòñÿ íà 9 èëè 7, òî åñòü ñëèøêîì áîëüøîå. Ïðè m = 2 èëè m = 4 ïîëó÷àåì, ÷òî 10n äåëèòñÿ íà 8 èëè 6
ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷èò n äåëèòñÿ íà 4 èëè 3, è m+ n > 6. Ïðè m > 5 îáùåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ õîòÿ áû íà 1 áîëüøå,
òî åñòü, îïÿòü æå, õîòÿ áû 6.

3. (3 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

 xy = 6(x+ y)
xz = 4(x+ z)
yz = 2(y + z)

Îòâåò: x = y = z = 0 èëè x = −24, y = 24
5 , y = 24

7
Ðåøåíèå: Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè îäíà èç ïåðåìåííûõ ðàâíà 0, òî îñòàëüíûå òîæå ðàâíû 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ñèñòåìó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â
1
6 = 1

x + 1
y

1
4 = 1

x + 1
z

1
2 = 1

z + 1
y

Ñêëàäûâàÿ äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ è âû÷èòàÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷àåì 1
6 + 1

4 −
1
2 = 2

x , îòêóäà −
1
12 = 2

x , òî åñòü x = −24.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 3 è ðàçëè÷íûìè íåîòðèöàòåëüíûìè äèñ-
êðèìèíàíòàìè. Ìîæåò ëè äèñêðèìèíàíò êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿòüñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé?

Îòâåò: Íåò.
Ðåøåíèå: Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì íàøè äèñêðèìèíàíòû çà d1, d2, d3 è ïóñòü d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ñòàðøèé êîýôôè-

öèåíò, äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äèñêðèìèíàíòîâ d2 ïîëó÷àåì

√
d2
3

= d3 − d1. Àíàëîãè÷íî

√
d3
3

= d2 − d1. Íî

√
d2
3

<

√
d3
3

, à

d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, òàêèõ óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò.

5. (3 áàëëà) Äàí ðåáóñ: ÌÈÌÈÌÈ + ÍßÍßÍß = ÎËÀËÀÎÉ. Îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíàêîâûå öèôðû,
ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû. Íàéäèòå ÌÈ + Íß.

Îòâåò: 119
Ðåøåíèå: Ðåáóñ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ÎËÀËÀÎÉ =( ÌÈ + Íß ) ·10101. Âî-ïåðâûõ, ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà

ÌÈ + Íß � ýòî É. Âî-âòîðûõ, åñëè ÌÈ + Íß < 100, ðåçóëüòàò áóäåò ÷åòûð¼õçíà÷íûì. Ïóñòü ÌÈ + Íß = 1ZÉ, ãäå Z
� êàêàÿ-òî öèôðà.

Òîãäà ÎËÀËÀÎÉ = 1ZÉ0000 + 1ZÉ00 + 1ZÉ. Åñëè É < 9, òî øåñòàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû ýòîãî ÷èñëà äîëæíû
ñîâïàäàòü, íî îíè íå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, É= 9. Ñëåäîâàòåëüíî, È + ß = 9. Öèôðà Z � ýòî íà ñàìîì äåëå Î, òî åñòü 1.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÌÈ + Íß = 119

Ïðèìåð ñóùåñòâóåò: 848484 + 353535 = 1202019.

6. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ðàçáèò íà 1000 òðåóãîëüíèêîâ. Â êàêîì íàèáîëüøåì êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ òî÷åê
ìîãóò íàõîäèòüñÿ âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 1002
Ðåøåíèå: Ñóììà óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà 360◦, òûñÿ÷è òðåóãîëüíèêîâ � 180000◦. Îòêóäà âçÿëèñü ëèøíèå 1796400◦?

Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ òîëüêî óãëû òðåóãîëüíèêîâ, äîáàâëÿåò 360◦. Êàæäàÿ âåðøèíà íà
ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà èëè íà ñòîðîíå îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ äîáàâëÿåò 180◦. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ìàêñèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè òî÷êè òîëüêî âòîðîãî òèïà è èõ áûëî 179640 : 180 = 998. Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì äîáàâëåíèåì íîâûõ òî÷åê íà ãðàíèöû èñõîäíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà è ïîñòðîåííûõ ðàíåå òðåóãîëüíèêîâ.

Äîáàâëÿÿ òðè âåðøèíû èñõîäíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îòâåò 1002.

7. (4 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî óãîë A ðàâåí 60 ãðàäóñàì, à ãèïîòåíóçà AB ðàâíà
4+4

√
3. ×åðåç âåðøèíó B ïðîâåëè ïðÿìóþ p ïàðàëëåëüíóþ AC. Íà ïðÿìîé p ïîñòàâèëè òî÷êè D è E òàêèì îáðàçîì, ÷òî

AB = BD, BC = BE. F � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è CE. Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
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Îòâåòû:

4
√
2 + 2

√
6 + 18 + 10

√
3

2
√
3 + 2 + 2

√
2

18 + 10
√
3 + 4

√
6 + 6

√
2

2 + 2
√
3 + 2

√
6

Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: ñòîðîíà AC ëåæèò íàïðîòèâ óãëà 30◦, çíà÷èò, ðàâíà

ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî åñòü 2 + 2
√
3. Òåïåðü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà âû÷èñëèì BC =

√
(4 + 4

√
3)2 − (2 + 2

√
3)2 =√

16 + 32
√
3 + 48− 4− 8

√
3− 12 =

√
36 + 24

√
3 + 12 = 6 + 2

√
3.

Òðåóãîëüíèê CBE ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé ñ ïðÿìûì óãëîì B, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ CE ïåðåñåêàåò p ïîä
óãëîì 45◦. Òðåóãîëüíèê ABD ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ïðè âåðøèíå B ðàâíûì 120◦ èëè 60◦ â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëî-
æåíèÿ òî÷êè D. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ AD ïåðåñåêàåò p ïîä óãëîì 60◦ èëè 30◦.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê D è E íà ïðÿìîé p òðåóãîëüíèê DEF èìååò óãëû 30, 45 è 105; 30, 135 è 15; 60,
45 è 75; 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ.

Ðàññìîòðèì âûñîòó FH â òðåóãîëüíèêå DEF . Èç âåëè÷èíû óãëà E ñëåäóåò, ÷òî EH = FH.
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ óãëàìè 60◦ è 30◦ êàòåòû îòëè÷àþòñÿ â

√
3 ðàç, à òðåóãîëüíèê DFH èìåííî òàêîé.

Çíà÷èò, â ïåðâûõ äâóõ âàðèàíòàõ DH =
√
3FH, à â îñòàâøèõñÿ äâóõ DH =

FH√
3
. Òàêèì îáðàçîì, DE = |DH ± EH|

(çíàê ìèíóñ ïîÿâëÿåòñÿ â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå DEF ñ òóïûì óãëîì ïðè âåðøèíå D èëè E), òî åñòü êîãäà òî÷êè

DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò B) è, ñëåäîâàòåëüíî, DE = FH|
√
3 ± 1| èëè DE = FH

∣∣∣∣∣1±
√
3

3

∣∣∣∣∣. Âûðàçèì îòñþäà FH

÷åðåç DE. Ñòîðîíà EF =
√
2 êàê ãèïîòåíóçà â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EFH, à â ïðÿìîóãîëüíîì

òðåóãîëüíèêå DFH ãèïîòåíóçà âäâîå áîëüøå ìåíüøåãî êàòåòà.
Ïîñ÷èòàåì òåïåðü èñêîìûé ïåðèìåòð â êàæäîì ñëó÷àå îòäåëüíî.
Óãëû 30, 45 è 105 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 6

√
3+10.

FH =
DE√
3 + 1

=
6
√
3 + 10√
3 + 1

=
1

2
(6
√
3 + 10)(

√
3− 1) = 4 + 2

√
3, òîãäà EF = 4

√
2 + 2

√
6 è DF = 2FH = 8 + 4

√
3. Ïîëó÷àåì

ïåðèìåòð, ðàâíûé 4
√
2 + 2

√
6 + 18 + 10

√
3.

Óãëû 30, 135 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD −BE = AB −BC = 2
√
3− 2.

FH =
DE√
3− 1

= 2, òîãäà EF = 2
√
2 è DF = 2FH = 4. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé 2

√
3 + 2 + 2

√
2.

Óãëû 60, 45 è 75; ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 6
√
3+10.

FH =
DE
√
3
3 + 1

=
√
3 · DE√

3 + 1
= 4
√
3 + 6, òîãäà EF = 4

√
6 + 6

√
2 è DF =

2√
3
FH = 8 + 4

√
3. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé

18 + 10
√
3 + 4

√
6 + 6

√
2.

Óãëû 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD −BE = AB −BC = 2
√
3− 2.

FH =
DE

1−
√
3
3

=
√
3 · DE√

3− 1
= 2
√
3, òîãäà EF = 2

√
6, è DF =

2√
3
FH = 4. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé 2 + 2

√
3 + 2

√
6.

8. (5 áàëëîâ) Íà îñòðîâå Ãëàçíîì æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò.
Êðîìå òîãî, âñå æèòåëè îñòðîâà ëèáî ñèíåãëàçûå, ëèáî êàðåãëàçûå. Îäíàæäû âñòðåòèëèñü 100 æèòåëåé îñòðîâà, ïîñëå
÷åãî êàæäûé ñêàçàë êàæäîìó îäíó èç äâóõ ôðàç: �Òû ëæåö� èëè �Òû ñèíåãëàçûé�, ïðè÷¼ì ôðàç �Òû ëæåö� áûëî áîëüøå
ïîëîâèíû. Êàêîå êîëè÷åñòâî êàðåãëàçûõ ìîãëî áûòü íà îñòðîâå? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî
äðóãèõ íåò.

Îòâåò: Îòâåò îò 46 äî 54.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî íà âñòðå÷å íå ìîãëî áûòü êàðåãëàçûõ ðûöàðåé è ñèíåãëàçûõ ëæåöîâ, òàê êàê ïåðâûì íå

ìîæåò ñêàçàòü óêàçàííóþ ôðàçó íè îäèí ðûöàðü, à âòîðûì � íè îäèí ëæåö. Çíà÷èò, îñòðîâèòÿíå íà âñòðå÷å äåëÿòñÿ íà
ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé è êàðåãëàçûõ ëæåöîâ. Íî òîãäà ôðàçó �Òû ëæåö� ãîâîðèëè äðóã äðóãó ëþäè ñ ðàçíûì öâåòîì ãëàç,
à ôðàçó �Òû ñèíåãëàçûé� � ñ îäèíàêîâûì.

Ïóñòü ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé 50 + k, à êàðåãëàçûõ ëæåöîâ 50− k. Ìû ìîæåì ââåñòè òàêèå îáîçíà÷åíèÿ, òàê êàê ñóììà
ýòèõ ÷èñåë 100. Ïðè ýòîì k öåëîå, íî íå îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ôðàç �Òû ëæåö� ñîñòàâëÿåò 2(50 + k)(50− k) = 2 · 502 − 2k2. Ìû çíàåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ýòèõ
ôðàç áîëüøå ïîëîâèíû, òî åñòü áîëüøå, ÷åì 100 · 99/2 = 4950. Èòàê, 5000− 2k2 > 4950, îòêóäà 2k2 < 50, òî åñòü |k| < 5.
Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ëæåöîâ îòëè÷àåòñÿ îò 50 íå áîëåå ÷åì íà 4, òî åñòü íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 46 äî 54, ïðè÷¼ì âñå
ñèòóàöèè, î÷åâèäíî, âîçìîæíû.
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2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 14, êîòîðîå äåëèòñÿ íà
14?

Îòâåò: Äà, íàïðèìåð 6314.

2. (2 áàëëà) Ìàëü÷èêè ñîáèðàëè ÿáëîêè. Êàæäûé ñîáðàë ëèáî 20 ÿáëîê, ëèáî 20% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ñîáðàííûõ
ÿáëîê, ïðè÷¼ì áûëè è òå, è äðóãèå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 2
Ðåøåíèå: Ïðèìåð: îäèí ìàëü÷èê ñîáðàë 5 ÿáëîê, âòîðîé 20.
Îöåíêà: ïî óñëîâèþ ðåáÿò õîòÿ áû äâîå.

3. (3 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

 xy = 5(x+ y)
xz = 4(x+ z)
yz = 2(y + z)

Îòâåò: x = y = z = 0 èëè x = −40, y = 40
9 , y = 40

11
Ðåøåíèå: Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè îäíà èç ïåðåìåííûõ ðàâíà 0, òî îñòàëüíûå òîæå ðàâíû 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ñèñòåìó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â
1
5 = 1

x + 1
y

1
4 = 1

x + 1
z

1
2 = 1

z + 1
y

Ñêëàäûâàÿ äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ è âû÷èòàÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷àåì 1
5 + 1

4 −
1
2 = 2

x , îòêóäà −
1
20 = 2

x , òî åñòü x = −40.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 2 è ðàçëè÷íûìè íåîòðèöàòåëüíûìè äèñ-
êðèìèíàíòàìè. Ìîæåò ëè äèñêðèìèíàíò êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿòüñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé?

Îòâåò: Íåò.
Ðåøåíèå: Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì íàøè äèñêðèìèíàíòû çà d1, d2, d3 è ïóñòü d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ñòàðøèé êîýôôè-

öèåíò, äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äèñêðèìèíàíòîâ d2 ïîëó÷àåì

√
d2
2

= d3 − d1. Àíàëîãè÷íî

√
d3
2

= d2 − d1. Íî

√
d2
2

<

√
d3
2

, à

d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, òàêèõ óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò.

5. (3 áàëëà) Äàí ðåáóñ: ËßËßËß + ÔÓÔÓÔÓ = ÃÃÛÃÛÛÐ. Îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíàêîâûå öèôðû,
ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû. Íàéäèòå Ëß + ÔÓ.

Îòâåò: 109
Ðåøåíèå: Ðåáóñ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ÃÃÛÃÛÛÐ =( Ëß + ÔÓ ) ·10101. Âî-ïåðâûõ, ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà

Ëß + ÔÓ � ýòî Ð. Âî-âòîðûõ, åñëè Ëß + ÔÓ < 100, ðåçóëüòàò áóäåò ÷åòûð¼õçíà÷íûì. Ïóñòü Ëß + ÔÓ = 1ZÐ, ãäå Z
� êàêàÿ-òî öèôðà.

Òîãäà ÎËÀËÀÎÉ = 1ZÐ0000+1ZÐ00+1ZÐ. Åñëè Ð < 9, òî øåñòàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû ýòîãî ÷èñëà äîëæíû ñîâïàäàòü,
íî îíè íå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, Ð= 9 è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðà (Ã) áîëüøå øåñòîé (Û) íà åäèíèöó èç-çà îáðàçîâàâøåãîñÿ ïåðåíîñà
èç ïÿòîãî ðàçðÿäà â ÷åòâ¼ðòûé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ß + Ó = 9. Öèôðà Z � ýòî íà ñàìîì äåëå Û, òî åñòü Ã −1 = 0. Ïîëó÷àåòñÿ, Ëß + ÔÓ = 109.
Ïðèìåð ñóùåñòâóåò, äåéñòâèòåëüíî 757575 + 343434 = 1101009.

6. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ðàçáèò íà 1000 òðåóãîëüíèêîâ. Â êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ òî÷åê
ìîãóò íàõîäèòüñÿ âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 503
Ðåøåíèå: Ñóììà óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà 360◦, òûñÿ÷è òðåóãîëüíèêîâ � 180000◦. Îòêóäà âçÿëèñü ëèøíèå 1796400◦?

Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ òîëüêî óãëû òðåóãîëüíèêîâ, äîáàâëÿåò 360◦. Êàæäàÿ âåðøèíà íà
ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà èëè íà ñòîðîíå îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ äîáàâëÿåò 180◦. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ìèíèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè òî÷êè òîëüêî ïåðâîãî òèïà è èõ áûëî 179640 : 360 = 499. Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì äîáàâëåíèåì íîâûõ òî÷åê âíóòðü (íå íà ãðàíèöó) óæå èìåþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Äîáàâëÿÿ ÷åòûðå âåðøèíû èñõîäíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îòâåò 503.

7. (4 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî óãîë A ðàâåí 60 ãðàäóñàì, à ãèïîòåíóçà AB ðàâíà
2+2

√
3. ×åðåç âåðøèíó B ïðîâåëè ïðÿìóþ p ïàðàëëåëüíóþ AC. Íà ïðÿìîé p ïîñòàâèëè òî÷êè D è E òàêèì îáðàçîì, ÷òî

AB = BD, BC = BE. F � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è CE. Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
DEF .

Îòâåòû:

2
√
2 +
√
6 + 9 + 5

√
3

√
3 + 1 +

√
2

9 + 5
√
3 + 2

√
6 + 3

√
2

8 êëàññ

21

Яг
уб
ов
.Р
Ф



1 +
√
3 +
√
6

Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: ñòîðîíà AC ëåæèò íàïðîòèâ óãëà 30◦, çíà÷èò, ðàâíà ïîëî-

âèíå ãèïîòåíóçû, òî åñòü 1+
√
3. Òåïåðü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà âû÷èñëèì BC =

√
(2 + 2

√
3)2 − (1 + 1

√
3)2 =

√
4 + 8

√
3 + 12− 1− 2

√
3− 3 =√

9 + 6
√
3 + 3 = 6 + 2

√
3.

Òðåóãîëüíèê CBE ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé ñ ïðÿìûì óãëîì B, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ CE ïåðåñåêàåò p ïîä
óãëîì 45◦. Òðåóãîëüíèê ABD ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ïðè âåðøèíå B ðàâíûì 120◦ èëè 60◦ â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëî-
æåíèÿ òî÷êè D. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ AD ïåðåñåêàåò p ïîä óãëîì 60◦ èëè 30◦.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê D è E íà ïðÿìîé p òðåóãîëüíèê DEF èìååò óãëû 30, 45 è 105; 30, 135 è 15; 60,
45 è 75; 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ.

Ðàññìîòðèì âûñîòó FH â òðåóãîëüíèêå DEF . Èç âåëè÷èíû óãëà E ñëåäóåò, ÷òî EH = FH.
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ óãëàìè 60◦ è 30◦ êàòåòû îòëè÷àþòñÿ â

√
3 ðàç, à òðåóãîëüíèê DFH èìåííî òàêîé.

Çíà÷èò, â ïåðâûõ äâóõ âàðèàíòàõ DH =
√
3FH, à â îñòàâøèõñÿ äâóõ DH =

FH√
3
. Òàêèì îáðàçîì, DE = |DH ± EH|

(çíàê ìèíóñ ïîÿâëÿåòñÿ â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå DEF ñ òóïûì óãëîì ïðè âåðøèíå D èëè E), òî åñòü êîãäà òî÷êè

DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò B) è, ñëåäîâàòåëüíî, DE = FH|
√
3 ± 1| èëè DE = FH

∣∣∣∣∣1±
√
3

3

∣∣∣∣∣. Âûðàçèì îòñþäà FH

÷åðåç DE. Ñòîðîíà EF =
√
2 êàê ãèïîòåíóçà â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EFH, à â ïðÿìîóãîëüíîì

òðåóãîëüíèêå DFH ãèïîòåíóçà âäâîå áîëüøå ìåíüøåãî êàòåòà.
Ïîñ÷èòàåì òåïåðü èñêîìûé ïåðèìåòð â êàæäîì ñëó÷àå îòäåëüíî.
Óãëû 30, 45 è 105 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 3

√
3+5.

FH =
DE√
3 + 1

=
3
√
3 + 5√
3 + 1

=
1

2
(3
√
3 + 5)(

√
3 − 1) = 2 +

√
3, òîãäà EF = 2

√
2 +
√
6 è DF = 2FH = 4 + 2

√
3. Ïîëó÷àåì

ïåðèìåòð, ðàâíûé 2
√
2 +
√
6 + 9 + 5

√
3.

Óãëû 30, 135 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD − BE = AB − BC =
√
3 − 1.

FH =
DE√
3− 1

= 1, òîãäà EF =
√
2 è DF = 2FH = 2. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé

√
3 + 1 +

√
2.

Óãëû 60, 45 è 75; ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 3
√
3+5.

FH =
DE
√
3
3 + 1

=
√
3 · DE√

3 + 1
= 2
√
3 + 3, òîãäà EF = 2

√
6 + 3

√
2 è DF =

2√
3
FH = 4 + 2

√
3. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé

9 + 5
√
3 + 2

√
6 + 3

√
2.

Óãëû 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD − BE = AB − BC =
√
3 − 1.

FH =
DE

1−
√
3
3

=
√
3 · DE√

3− 1
=
√
3, òîãäà EF =

√
6, è DF =

2√
3
FH = 2. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé 1 +

√
3 +
√
6.

8. (5 áàëëîâ) Íà îñòðîâå Âîëîñàòîì æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò.
Êðîìå òîãî, âñå æèòåëè îñòðîâà ëèáî áëîíäèíû, ëèáî áðþíåòû. Îäíàæäû âñòðåòèëèñü 200 æèòåëåé îñòðîâà, ïîñëå ÷åãî
êàæäûé ñêàçàë êàæäîìó îäíó èç äâóõ ôðàç: �Òû ëæåö� èëè �Òû áëîíäèí�, ïðè÷¼ì ôðàç �Òû ëæåö� áûëî áîëüøå ïîëîâèíû.
Êàêîå êîëè÷åñòâî áëîíäèíîâ ìîãëî áûòü íà îñòðîâå? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: Îòâåò îò 93 äî 107.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî íà âñòðå÷å íå ìîãëî áûòü êàðåãëàçûõ ðûöàðåé è ñèíåãëàçûõ ëæåöîâ, òàê êàê ïåðâûì íå

ìîæåò ñêàçàòü óêàçàííóþ ôðàçó íè îäèí ðûöàðü, à âòîðûì � íè îäèí ëæåö. Çíà÷èò, îñòðîâèòÿíå íà âñòðå÷å äåëÿòñÿ íà
ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé è êàðåãëàçûõ ëæåöîâ. Íî òîãäà ôðàçó �Òû ëæåö� ãîâîðèëè äðóã äðóãó ëþäè ñ ðàçíûì öâåòîì ãëàç,
à ôðàçó �Òû ñèíåãëàçûé� � ñ îäèíàêîâûì.

Ïóñòü ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé 100+k, à êàðåãëàçûõ ëæåöîâ 100−k. Ìû ìîæåì ââåñòè òàêèå îáîçíà÷åíèÿ, òàê êàê ñóììà
ýòèõ ÷èñåë 200. Ïðè ýòîì k öåëîå, íî íå îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ôðàç �Òû ëæåö� ñîñòàâëÿåò 2(100 + k)(100 − k) = 2 · 1002 − 2k2. Ìû çíàåì, ÷òî êîëè÷åñòâî
ýòèõ ôðàç áîëüøå ïîëîâèíû, òî åñòü áîëüøå, ÷åì 200 · 199/2 = 19900. Èòàê, 20000 − 2k2 > 19900, îòêóäà 2k2 < 100, òî
åñòü |k| <

√
50. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ëæåöîâ îòëè÷àåòñÿ îò 100 íå áîëåå ÷åì íà 7, òî åñòü íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 93 äî

107 âêëþ÷èòåëüíî, ïðè÷¼ì âñå ñèòóàöèè, î÷åâèäíî, âîçìîæíû.
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