
10 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (1 áàëëà)
Ó Êîëè â òåòðàäè áûë çàïèñàí ìíîãî÷ëåí ñîòîé ñòåïåíè. Êîëÿ ìîæåò âçÿòü îäèí èç çàïèñàííûõ â òåòðàäè

ìíîãî÷ëåíîâ, ïðèáàâèòü a ê êîýôôèöèåíòó ïðè k-îé ñòåïåíè è âû÷åñòü 2a èç êîýôôèöèåíòà ïðè (k + 1)-é
ñòåïåíè, ïîñëå ÷åãî çàïèñàòü ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí â òåòðàäü ê óæå èìåþùèìñÿ. Ìîãóò ëè ó íåãî â òåòðàäè
ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ äåéñòâèé îêàçàòüñÿ äâà ìíîãî÷ëåíà, îäèí èç êîòîðûõ ñòðîãî áîëüøå äðóãîãî?

Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè êàêîé-òî ñòåïåíè ðàâåí íóëþ, ñ íèì òîæå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ýòó îïåðàöèþ.

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå 1
2 , çíà÷èò, âñå ìíîãî-

÷ëåíû, îêàçàâøèåñÿ ó Êîëè â òåòðàäêå, áóäóò ñîâïàäàòü â ýòîé òî÷êå, è ïîýòîìó íè îäèí èç íèõ íå áóäåò ñòðîãî
áîëüøå äðóãîãî.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå f−1(g(x)) = h(x), ãäå f−1(x) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê f(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
f(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 1, g(x) = x4 − x3 + 4x2 + 8x+ 8, h(x) = x+ 1.

Îòâåò:
3±

√
5

2
Ðåøåíèå: Ìîæíî ïåðåïèñàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå êàê g(x) = f(h(x)), òî åñòü êàê (x+ 1)3 + 2(x+ 1)2 + 3(x+

1) + 1 = x4 − x3 + 4x2 + 8x+ 8.
Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïåðåíåñ¼ì âñ¼ â ïðàâóþ ÷àñòü: x4−2x3−2x2−2x+1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí â ëåâîé

÷àñòè äåëèòñÿ íà x2 + x + 1. Ýòîò òð¼õ÷ëåí íå èìååò êîðíåé, à âîò ÷àñòíîå èìååò: ýòî òð¼õ÷ëåí x2 − 3x + 1, è

åãî êîðíè
3±

√
5

2
.

3. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü S. Îêðóæíîñòè S1 è S2 ðàâíîãî ðàäèóñà
êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè S èçíóòðè â òî÷êàõ A è C ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü S1 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè AB
è AD â òî÷êàõ K è N ñîîòâåòñòâåííî, îêðóæíîñòü S2 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè BC è CD â òî÷êàõ L è M
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî KLMN � ïàðàëëåëîãðàìì.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê AKN ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABD ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ
r

R
, ãäå R � ðàäèóñ

îêðóæíîñòè S, a r � ðàäèóñ îêðóæíîñòåé S1 è S2. Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèê CML ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó CBD
ñ òåè æå êîýôôèöèåíòîì.

Îòñþäà îòðåçêè KN è ML ïàðàëëåëüíû îòðåçêó BD è îòíîñÿòñÿ ê íåìó êàê
r

R
, òî åñòü îíè ïàðàëëåëüíû è

ðàâíû. Çíà÷èò, KLMN � ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà áåñêîíå÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè è áåñêîíå÷íîé íåïîñòîÿííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íèêîãäà
íå áóäåò àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Ðåøåíèå:

Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ðàçíîñòü äâóõ àðèôìå-
òè÷åñêèõ ïðîãðåññèé íå áûâàåò ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Íî ðàçíîñòü
äâóõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé � ýòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ áîëüøå ÷åì èç äâóõ ÷ëåíîâ íå ìîæåò ñîâïà-
äàòü ñ ãåîìåòðè÷åñêîé, ïîòîìó ÷òî ó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàçíîñòü
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ïîñòîÿííà, à ó ãåîìåòðè÷åñêîé ñ óâåëè÷åíèåì
íîìåðà íà 1 ðàçíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ â q ðàç, ãäå q � çíàìåíàòåëü ïðîãðåñ-
ñèè.

5. (3 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ôèãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, ìîæíî ðàñêðàñèòü ïî êëåòêàì â
ñèíèé, êðàñíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå (ò.å. èìåþùèå îáùèå ñòîðîíû) êëåòêè áûëè ðàñêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà?

Îòâåò: 3 · 484

Ðåøåíèå: Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî íàì îñòàëîñü ðàñêðàñèòü
÷åòûðå îäèíàêîâûõ ôèãóðêè èç øåñòè êëåòîê ñ îäíèì è òåì æå îãðàíè÷åíèåì íà öâåò êëåòêè, ñîñåäíåé ñ
öåíòðàëüíîé (íàçîâ¼ì å¼ êëåòêîé À).

Ðàññìîòðèì êâàäðàò 2 × 2. Â òàêîì êâàäðàòå äîëæíû áûòü äâå êëåòêè îäíîãî öâåòà è ðàñïîëîæåíû îíè
äîëæíû áûòü ïî äèàãîíàëè. Äâóìÿ ñïîñîáàìè âûáèðàåì äèàãîíàëü, òðåìÿ ñïîñîáàìè å¼ öâåò è åù¼ ïî äâà
ñïîñîáà íà âûáîð öâåòà äëÿ îñòàëüíûõ êëåòîê, èòîãî 24 ñïîñîáà. Îäíàêî ïðè ýòîì êâàäðàòû, ïîêðàøåííûå â
äâà öâåòà ìû ïîñ÷èòàëè äâàæäû, ïîýòîìó îñòà¼òñÿ 18 ñïîñîáîì.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî èç òð¼õ öâåòîâ åñòü ïî 6 ñïîñîáîâ òàêèõ, ÷òî êëåòêà, ñîñåäíÿÿ íå òîëüêî ñ
êëåòêàìè êâàäðàòà, èìååò èìåííî ýòîò öâåò. Ýòó êëåòêó íàçîâ¼ì êëåòêîé Á.

Êëåòêà À ìîæåò áûòü ïîêðàøåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü 6 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè
êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî êëåòêà Á ïîêðàøåíà â òîò æå öâåò. Òîãäà êëåòêó ìåæäó íèìè ìîæíî ïîêðàñèòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè, èòîãî 2 · 6 · 2 = 24 âàðèàíòà.
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Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî èç ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü êëåòêó À åñòü 12 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî
êëåòêà Á èìååò äðóãîé öâåò. Â ýòîì ñëó÷àå êëåòêà ìåæäó íèìè êðàñèòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó îïÿòü ïîëó÷àåì
24 ñïîñîáà. Èòîãî 48 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êàæäîé òàêîé ôèãóðû.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò â çàäà÷å 3 · 484.
6. (3 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí êóá 1000× 1000× 1000 c âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ãðàíÿìè,

ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîâåäåíû âåêòîðû âî âñå öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè âíóòðè è íà ãðàíèöå ýòîãî êóáà. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà 13.

Îòâåò: 0

Ðåøåíèå:

Ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ � ýòî ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ èõ êîîðäèíàò, òî åñòü 3 · 10012 · (02 + 12 +
22 + . . .+ 10002), ÷òî äåëèòñÿ íà 13, òàê êàê 1001 äåëèòñÿ íà 13.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íà ëó÷àõ BI è CI ñî-
îòâåòñòâåííî îòìå÷åíû òàêèå (îòëè÷íûå îò I) òî÷êè E è F , ÷òî AI = AE = AF . Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BIF è CIE ðàâíû.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì òî÷êó D � ñåðåäèíó äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî ëåììå î òðåçóáöå
DB = DC = DI. Òðåóãîëüíèêè DBI è AEI ïîäîáíû, òàê êàê ýòî ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ ðàâíûìè
óãëàìè ïðè îñíîâàíèè (óãëû â òî÷êå I ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå, ïîòîìó ÷òî òî÷êè A, I è D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé � áèññåêòðèñå óãëà A). Àíàëîãè÷íî ïîäîáíû òðåóãîëüíèêè DCI è AFI.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
BI

EI
=

DI

AI
=

CI

FI
(ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî ïîäîáèÿ, âòîðîå � èç âòîðîãî). Ðàñêðûâàÿ

ïðîïîðöèþ, èìååì BI ·FI = CI ·EI. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
BIF è CIE ïîñêîëüêó óãëû ïðè âåðøèíå I â òðåóãîëüíèêàõ BIF è CIE ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå,

8. (5 áàëëîâ) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è 146 àâèêîìïàíèé. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äâóñòî-
ðîííèìè ðåéñàìè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ àâèàêîìïàíèé. Ñòîèìîñòü ïåðåë¼òà ìåæäó ãîðîäàìè, ñîåäèí¼ííûìè
ðåéñàìè k àâèàêîìïàíèé, äëÿ âñåõ êîìïàíèé îäèíàêîâà è ñîñòàâëÿåò 1

k . Îêàçàëîñü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãîðîäîâ,
ìåæäó êîòîðûìè ñ ïåðåñàäêîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äåøåâëå, ÷åì ïðÿìûì ðåéñîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè
ìàðøðóò ñ îäíîé ïåðåñàäêîé, îáå ÷àñòè êîòîðîãî ñòîÿò îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Íà ñàìîì äåëå íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåéñà îäèíàêîâîé öåíû èç îäíîãî ãîðîäà. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà âñå ïåðåë¼òû èç ëþáîãî ãîðîäà èìåþò ðàçíóþ öåíó.

Ðàññìîòðèì ñàìûé äîðîãîé ðåéñ. Îí ñàìûé äîðîãîé â êàæäîì èç ñâîèõ ãîðîäîâ, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû 98 áîëåå äåø¼âûõ ïåðåë¼òîâ. Òîãäà ýòîò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ èìååò öåíó 1

k ⩾ 1
48 , ò.å. k ⩽ 48.

Âîçìîæíûõ ñòîèìîñòåé, ìåíüøèõ 1
k , íî íå ìåíüøèõ 1

2k âñåãî k. Çíà÷èò, â êàæäîì èç ãîðîäîâ, êîòîðûå
ñîåäèíÿåò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ, åñòü åù¼ íå áîëåå k ðåéñîâ íå äåøåâëå 1

2k , òî åñòü âñåãî èõ â ýòèõ äâóõ ãîðîäàõ
íå áîëåå 2k ⩽ 96 (íå ñ÷èòàÿ ñàìîãî äîðîãîãî). Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàêîé-òî èç îñòàâøèõñÿ 98 ãîðîäîâ èç
îáîèõ êîíöîâ ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà âåäóò ðåéñû öåíîé íèæå 1

2k . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè
äâóìÿ ðåéñàìè, ìû ñìîæåì ïðîëåòåòü ìåæäó êîíöàìè ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà äåøåâëå, ÷åì ýòèì ðåéñîì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
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10 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)
Ó Êîëè â òåòðàäè áûë çàïèñàí ìíîãî÷ëåí äâóõñîòîé ñòåïåíè. Êîëÿ ìîæåò âçÿòü îäèí èç çàïèñàííûõ â

òåòðàäè ìíîãî÷ëåíîâ, ïðèáàâèòü 2a ê êîýôôèöèåíòó ïðè k-îé ñòåïåíè è âû÷åñòü a èç êîýôôèöèåíòà ïðè (k+1)-
é ñòåïåíè, ïîñëå ÷åãî çàïèñàòü ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí â òåòðàäü ê óæå èìåþùèìñÿ. Ìîãóò ëè ó íåãî â òåòðàäè
ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ äåéñòâèé îêàçàòüñÿ äâà ìíîãî÷ëåíà, îäèí èç êîòîðûõ ñòðîãî áîëüøå äðóãîãî?

Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè êàêîé-òî ñòåïåíè ðàâåí íóëþ, ñ íèì òîæå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ýòó îïåðàöèþ.

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå 2, çíà÷èò, âñå ìíîãî-
÷ëåíû, îêàçàâøèåñÿ ó Êîëè â òåòðàäêå, áóäóò ñîâïàäàòü â ýòîé òî÷êå, è ïîýòîìó íè îäèí èç íèõ íå áóäåò ñòðîãî
áîëüøå äðóãîãî.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå f−1(g(x)) = h(x), ãäå f−1(x) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê f(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
f(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 4, g(x) = x4 + 2x3 + 1x2 + 11x+ 11, h(x) = x+ 1.

Îòâåò:
−3±

√
5

2
è 1.

Ðåøåíèå: Ìîæíî ïåðåïèñàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå êàê f(h(x)) = g(x), òî åñòü êàê (x+ 1)3 + 2(x+ 1)2 + 3(x+
1) + 4 = x4 + 2x3 + x2 + 11x+ 11.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïåðåíåñ¼ì âñ¼ â ïðàâóþ ÷àñòü: x4 + x3 − 4x2 + x+ 1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí â ëåâîé
÷àñòè äåëèòñÿ íà x−1, è, áîëåå òîãî íà (x−1)2. Çíà÷èò, ìû ïîëó÷àåì êîðåíü 1 êðàòíîñòè 2. Êðîìå òîãî, ÷àñòíîå

îò äåëåíèÿ íàøåãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè íà (x− 1)2 ýòî òð¼õ÷ëåí x2 + 3x+ 1, è åãî êîðíè
−3±

√
5

2
.

3. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü S. Îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè
S èçíóòðè â òî÷êàõ A è C ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü S1 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè AB è AD â òî÷êàõ K è N
ñîîòâåòñòâåííî, îêðóæíîñòü S2 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè BC è CD â òî÷êàõ L è M ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü,
÷òî ïðÿìûå KL è MN ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé S1 è S2 ðàâíû.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê AKN ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABD ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ
r1
R
, ãäå R � ðàäèóñ

îêðóæíîñòè S, a r1 � ðàäèóñ îêðóæíîñòè S1. Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèê CML ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó CBD. ñ

êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ
r2
R

ãäå r2 � ðàäèóñ îêðóæíîñòè S2.

Îòñþäà îòðåçêè KN è ML ïàðàëëåëüíû îòðåçêó BD. Êðîìå òîãî, ïðÿìûå KL è MN ïàðàëëåëüíû, ñëåäî-

âàòåëüíî, KLMN � ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà KN = ML. Íî ýòè îòðåçêè îòíîñÿòñÿ ê îòåðçêó BD êàê
r1
R

è
r2
R

ñîîòâåòñòâåííî, à çíà÷èò, ýòè îòíîøåíèÿ ðàâíû, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî îêðóæíîñòåé.

4. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå ïàðû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé òàêèõ, ÷òî
èõ ñóììà òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

Îòâåò: çíàìåíàòåëü ó ýòèõ ïðîãðåññèé äîëæåí áûòü îäèíàêîâûé è
ñóììà ïåðâûõ ÷ëåíîâ íå ðàâíà 0.

Êðîìå òîãî, ïîäõîäÿò ëþáûå ïðîãðåññèè èç äâóõ ýëåìåíòîâ ñ íåíóëå-
âûìè ñóììàìè ïåðâûõ è âòîðûõ ÷ëåíîâ.

Ðåøåíèå:

Íàçîâ¼ì íàøè ïðîãðåññèèè an è bn, à èõ çíàìåíàòåëè p è q. Ðàññìîòðèì
ïåðâûå òðè ÷ëåíà êàæäîé ïðîãðåññèè. ×òîáû ñóììà òàêæå áûëà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé, íåîáõîäèìî (a1 +
b1)(a1p

2 + b1q
2) = (a1p+ b1q)

2.
Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ñîêðàùàÿ îäèíàêîâûå ñëàãàåìû, ïîëó÷àåì a1b1p

2 + a1b1p
2 = 2a1b1pq. Ñîêðàùàÿ íà a1b1

è ïåðåíîñÿ âñ¼ â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì (p − q)2 = 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà p = q. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ
åù¼ è ÷òîáû an + bn íå áûëî ðàâíî íóëþ êàê ïåðâûé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

5. (3 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ôèãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, ìîæíî ðàñêðàñèòü ïî êëåòêàì â
ñèíèé, êðàñíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå (ò.å. èìåþùèå îáùèå ñòîðîíû) êëåòêè áûëè ðàñêðàñåíû â
ðàçíûå öâåòà?

Îòâåò: 3 · 483.
Ðåøåíèå: Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî íàì îñòàëîñü ðàñêðàñèòü

÷åòûðå îäèíàêîâûõ ôèãóðêè èç øåñòè êëåòîê ñ îäíèì è òåì æå îãðàíè÷åíèåì íà öâåò êëåòêè, ñîñåäíåé ñ
öåíòðàëüíîé (íàçîâ¼ì å¼ êëåòêîé À).

Ðàññìîòðèì êâàäðàò 2 × 2. Â òàêîì êâàäðàòå äîëæíû áûòü äâå êëåòêè îäíîãî öâåòà è ðàñïîëîæåíû îíè
äîëæíû áûòü ïî äèàãîíàëè. Äâóìÿ ñïîñîáàìè âûáèðàåì äèàãîíàëü, òðåìÿ ñïîñîáàìè å¼ öâåò è åù¼ ïî äâà
ñïîñîáà íà âûáîð öâåòà äëÿ îñòàëüíûõ êëåòîê, èòîãî 24 ñïîñîáà. Îäíàêî ïðè ýòîì êâàäðàòû, ïîêðàøåííûå â
äâà öâåòà ìû ïîñ÷èòàëè äâàæäû, ïîýòîìó îñòà¼òñÿ 18 ñïîñîáîì.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî èç òð¼õ öâåòîâ åñòü ïî 6 ñïîñîáîâ òàêèõ, ÷òî êëåòêà, ñîñåäíÿÿ íå òîëüêî ñ
êëåòêàìè êâàäðàòà, èìååò èìåííî ýòîò öâåò. Ýòó êëåòêó íàçîâ¼ì êëåòêîé Á.
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Êëåòêà À ìîæåò áûòü ïîêðàøåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü 6 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè
êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî êëåòêà Á ïîêðàøåíà â òîò æå öâåò. Òîãäà êëåòêó ìåæäó íèìè ìîæíî ïîêðàñèòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè, èòîãî 2 · 6 · 2 = 24 âàðèàíòà.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî èç ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü êëåòêó À åñòü 12 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî
êëåòêà Á èìååò äðóãîé öâåò. Â ýòîì ñëó÷àå êëåòêà ìåæäó íèìè êðàñèòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó îïÿòü ïîëó÷àåì
24 ñïîñîáà. Èòîãî 48 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êàæäîé òàêîé ôèãóðû.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò â çàäà÷å 3 · 483.
6. (3 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí êóá 1000× 1000× 1000 c âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ãðàíÿìè,

ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîâåäåíû âåêòîðû âî âñå öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè âíóòðè è íà ãðàíèöå ýòîãî êóáà. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà 11.

Îòâåò: 0

Ðåøåíèå:

Ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ � ýòî ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ èõ êîîðäèíàò, òî åñòü 3 · 10012 · (02 + 12 +
22 + . . .+ 10002), ÷òî äåëèòñÿ íà 11, òàê êàê 1001 äåëèòñÿ íà 11.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íà ëó÷àõ BI è CI ñîîò-
âåòñòâåííî îòìå÷åíû òàêèå (îòëè÷íûå îò I) òî÷êè E è F , ÷òî AI = AE = AF . Äîêàæèòå, ÷òî EF ∥ BC

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì òî÷êó D � ñåðåäèíó äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî ëåììå î òðåçóáöå
DB = DC = DI. Òðåóãîëüíèêè DBI è AEI ïîäîáíû, òàê êàê ýòî ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ ðàâíûìè
óãëàìè ïðè îñíîâàíèè (óãëû â òî÷êå I ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå, ïîòîìó ÷òî òî÷êè A, I è D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé � áèññåêòðèñå óãëà A). Àíàëîãè÷íî ïîäîáíû òðåóãîëüíèêè DCI è AFI.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
BI

EI
=

DI

AI
=

CI

FI
(ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî ïîäîáèÿ, âòîðîå � èç âòîðîãî). Ñëåäîâà-

òåëüíî, òðåóãîëüíèêè FIE è CIB òàêæå ïîäîáíû, ïîñêîëüêó óãëû â òî÷êå I â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ ðàâíû êàê
âåðòèêàëüíûå.

Çíà÷èò ∠FEI = ∠CBI, à ýòî íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè ïðÿìûõ EF è BC, ïîýòîìó ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

8. (5 áàëëîâ) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 50 ãîðîäîâ è 71 àâèêîìïàíèÿ. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèìè
ðåéñàìè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ àâèàêîìïàíèé. Ñòîèìîñòü ïåðåë¼òà ìåæäó ãîðîäàìè, ñîåäèí¼ííûìè ðåéñàìè k
àâèàêîìïàíèé, äëÿ âñåõ êîìïàíèé îäèíàêîâà è ñîñòàâëÿåò 1

k . Îêàçàëîñü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãîðîäîâ, ìåæäó
êîòîðûìè ñ ïåðåñàäêîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äåøåâëå, ÷åì ïðÿìûì ðåéñîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè ìàðøðóò
ñ îäíîé ïåðåñàäêîé, îáå ÷àñòè êîòîðîãî ñòîÿò îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Íà ñàìîì äåëå íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåéñà îäèíàêîâîé öåíû èç îäíîãî ãîðîäà. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà âñå ïåðåë¼òû èç ëþáîãî ãîðîäà èìåþò ðàçíóþ öåíó.

Ðàññìîòðèì ñàìûé äîðîãîé ðåéñ. Îí ñàìûé äîðîãîé â êàæäîì èç ñâîèõ ãîðîäîâ, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû 48 áîëåå äåø¼âûõ ïåðåë¼òîâ. Òîãäà ýòîò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ èìååò öåíó 1

k ⩾ 1
23 , ò.å. k ⩽ 23.

Âîçìîæíûõ ñòîèìîñòåé, ìåíüøèõ 1
k , íî íå ìåíüøèõ 1

2k âñåãî k. Çíà÷èò, â êàæäîì èç ãîðîäîâ, êîòîðûå
ñîåäèíÿåò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ, åñòü åù¼ íå áîëåå k ðåéñîâ íå äåøåâëå 1

2k , òî åñòü âñåãî èõ â ýòèõ äâóõ ãîðîäàõ
íå áîëåå 2k ⩽ 46 (íå ñ÷èòàÿ ñàìîãî äîðîãîãî). Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàêîé-òî èç îñòàâøèõñÿ 48 ãîðîäîâ èç
îáîèõ êîíöîâ ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà âåäóò ðåéñû öåíîé íèæå 1

2k . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè
äâóìÿ ðåéñàìè, ìû ñìîæåì ïðîëåòåòü ìåæäó êîíöàìè ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà äåøåâëå, ÷åì ýòèì ðåéñîì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
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