
10 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ âñåõ x > 1:

x5 − 1

x4
> 9(x− 1)

Ðåøåíèå:

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü:

(x− 1)

(
x4 + x3 + x2 + x+ 1 +

1

x
+

1

x2
+

1

x3
+

1

x4

)
> 9(x− 1).

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê (x− 1) > 0 è xk + 1
xk

> 2.

2. (2 áàëëà) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàíà ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: x1 = 3, x1 + x2 + . . .+
xn−1 +

4
3
xn = 4. Íàéäèòå x2015.

Îòâåò: x2015 =
3

42014
.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî x1+x2+ . . .+xn−1+
4
3
xn = 4 äëÿ n = 1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ: 4

3
x1 = 4.

Äëÿ n > 2 âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà x1+x2+. . .+xn−1+
4
3
xn = 4 ðàâåíñòâî x1+x2+. . .+

4
3
xn−1 = 4,

ïîëó÷àåì, ÷òî 4
3
xn − 1

3
xn−1 = 0, îòêóäà xn = 1

4
xn−1 äëÿ n > 2.

Òàêèì îáðàçîì, xn � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 3 è ÷àñòíûì 1
4
, à çíà÷èò

x2015 =
3

42014
.

3. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ â ñóì-
ìå ñî ñâîåé îáðàòíîé ôóíêöèåé äà¼ò −2 â êàæäîé òî÷êå, ãäå îáå ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû.

Íà âñÿêèé ñëó÷àé: ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ ìû íå ñ÷èòàåì äðîáíî-ëèíåéíîé.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü f(x) = ax+b
cx+d

, òîãäà f−1(x) = −dx−b
cx−a .

f(x)+f−1(x) =
ax+ b

cx+ d
−dx− b
cx− a

=
(ax+ b)(cx− a)− (dx− b)(cx+ d)

(cx+ d)(cx− a)
=

(a− d)cx2 + (−a2 − d2 + 2bc)x+ b(d− a)
c2x2 + cx(d− a)− ad

.

Òàê êàê f(x) + f−1(x) = −2, ïîëó÷àåì, ÷òî

(a− d)cx2 + (−a2 − d2 + 2bc)x+ b(d− a) = −2(c2x2 + cx(d− a)− ad)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó: 

(a− d)c = −2c2
−a2 − d2 + 2bc = −2c(d− a)
b(d− a) = −2ad

Åñëè c = 0, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî a2 + d2 = 0, ò.å. çíàìåíàòåëü f(x)
ðàâåí 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ïåðâîå óðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü íà −c è ïîäñòàâèòü 2c
âìåñòî d− a â îñòàâøèåñÿ äâà óðàâíåíèÿ:

d− a = 2c
−a2 − d2 + 2bc = −4c2
2bc = −2ad

Ïîäñòàâëÿÿ −2ad âìåñòî 2bc âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì −a2−d2−2ad = −4c2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, a2 − 2ad+ d2 = (a− d)2 = 4c2. Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì −4ad = 0, òî åñòü
êàêîå-òî èç ÷èñåë a è d ðàâíî 0. Òîãäà èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî îäíî èç
÷èñåë b è c òàêæå ðàâíî 0.
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Åñëè a = b = 0, òî ÷èñëèòåëü f ðàâåí 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâî íóëþ ëþáîé
èç òð¼õ îñòàâøèõñÿ âîçìîæíûõ ïàð ÷èñåë äà¼ò ðàâåíñòâî íóëþ ÷èñëèòåëÿ èëè çíàìåíàòåëÿ
ôóíêöèè èëè å¼ îáðàòíîé.

4. (3 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî tg a è tg 3a öåëûå. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ tg a.

Îòâåò: −1, 0 èëè 1

Ðåøåíèå:

Îòâåò 0, î÷åâèäíî, ïîäõîäèò. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî tg a 6= 0.
Çàïèøåì ôîðìóëó òàíãåíñà òðîéíîãî óãëà:

tg 3a =
3 tg a− tg3 a

1− 3 tg2 a
=

tg a(3− tg2 a)

1− 3 tg2 a

×òîáû tg 3a áûë öåëûì, ÷èñëèòåëü äîëæåí äåëèòüñÿ íà çíàìåíàòåëü. Òàê êàê tg a è 1−3 tg2 a
âçàèìíî ïðîñòû, ïîëó÷àåì, ÷òî 3−tg2 a äåëèòñÿ íà 1−3 tg2 a è, ñîîòâåòñòâåííî, íà 3 tg2 a−1 > 0
ïðè tg a 6= 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî tg a = ±1 ïîäõîäÿò. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ 3 − tg2 a < 0, òî åñòü
èç äåëèìîñòè ýòîãî ÷èñëà íà 3 tg2 a− 1 ñëåäóåò, ÷òî tg2 a− 3 > 3 tg2 a− 1, òî åñòü 2 tg2 a 6 −2,
÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò, äðóãèõ îòâåòîâ, êðîìå ïîëó÷åííûõ ðàíåå, íåò.

5. (3 áàëëà) ×èñëà a, b è c � ðàçëè÷íûå êîðíè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà x3 + ax2 + bx − c.
Íàéäèòå èõ.

Îòâåò: a = 1, b = −2, c = 0.

Ðåøåíèå:

Ïðèìåðèâ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì ñèñòåìó
a+ b+ c = −a
ab+ ac+ bc = b
abc = c

.

Ïóñòü c = 0. Òîãäà òðåòüå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâîì, à ïåðâûå äâà ïðåâðàùàþòñÿ â{
a+ b = −a
ab = b

.

Òàê êàê b è c ðàçëè÷íû, çíà÷èò b 6= 0 è èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àì, ÷òî a = 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, b = −2a = −2.

Åñëè æå c 6= 0, èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ab = 1, òî åñòü
b = 1

a
. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ c = −2a− b = −2− 1

a
.

Âòîðîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ïðèîáðåòàåò âèä:

1 +

(
a+

1

a

)(
−2a− 1

a

)
= −1

a

2a2 + 2− 1

a
+

1

a2
= 0

Ïðè îòðèöàòåëüíûõ a âñå ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè ïîëîæèòåëüíû.
Ïðè a > 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 2 + 1

a2
> 0 è 2a2 − 1

a
> 0.

Ïðè 0 < a 6 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 2 + 2a2 > 0 è 1
a2
− 1

a
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü âñåãäà áîëüøå íóëÿ è óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.
Çíà÷èò, íàñ óñòðàèâàåò òîëüêî îòâåò èç ñëó÷àÿ c = 0.

6. (3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè AB = 13, BC = 20, AC = 21. Íà ñòîðîíå
AB îòìå÷åíà òî÷êà K, íà ñòîðîíå AC � òî÷êà L, íà ñòîðîíå BC � òî÷êà N . Èçâåñòíî, ÷òî
AK = 4, CN = 1, CL = 20

21
. ×åðåç òî÷êó K ïðîâåëè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ NL, îíà ïåðåñåêëà

ñòîðîíó AC â òî÷êå M . Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà NLMK.

Îòâåò: 493737
11830

= 41 8707
11830
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Ðåøåíèå:

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ïî ôîðìóëå Ãåðîíà ñîñòàâëÿåò 126.

SCLN =
CN · CL
BC · AC

· SABC =
1 · 20

21

20 · 21
· 126 =

126

212
=

2

7
.

SBKN =
BK ·BN
AB ·BC

· SABC =
19 · 9
13 · 20

· 126 =
10773

130
.

Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó B ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ NL. Îíà ïåðåñå÷¼ò ñòîðîíó AC â òî÷êå

X. Òðåóãîëüíèêè CNL è CBX ïîäîáíû, ñëåäîâàòåëüíî CX = CB·CL
CN

=
20· 20

21

1
= 400

21
, îòêóäà

AX = AC − CX = 21− 400
21

= 41
21
.

Òðåóãîëüíèê MKA ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó XBA ñ êîýôôèöèåíòîì AL
AB

= 4
13
.

SMKA =
16

169
SXBA =

16

169
· AX
AC
· SABC =

16

169
·

41
21

21
· 126 =

1312

1183
.

SNLMK = SABC − SCLN − SBKN − SMKA = 126− 2

7
− 10773

130
− 1312

1183
=

493737

11830
= 41

8707

11830

7. (3 áàëëà) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Ó êàæäîãî åñòü ïî îäíîìó õîäó: Ïåòÿ ðèñóåò
íà ïëîñêîñòè äâà êâàäðàòà 3 × 3, à Âàñÿ ìåíÿåò ïîëîæåíèå îäíîãî èç êâàäðàòîâ ïðè ïîìîùè
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Âàñÿ âûèãðûâàåò, åñëè ïîñëå åãî õîäà ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðàòîâ
ñîñòâàëÿåò õîòÿ áû 7. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Îòâåò: Âàñÿ.

Ðåøåíèå: Ñâîèì õîäîì Âàñå äîñòàòî÷íî ñîâìåñòèòü öåíòðû äâóõ êâàäðàòîâ. Òîãäà èõ âïè-
ñàííûå îêðóæíîñòè òàêæå ñîâïàäóò. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðàòîâ ñîñòàâèò
õîòÿ áû ïëîùàäü èõ âïèñàííîé îêðóæíîñè, òî åñòü íå áîëåå 9π

4
.

9π

4
>

9 · 3, 14
4

>
9 · 3, (1)

4
= 7.

Ðàçóìååòñÿ, ýòî íå åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ.

8. (5 áàëëîâ) Íà ïëîùàäè ñîáðàëîñü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî þíîøåé è äåâóøåê, íåêîòîðûå èç
êîòîðûõ çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì. Âñåãäà ëè âîçìîæíî ðàçäàòü èì ãàëñòóêè 99 öâåòîâ (êàæäûé
÷åëîâåê ïîëó÷àåò îäèí ãàëñòóê) òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè êàêîé-òî þíîøà çíàêîì õîòÿ áû ñ
2015 äåâóøêàìè, òî ñðåäè ýòèõ äåâóøåê åñòü äâå â ãàëñòóêàõ ðàçíîãî öâåòà è íàîáîðîò, åñëè
êàêàÿ-òî äåâóøêà çíàêîìà õîòÿ áû ñ 2015 þíîøàìè, ñðåäè íèõ åñòü þíîøè â ãàëñòóêàõ ðàçíûõ
öâåòîâ?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ó íàñ õîòÿ áû 99 ·2015+1 þíîøà, à ìíîæåñòâî äåâóøåê òàêîâî, ÷òî äëÿ êàæäîãî 2014-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà þíîøåé åñòü äåâóøêà (ðîâíî îäíà) êîòîðàÿ çíàêîìà ñî âñåìè ýòèìè
ìàëü÷èêàìè è áîëüøå íè ñ êåì.

Åñëè ìû ðàçäàäèì þíîøàì ãàëñòóêè 99 öâåòîâ, íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâî èç 2015 þíîøåé â øëÿ-
ïàõ îäíîãî öâåòà (èíà÷å ìàëü÷èêîâ âñåãî íå áîëåå 99·2015. Òîãäà äëÿ äåâóøêè, ñîîòâåòñòâóþùåé
ýòîìó ìíîæåñòâó, óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíÿåòñÿ.
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10 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ âñåõ x > 1:

x4 − 1

x3
> 7(x− 1)

2. (2 áàëëà) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàíà ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: x1 = 2, x1 + x2 + . . .+
xn−1 +

3
2
xn = 3. Íàéäèòå x1000.

Îòâåò: x1000 =
2

3999
.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî x1+x2+ . . .+xn−1+
3
2
xn = 3 äëÿ n = 1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ: 3

2
x1 = 3.

Äëÿ n > 2 âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà x1+x2+. . .+xn−1+
3
2
xn = 2 ðàâåíñòâî x1+x2+. . .+

3
2
xn−1 = 3,

ïîëó÷àåì, ÷òî 3
2
xn − 1

2
xn−1 = 0, îòêóäà xn = 1

3
xn−1 äëÿ n > 2.

Òàêèì îáðàçîì, xn � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 2 è ÷àñòíûì 1
3
, à çíà÷èò

x1000 =
2

3999
.

3. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ â ñóì-
ìå ñî ñâîåé îáðàòíîé ôóíêöèåé äà¼ò 2 â êàæäîé òî÷êå, ãäå îáå ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû.

4. (3 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî ctg a è ctg 3a öåëûå. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ctg a.

Îòâåò: −1, 0 èëè 1

5. (3 áàëëà) ×èñëà a, b è c � ðàçëè÷íûå êîðíè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà x3 + ax2 − bx − c.
Íàéäèòå èõ.

Îòâåò: a = −1, b = 2, c = 0.

6. (3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè AB = 21, BC = 20, AC = 13. Íà ñòîðîíå
BC îòìå÷åíà òî÷êà N , íà ñòîðîíå AB � òî÷êà L, íà ñòîðîíå AC � òî÷êà K. Èçâåñòíî, ÷òî
AK = 1, CN = 12, AL = 13

21
. ×åðåç òî÷êó N ïðîâåëè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ KL, îíà ïåðåñåêëà

ñòîðîíó AB â òî÷êå M . Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN .

Îòâåò: 14236
325

= 43161
325

7. (3 áàëëà) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Ó êàæäîãî åñòü ïî îäíîìó õîäó: Ïåòÿ ðèñóåò
íà ïëîñêîñòè äâà êâàäðàòà 4 × 4, à Âàñÿ ìåíÿåò ïîëîæåíèå îäíîãî èç êâàäðàòîâ ïðè ïîìîùè
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Âàñÿ âûèãðûâàåò, åñëè ïîñëå åãî õîäà ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðàòîâ
ñîñòàâëÿåò õîòÿ áû 12. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Îòâåò: Âàñÿ.

8. (5 áàëëîâ) Íà îëèìïèàäå ñîáðàëîñü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê, íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì. Âñåãäà ëè âîçìîæíî ðàçäàòü èì øëÿïû 100 öâåòîâ
(êàæäûé ÷åëîâåê ïîëó÷àåò îäíó øëÿïó) òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè êàêîé-òî ìàëü÷èê çíàêîì õî-
òÿ áû ñ 2014 äåâî÷êàìè, òî ñðåäè ýòèõ äåâî÷åê åñòü äâå â øëÿïàõ ðàçíîãî öâåòà è íàîáîðîò,
åñëè êàêàÿ-òî äåâî÷êà çíàêîìà õîòÿ áû ñ 2014 ìàëü÷èêàìè, ñðåäè íèõ åñòü ìàëü÷èêè â øëÿïàõ
ðàçíûõ öâåòîâ?

Îòâåò: Íåò.
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