
VIII Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Çàî÷íûé òóð

Ïðèâîäèì óñëîâèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà Âîñüìîé ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäû
èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Â îëèìïèàäå ìîãóò ó÷àñòâîâàòü øêîëüíèêè 8�11 êëàññîâ. Â ñïèñêå çàäà÷, ïðèâåäåííîì
íèæå, ïîñëå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà êàæäîé çàäà÷è óêàçàíî, ó÷àùèìñÿ êàêèõ êëàññîâ (íà ìîìåíò
ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû) îíà ïðåäíàçíà÷åíà. Âïðî÷åì, ìîæíî ðåøàòü òàêæå çàäà÷è è äëÿ áîëåå
ñòàðøèõ êëàññîâ (ðåøåííûå çàäà÷è äëÿ ìëàäøèõ êëàññîâ ïðè ïîäâåäåíèè èòîãîâ íå ó÷èòûâàþòñÿ).
Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ îò 0 äî 7 áàëëîâ. Ðåçóëüòàòîì ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ ñóììà
áàëëîâ ïî âñåì çàäà÷àì.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðóññêîì ÿçûêå äîëæíû áûòü ïîñëàíû íå ïîçäíåå 1 àïðåëÿ 2012 ãîäà.
Ðåøåíèÿ ñëåäóåò ïðèñûëàòü ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå â ôîðìàòàõ pdf, doc èëè jpg íà àäðåñ geo-
molymp@mccme.ru. Ïðè ýòîì âî èçáåæàíèå ïîòåðè ðàáîòû íóæíî ñîáëþäàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà.

1. Êàæäóþ ðàáîòó ñëåäóåò ïîñûëàòü îòäåëüíûì ïèñüìîì ñ óâåäîìëåíèåì î ïîëó÷åíèè.
Îáúåì ïèñüìà íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 Ìá.

2. Åñëè ðàáîòà ñîäåðæèòñÿ â íåñêîëüêèõ ôàéëàõ, æåëàòåëüíî ïðèñûëàòü èõ â âèäå àðõèâà.
3. Åñëè îáúåì ðàáîòû ïðåâûøàåò 10 Ìá, ðàçáåéòå åå íà íåñêîëüêî ïèñåì.
4. Â òåìå ïèñüìà íóæíî íàïèñàòü "ðàáîòà íà îëèìïèàäó èì. Øàðûãèíà" è óêàçàòü

ôàìèëèþ ó÷àñòíèêà, à â òåêñòå ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ñâåäåíèÿ îá ó÷àñòíèêå:
- ôàìèëèþ, èìÿ, îò÷åñòâî;
- ïîëíûé ïî÷òîâûé àäðåñ ñ èíäåêñîì, òåëåôîí, E-mail;
- êëàññ, â êîòîðîì ñåé÷àñ ó÷èòñÿ øêîëüíèê;
- íîìåð è àäðåñ øêîëû;
- ÔÈÎ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè è/èëè ðóêîâîäèòåëåé êðóæêà.
Åñëè ó Âàñ íåò âîçìîæíîñòè ïðèñëàòü ðàáîòó â ýëåêòðîííîì âèäå, ïðèøëèòå åå ïðîñòîé

áàíäåðîëüþ (èëè ïðèíåñèòå ñàìè) â îáû÷íîé òåòðàäè, íå ñâîðà÷èâàÿ òåòðàäü â òðóáêó, ïî
àäðåñó: 119002, Ìîñêâà Ã-002, Áîëüøîé Âëàñüåâñêèé ïåð., ä. 11., ÌÖÍÌÎ. Íà îëèìïèàäó èì.
Øàðûãèíà. Íà îáëîæêå òåòðàäè îáÿçàòåëüíî óêàæèòå âñå ñâåäåíèÿ, ïåðå÷èñëåííûå âûøå â
ï.4.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è íà÷èíàéòå ñ íîâîé ñòðàíèöû: ñíà÷àëà íàäî ïåðåïèñàòü óñëîâèå,
çàòåì çàïèñàòü ðåøåíèå, ïðè÷åì ñòàðàéòåñü ïèñàòü ïîäðîáíî, ïðèâîäÿ îñíîâíûå ðàññóæäåíèÿ è
âûêëàäêè, äåëàÿ àêêóðàòíûå ÷åðòåæè. Åñëè çàäà÷à íà âû÷èñëåíèÿ, â êîíöå åå ðåøåíèÿ äîëæåí
áûòü îò÷åòëèâî âûäåëåííûé îòâåò. Ïèøèòå àêêóðàòíî, âåäü Âû æå çàèíòåðåñîâàíû â òîì, ÷òîáû
Âàøó ðàáîòó ìîæíî áûëî ïîíÿòü è ñïðàâåäëèâî îöåíèòü!

Åñëè Âû ïîëüçóåòåñü â ðåøåíèè êàêîé-òî èçâåñòíîé òåîðåìîé èëè ôàêòîì, ïðèâåäåííûì â
çàäà÷å èç øêîëüíîãî ó÷åáíèêà, ìîæíî ïðîñòî íà ýòî ñîñëàòüñÿ (÷òîáû áûëî ïîíÿòíî, êàêóþ
èìåííî òåîðåìó èëè ôàêò Âû èìååòå â âèäó). Åñëè æå Âàì íåîáõîäèì ôàêò, íå âñòðå÷àþùèéñÿ
â øêîëüíîì êóðñå, åãî îáÿçàòåëüíî íàäî äîêàçàòü (èëè ñîîáùèòü, èç êàêîãî èñòî÷íèêà îí âçÿò).

Ìîæíî (õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî) óêàçàòü â ðàáîòå, êàêèå çàäà÷è Âàì ïîíðàâèëèñü. Æþðè
áóäåò èíòåðåñíî óçíàòü Âàøå ìíåíèå.

Ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà � ó÷àùèåñÿ 8�10 êëàññîâ áóäóò ïðèãëàøåíû íà ôèíàëüíûé
òóð, êîòîðûé ñîñòîèòñÿ ëåòîì 2012 ãîäà â ã. Äóáíà ïîä Ìîñêâîé. Ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà
� âûïóñêíèêè øêîë ïîëó÷àò Ãðàìîòû îðãêîìèòåòà îëèìïèàäû. Ñïèñêè ïîáåäèòåëåé áóäóò
îïóáëèêîâàíû íà ñàéòå www.geometry.ru íå ïîçäíåå êîíöà ìàÿ 2012 ã. Ñâîè ðåçóëüòàòû Âû
ñìîæåòå óçíàòü ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå.
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1. (8) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà AB, à òî÷êà D � îñíîâàíèå âûñîòû CD.
Äîêàæèòå, ÷òî ∠A = 2∠B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AC = 2MD.

2. (8) Âïèñàííûé n-óãîëüíèê ðàçáèò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ (âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ) äèàãîíàëÿìè
íà òðåóãîëüíèêè. Êàæäûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ ïîäîáåí õîòÿ áû îäíîìó èç
îñòàëüíûõ.
Ïðè êàêèõ n âîçìîæíà îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ?

3. (8) Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC,CA òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ
C1, A1, B1. Ïðÿìûå AI, CI, B1I ïåðåñåêàþò A1C1 â òî÷êàõ X, Y , Z ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî ∠Y B1Z = ∠XB1Z

4. (8) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, à P � ïðîåêöèÿ âåðøèíû B
íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC. Ïðÿìàÿ PM ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå Q.
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê QPB ðàâíîáåäðåííûé

5. (8) Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC ïðîèçâîëüíî âûáðàíà òî÷êà D. Êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ
â òî÷êå D ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BDC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå
C1; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà A1. Äîêàæèòå, ÷òî A1C1||AC.

6. (8�9) Íà ãèïîòåíóçå AC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êó C1 òàêóþ, ÷òî
BC = CC1.Çàòåì íà êàòåòå AB îòìåòèëè òî÷êó C2 òàêóþ, ÷òî AC2 = AC1; àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà A2. Íàéäèòå óãîë AMC, ãäå M � ñåðåäèíà îòðåçêà A2C2.

7. (8�9) Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû óãëîâ A è B îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû
ïðîòèâîëåæàùèì ñòîðîíàì. Íàéäèòå óãîë C.

8. (8�9) Ïóñòü BM � ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC (∠B = 90◦). Îêðóæíîñòü,
âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABM , êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, AM â òî÷êàõ A1, A2; àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè C1, C2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2 è C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ íà áèññåêòðèñå
óãëà ABC.

9. (8�9) Âîññòàíîâèòå òðåóãîëüíèê ABC ïî ïðÿìûì lb è lc , ñîäåðæàùèì áèññåêòðèñû óãëîâ
B è C, è îñíîâàíèþ áèññåêòðèñû óãëà A � òî÷êå L1.

10. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå âñå ñòîðîíû è âñå óãëû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
à)(8�9) Ìîæåò ëè íàèáîëüøèé óãîë ïðèìûêàòü ê íàèáîëüøåé ñòîðîíå, è ïðè ýòîì íàèìåíüøèé
ïðèìûêàòü ê íàèìåíüøåé?
á)(9�11) Ìîæåò ëè íàèáîëüøèé óãîë íå ïðèìûêàòü ê íàèìåíüøåé ñòîðîíå, è ïðè ýòîì
íàèìåíüøèé íå ïðèìûêàòü ê íàèáîëüøåé?

11. Äàí òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà P . Òî÷êè A′, B′, C ′ � ïðîåêöèè P íà BC, CA, AB. Ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P è ïàðàëëåëüíàÿ AB, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà PA′B′ â òî÷êå C1. Òî÷êè A1, B1 îïðåäåëåíû àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî
à) (8-10) ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå;
á) (9�11) òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ïîäîáíû.
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12. (9�10) Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O è ïàðàëëåëüíàÿ BC, ïåðåñåêàåò AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî.
Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè O äî ñòîðîí AB è AC ðàâíà OA. Äîêàæèòå,
÷òî ñóììà îòðåçêîâ PB è QC ðàâíà PQ.

13. (9�10) Äàíû òî÷êè A, B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òàêèõ òî÷åê C, ÷òî C, ñåðåäèíû
îòðåçêîâ AC, BC è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

14. (9�10) Â âûïóêëîì ÷åòûð�åõóãîëüíèêå ABCD AC ∩ BD = O è M � ñåðåäèíà BC. Ïóñòü
MO ∩ AD = E. Äîêàæèòå, ÷òî AE

ED
=

S4ABO

S4CDO
.

15. (9�11) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå l, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
òðè ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå l îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

16. (9�11) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, ãäå AB � ãèïîòåíóçà. Ïóñòü M � ñåðåäèíà
AB, O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ω òðåóãîëüíèêà CMB. Ïðÿìàÿ AC âòîðè÷íî
ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êå K. Îòðåçîê KO ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AL è KM ïåðåñåêàþòñÿ íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACM .

17. (9�11) Êâàäðàò ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Òî÷êà M ëåæèò íà äóãå BC, ïðÿìàÿ AM
ïåðåñåêàåò BD â òî÷êå P , ïðÿìàÿ DM ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü
÷åòûð¼õóãîëüíèêà APQD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè êâàäðàòà.

18. (9�11) Íà ïëîñêîñòè íà÷åð÷åí òðåóãîëüíèê è â í¼ì îòìå÷åíû äâå òî÷êè. Èçâåñòíî, ÷òî
êàêîé-òî èç óãëîâ ðàâåí 58◦, êàêîé-òî èç îñòàëüíûõ 59◦, êàêàÿ-òî èç îòìå÷åííûõ òî÷åê
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè, à äðóãàÿ � öåíòðîì îïèñàííîé. Èñïîëüçóÿ
òîëüêî ëèíåéêó áåç äåëåíèé, îïðåäåëèòå, ãäå êàêîé óãîë è ãäå êàêàÿ òî÷êà.

19. (10�11) Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ X, Y , ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè
òîæå ðàâíî 1. Èç òî÷êè C îäíîé îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ê äðóãîé êàñàòåëüíûå CA, CB,
âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùèå ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ B′, A′. Ïðÿìûå AA′ è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå Z. Íàéäèòå óãîë XZY .

20. (10�11) Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå AB îòìåòèëè òî÷êó D. Ïóñòü ω1 è Ω1, ω2 è
Ω2 � ñîîòâåòñòâåííî âïèñàííûå è âíåâïèñàííûå (êàñàþùèåñÿ AB âî âíóòðåííåé òî÷êå)
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ACD è BCD. Äîêàæèòå, ÷òî îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê
ω1 è ω2, Ω1 è Ω2 ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AB.

21. (10�11) ×åðåç îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå
ïðÿìûå. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà âûñåêàþò íà êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ äâà îòðåçêà: îäèí,
ëåæàùèé âíóòðè òðåóãîëüíèêà, âòîðîé � âíå åãî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âíóòðåííèõ
îòðåçêîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ âíåøíèõ.

22. (10�11) Â ñåãìåíò, îãðàíè÷åííûé õîðäîé è äóãîé AB îêðóæíîñòè, âïèñàíà îêðóæíîñòü ω
ñ öåíòðîì I. Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó óêàçàííîé äóãè AB ÷åðåç M , à ñåðåäèíó äîïîëíèòåëüíîé
äóãè ÷åðåç N . Èç òî÷êè N ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, êàñàþùèåñÿ ω â òî÷êàõ C è D. Ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû AC è BD ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, äèàãîíàëè ABCD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X, Y , I è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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23. (10�11) Íà êàæäîé èç äâåíàäöàòè äèàãîíàëåé ãðàíåé êóáà âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
Îïðåäåëÿåòñÿ öåíòð òÿæåñòè ýòèõ äâåíàäöàòè òî÷åê. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âñåõ
òàêèõ öåíòðîâ òÿæåñòè.

24. (10�11) Íà ïëîñêîñòè äàíû n (n > 2) òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ìîæíî ðàçáèòü íà äâà
íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ïîäìíîæåñòâ íå ïåðåñåêàëèñü?
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