
10 êëàññ Èíâåðñèÿ 9 îêòÿáðÿ 2017

Îïðåäåëåíèå. Èíâåðñèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R íàçûâàåòñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå, êîòîðîå êàæäóþ òî÷êó A, îòëè÷íóþ îò O, ïåðåâîäèò â òî÷êó A1 íà ëó÷å
OA, ïðè÷åì |OA| · |OA1| = R2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà O ïåðåõîäèò â áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ òî÷êó, à áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò â O.

1. a) Ïóñòü AM è AN � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè ω, ïðîâåä¼ííûå èç òî÷êè A, A0

� ñåðåäèíà MN . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A è A0 èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè
ω (ò.å. A ïåðåõîäèò â A0 ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî ω).
b) Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AB = AC). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè èíâåð-
ñèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè A ñ ðàäèóñîì AB äóãà BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC ïåðåéä¼ò â îòðåçîê BC.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè èíâåðñèè ñ öåíòðîì â òî÷êå O
a) ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O, ïåðåéäåò â ñåáÿ;
b) îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O, ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
öåíòð;
c) ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O, ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç O;
d) îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O, ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç O.

3. Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå êàñàíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü ïðî ïðÿìûå, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé?

4. Äàíû ÷åòûðå îêðóæíîñòè, ïðè÷åì ïåðâàÿ êàñàåòñÿ âòîðîé, âòîðàÿ � òðåòüåé,
òðåòüÿ � ÷åòâåðòîé, à ÷åòâåðòàÿ � ïåðâîé. Âñå êàñàíèÿ âíåøíèå. Äîêàæèòå, ÷òî 4
òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

5. Íàéäèòå ÃÌÒ òî÷åê êàñàíèÿ ïàð îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ñåãìåíò.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ íåïåðåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ñóùåñòâó-
åò èíâåðñèÿ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò èõ â êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

7. Ïîðèçì Øòåéíåðà. Ðàññìîòðèì äâå íåïåðåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè S1 è S2 (S1

ëåæèò âíóòðè S2). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðóæíîñòè ω1, êàñàþùóþñÿ èõ îáåèõ (S1 �
âíåøíèì îáðàçîì, S2 � âíóòðåííèì), ïîñòðîèì öåïî÷êó êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó � äëÿ êàæäîãî i îêðóæíîñòü ωi òàêîâà, ÷òî îíà êàñàåòñÿ
S1 (âíóòðåííèì îáðàçîì), S2 è ωi−1 (âíåøíèì îáðàçîì). Ïóñòü öåïî÷êà çàìêíóëàñü
çà n øàãîâ, òî åñòü ωn êàñàåòñÿ ω1. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé
îêðóæíîñòè ω1 öåïî÷êà çàìêíåòñÿ çà n øàãîâ.
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