
ÖÏÌ. Êðóæîê 9-2 06.11.2017

Òåîðåìà Òóðàíà è íå òîëüêî

1. Â êëàññå 17 ó÷åíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ òðåõ ó÷åíèêîâ íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà äðóãà.

Äîêàæèòå, ÷òî â êëàññå åñòü ó÷åíèê, ó êîòîðîãî íå ìåíåå 8 äðóçåé.

2. Â êîëëåêòèâå èç 30 ÷åëîâåê ëþáûõ ïÿòåðûõ ìîæíî óñàäèòü çà êðóãëûé ñòîë òàêèì îáðàçîì, ÷òî

êàæäûé áóäåò ñèäåòü ñî ñâîèì çíàêîìûì. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì êîëëåêòèâå íàéäåòñÿ êîìïàíèÿ èç 10
÷åëîâåê, ãäå êàæäûé çíàêîì ñ êàæäûì.

3. Â ãðàôå íà 300 âåðøèíàõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíåå 190. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 25
òðåóãîëüíèêîâ, ïîïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí.

4. Â êðóæêå 20 ó÷åíèêîâ. Ñðåäè íèõ åñòü ó÷åíèê, èìåþùèé ñðåäè êðóæêîâöåâ îäíîãî äðóãà; ó÷åíèê,

èìåþùèé ñðåäè êðóæêîâöåâ äâóõ äðóçåé; . . .; ó÷åíèê, èìåþùèé ñðåäè êðóæêîâöåâ 14 äðóçåé. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäóòñÿ òðîå êðóæêîâöåâ, ëþáûå äâîå èç êîòîðûõ äðóæàò.

5. 22øêîëüíèêà ó÷àñòâîâàëè â ñúåçäå þíûõ ïèñàòåëåé. Ïîñëå ñúåçäà êàæäûé èç íèõ ïðî÷èòàë ïðîèçâå-
äåíèÿ òðåõ þíûõ ïèñàòåëåé, ïîáûâàâøèõ íà ñúåçäå. Äîêàæèòå, ÷òî èç äåëåãàòîâ ñúåçäà ìîæíî ñîñòàâèòü

êîìèññèþ èç ÷åòûðåõ ÷åëîâåê òàê, ÷òî â êîìèññèè íèêòî íå ÷èòàë ïðîèçâåäåíèÿ îñòàëüíûõ åå ÷ëåíîâ.

6. Â ãðàôå 34 âåðøèíû, ñòåïåíü êàæäîé íå ìåíåå 4, è äëÿ êàæäîé âåðøèíû åñòü åùå ðîâíî îäíà

âåðøèíà òîé æå ñòåïåíè. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü òðè âåðøèíû, ïîïàðíî ñîåäèíåííûå ðåáðàìè.

7. Íà êîíãðåññ ïðèåõàëî 100 ó÷åíûõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñäåëàë äîêëàä. Â êîíöå êàæäûé çàÿâèë, ÷òî

åìó ïîíðàâèëîñü ðîâíî 83 äîêëàäîâ, ñäåëàííûõ åãî êîëëåãàìè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòâåðî, êàæäîìó
èç êîòîðûõ ïîíðàâèëèñü äîêëàäû òðåõ äðóãèõ.

8. Íåêîòîðûå ãîðîäà Ãðàôèíèè ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò íå áîëåå n äîðîã,

íî ñðåäè êàæäûõ m ãîðîäîâ åñòü äâà, ñîåäèíåííûå äîðîãîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äðóãèå ãîðîäà. Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ ìîæåò áûòü â Ãðàôèíèè?

9. Â ñòðàíå 210 ãîðîäîâ è ñîâñåì íåò äîðîã. Êîðîëü õî÷åò ïîñòðîèòü íåñêîëüêî äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì

äâèæåíèåì òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ òðåõ ãîðîäîâ A, B, C, ìåæäó êîòîðûìè åñòü äîðîãè, âåäóùèå èç A â B
è èç B â C, íå áûëî áû äîðîãè, âåäóùåé èç A â C. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî äîðîã îí ñìîæåò ïîñòðîèòü?

10. Â ãðàôå íà 2n âåðøèíàõ n2 + 1 ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì íàéäåòñÿ íå ìåíåå n òðåóãîëüíèêîâ.
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