
7 êëàññ Èíäóêöèÿ 24 ìàðòà 2018

1. Íà ñòîëå ñòîÿò 2048 ñòàêàíîâ ñ âîäîé. Ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâà è óðàâíÿòü

êîëè÷åñòâî âîäû â íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óðàâíÿòü êîëè÷åñòâî âîäû âî

âñåõ ñòàêàíàõ.

2. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

à) 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2 ; á) 1

1·2 + 1
2·3 + . . .+ 1

n(n+1) = 1− 1
n+1 ;

â) 1
2 + 1

4 + . . .+ 1
2k

= 1− 1
2k
; ã) 1 + 2 · 2! + 3 · 3! + . . . n · n! = (n+ 1)!− 1;

ä) 12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

3. Èç êëåò÷àòîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1024 âûðåçàëè îäíó êëåòêó. Äîêàæè-

òå, ÷òî ïîëó÷èâøóþñÿ ôèãóðó ìîæíî çàïîëíèòü òð¼õêëåòî÷íûìè óãîëêàìè.

4. ×èñëî a òàêîâî, ÷òî ÷èñëî a + 1
a � öåëîå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî an + 1
an � òîæå öåëîå.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóì-

ìó íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè (ò.å. ïåðåâåñòè åãî â äâîè÷íóþ

ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ).

6. Íà êîëüöåâîé äîðîãå ñòîÿò áåíçîêîëîíêè. Ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà áåí-

çèíà âî âñåõ áåíçîêîëîíêàõ õâàòèò íà òî, ÷òîáû ïðîåõàòü öåëûé êðóã. Åñòü

ìàøèíà ñ ïóñòûì äîñòàòî÷íî áîëüøèì áåíçîáàêîì. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà

ìîæíî íàéòè áåíçîêîëîíêó, ñòàðòîâàâ ñ êîòîðîé, óäàñòñÿ ïðîåõàòü öåëûé

êðóã.

7. Â ñòðàíå n > 3 ãîðîäîâ. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ ïðîâåäåíà äîðîãà ñ

îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Îêàçàëîñü, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîåõàòü

äî ëþáîãî äðóãîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé

ïî âñåì ãîðîäàì îäèí ðàç, è âîçâðàùàþùèéñÿ â íà÷àëüíûé ãîðîä.

8. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ëåñòíèöó âûñîòû n
íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè, à

ïëîùàäè ïîïàðíî ðàçëè÷íû?

9. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 äîêàæèòå, ÷òî

√
2
√

3...
√

(n− 1)
√
n < 3.

10. Â êîìïàíèè 100 äåòåé, íåêîòîðûå äåòè äðóæàò. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âû-

äåëåíèè ëþáîãî ðåá¼íêà îñòàâøèõñÿ 99 äåòåé ìîæíî ðàçáèòü íà 33 ãðóïïû

ïî òðè ÷åëîâåêà òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå âñå òðîå ïîïàðíî äðóæèëè.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïàð äðóæàùèõ äåòåé.
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