
7 êëàññ Ãðàôû. Äåðåâüÿ 10 ìàðòà 2018

Îïðåäåëåíèå. Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì äåðåâå, â êîòîðîì õîòÿ áû 2 âåðøèíû, åñòü âåðøèíà
ñòåïåíè 1 (òàêèå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ âèñÿ÷èìè).

á) Ñêîëüêî ð¼áåð â äåðåâå íà n âåðøèíàõ?

2. à)Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå ìîæíî âûäåëèòü ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé
âñå âåðøèíû è ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì (òàêîé ïîäãðàô íàçûâàåòñÿ îñòîâîì).

á) Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ õîòÿ áû n− 1 ðåáðî.

3. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû äåðåâà ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû íè-
êàêèå äâå âåðøèíû îäíîãî öâåòà íå áûëè ñîåäèíåíû ðåáðîì.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò âåðøèíà, ïðè óäàëåíèè êî-
òîðîé ãðàô íå ïåðåñòà¼ò áûòü ñâÿçíûì.

5. Âîëåéáîëüíàÿ ñåòêà èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà 50× 600 êëåòîê. Êàêîå íàè-
áîëüøåå ÷èñëî å¼ âåð¼âî÷åê ìîæíî ïåðåðåçàòü, ÷òîáû ñåòêà íå ðàñïàëàñü?

6. Â âîåííóþ ÷àñòü ÷àñòü ïðèåõàëî n íåçíàêîìûõ äðóã äðóãó íîâîáðàíöåâ. Êàæäî-
ìó èç íèõ ïðàïîðùèê ñêàçàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàê, ÷òî ñóììà âñåõ n ÷èñåë ðàâíà
2n−2. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ïîçíàêîìèòü ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òîáû êàæäûé íîâî-
áðàíåö èìåë êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ, ðàâíîå ÷èñëó, ñîîáù¼ííîìó åìó ïðàïîðùèêîì.

7. Â íåêîòîðîì êîðîëåâñòâå áûëî 32 ðûöàðÿ. Íåêîòîðûå èç íèõ áûëè âàññàëàìè
äðóãèõ (âàññàë ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíîãî ñþçåðåíà, ïðè÷¼ì ñþçåðåí âñåãäà áîãà÷å
ñâîåãî âàññàëà). Ðûöàðü, èìåâøèé íå ìåíåå ÷åòûð¼õ âàññàëîâ, íîñèë òèòóë áàðîíà.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî áàðîíîâ ìîãëî áûòü? (Â êîðîëåâñòâå äåéñòâîâàë çàêîí:
"âàññàë ìîåãî âàññàëà � íå ìîé âàññàë".)

8. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è 199 äîðîã ìåæäó íèìè. Èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äî-
áðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çàêðûòü âñå äîðîãè íåêîòîðîãî
öèêëè÷åñêîãî ìàðøðóòà òàê, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî
äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.

9. Äàíî äåðåâî ñ n > 2 âåðøèíàìè. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ åãî âèñÿ÷èõ âåð-
øèí, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ÷¼òíî. Äîáàâèì ê ýòîìó äåðåâó ð¼áðà íåêîòîðîãî öèêëà,
ïðîõîäÿùåãî òîëüêî ïî âåðøèíàì ìíîæåñòâà A è ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Äîêàæè-
òå, ÷òî âåðøèíû ïîëó÷åííîãî ãðàôà ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â òðè öâåòà (ò.å.
íèêàêèå äâå âåðøèíû îäíîãî öâåòà íå äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû ðåáðîì).

10. Ðàñêðàøåííûé â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà êóáèê ñ ãðàíüþ â îäíó êëåòêó ïîñòàâèëè
íà îäíó èç êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè è ïðîêàòèëè ïî íåé òàê, ÷òî êóáèê ïîáûâàë
íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ìîã ëè êóáèê áûòü ðàñêðàøåí òàê, ÷òî
êàæäûé ðàç öâåòà êëåòêè è ñîïðèêîñíóâøåéñÿ ñ íåé ãðàíè ñîâïàäàëè?
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