
10 êëàññ Ñïóñê ïî Âèåòó 15 ìàðòà 2018

1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëî
a2 + b2

ab− 1
� öåëîå. Äîêàæèòå,

÷òî îíî ðàâíî 5.

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëî a2 + b2 + 1 äåëèòñÿ íà ab.
à) ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ÷àñòíîå?

á) Äîêàæèòå, ÷òî a è b � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, k âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî
a2 + b2

ab+ 1
= k, òî k � òî÷íûé êâàäðàò.

á) Äëÿ íàòóðàëüíîãî m çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0 = 0, a1 = m,

an+2 = m2an+1 − an. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà x è y,

äëÿ êîòîðûõ
x2 + y2

xy + 1
= m2, ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè.

4. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå a2 + b2 + c2 = kabc â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ

à) íå èìååò ðåøåíèé ïðè k = 2;
á) íå èìååò ðåøåíèé ïðè k > 3;
â) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé ïðè k = 1 è k = 3.

5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî 0 < a2 + b2 − abc < c. Äîêàæèòå,
÷òî a2 + b2 − abc � òî÷íûé êâàäðàò.

6. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ âîç-

ðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {ai} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî n ÷èñëî a2n + k äåëèòñÿ íà an+1, à ÷èñëî a2n+1 + k äåëèòñÿ íà an.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, á�îëüøèå 102018,
òàêèå, ÷òî a2 + b2 + c2 + d2 = abc+ abd+ acd+ bcd.

8. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïàð ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n), ìåíüøèõ
100, äëÿ êîòîðûõ m2 − 1 äåëèòñÿ íà n, à n2 − 1 äåëèòñÿ íà m.

9. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 4a3 + b+ c = 4abc+ 2a.

10. Êàêèå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå
(a+ b+ c)2

abc
ïðè íàòóðàëüíûõ a, b, c?
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