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Îïðåäåëåíèå 1. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ � ýòî óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ âèäà

x2 −my2 = 1,

ãäå m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ (x0, y0) íåòðèâèàëüíûì, åñëè (x0, y0) 6= (±1, 0).
Îïðåäåëåíèå 3. Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ (x0, y0) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè

x0, y0 > 0 è x0 + y0 ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Q[
√
m], ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë âèäà x+y

√
m, ãäå x, y � öåëûå,

m � íàòóðàëüíîå. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà îïðåäåëèì íîðìó N(x+ y
√
m) = x2 −my2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

a ∈ Q[
√
m] äåëèòñÿ íà b ∈ Q[

√
m], åñëè ñóùåñòâóåò c ∈ Q[

√
m], òàêîå ÷òî a = bc.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a, b ∈ Q[
√
m], òî N(ab) = N(a) ·N(b), N(a

b
) = N(a)

N(b)
(åñëè N(b) 6= 0).

2. à) Ïóñòü x1 + y1
√
m è x2 + y2

√
m ïðèíàäëåæàò Q[

√
m], n = N(x2 + y2

√
m). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

x1 ≡ x2 (mod n) è y1 ≡ y2 (mod n), òî x1 + y1
√
m äåëèòñÿ íà x2 + y2

√
m.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû n2 + 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 −my2 = n, òî ñóùåñòâóåò
íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 −my2 = 1.

3. Ïóñòü ïàðà ÷èñåë (a, b) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2−my2 = 1. Îïðåäåëèì
ïðåîáðàçîâàíèå f(x, y) = (ax+mby, ay + bx).

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (x0, y0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, òî f(x0, y0) � òîæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ïåëëÿ.

á) Çàìåòèì, ÷òî, èñõîäÿ èç òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ (1, 0), ìû ìîæåì ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ðåøåíèé (xi, yi) ïî ôîðìóëå (xi, yi) = f(xi−1, yi−1). Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, îòëè÷íûõ îò ýëåìåíòîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4. Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé ìíîãî-
óãîëüíèê ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 0). Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà áîëüøå ÷åòûð¼õ. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè
íåãî åñòü åù¼ õîòÿ áû îäíà öåëàÿ òî÷êà.

5. Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëû, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè x2 − my2 = N è x2 − my2 = −N . Âûáåðåì äâå
òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x0; y0), (−x0;−y0) íà ïåðâîé ãèïåðáîëå è äâå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (

√
my0;

x0√
m
),

(−
√
my0;− x0√

m
) íà âòîðîé.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ íå çàâèñèò îò x0 è y0.
Íàéäèòå ýòó ïëîùàäü.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî N íà ãèïåðáîëå, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2 − my2 = N , íàéäåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëûõ òî÷åê.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå Ïåëëÿ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

6. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n òàêèå, ÷òî Ck−1
n = 2Ck

n + Ck+1
n äëÿ íåêîòîðîãî k < n.

7. Íàçîâåì áåëûìè ÷èñëà âèäà
√

a+ b
√
2, ãäå a, b � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Àíà-

ëîãè÷íî, íàçîâåì ÷åðíûìè ÷èñëà âèäà
√

c+ d
√
7, ãäå c, d � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷åðíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ
áåëûõ.

8. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 3. Äîêàæèòå, ÷òî ðîâíî îäíî èç óðàâíåíèé x2 − py2 = ±2 èìååò
ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
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