
10 êëàññ Öåëûå ãàóññîâû ÷èñëà 12 ôåâðàëÿ 2018

Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî a+ bi íàçûâàåòñÿ öåëûì ãàóññîâûì, åñëè
a è b � öåëûå ÷èñëà. Åãî íîðìîé íàçîâ¼ì ÷èñëî ||a+ bi|| = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.
Ìíîæåñòâî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì Z[i].

Îïðåäåëåíèå 2. Öåëîå ãàóññîâî ÷èñëî u êðàòíî öåëîìó ãàóññîâó ÷èñëó v, åñëè
ñóùåñòâóåò öåëîå ãàóññîâî ÷èñëî w òàêîå, ÷òî u = wv.

Îïðåäåëåíèå 3. Öåëîå ãàóññîâî ÷èñëî u íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì (èëè äåëèòå-
ëåì åäèíèöû), åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ãàóññîâî ÷èñëî v òàêîå, ÷òî uv = 1.

Îïðåäåëåíèå 4. Âñå ãàóññîâû ÷èñëà äåëÿòñÿ íà äåëèòåëè åäèíèöû, ïîýòîìó
ëþáîå ãàóññîâî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò äåëèòåëåé åäèíèöû, èìååò êàê ìèíèìóì ñëåäó-
þùèå äåëèòåëè: äåëèòåëè åäèíèöû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà ñàìî ýòî ÷èñëî. Òàêèå
äåëèòåëè íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðîñòîå öåëîå ãàóññîâî ÷èñëî � ýòî íåíóëåâîå ÷èñëî, íå èìå-
þùåå äðóãèõ äåëèòåëåé, êðîìå òðèâèàëüíûõ. ×èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòûì, íà-
çûâàåòñÿ ñîñòàâíûì.

1. a) Íàéäèòå âñå öåëûå ãàóññîâû îáðàòèìûå ÷èñëà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë âîçìîæíî äåëåíèå ñ îñòàòêîì, ò.å.
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z[i] (b 6= 0) íàéäóòñÿ q, r ∈ Z[i] òàêèå, ÷òî a = bq + r è ‖r‖ < ‖b‖.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ãàóññîâî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò äåëèòåëåé åäèíèöû, åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé è óìíîæåíèå èõ íà äå-
ëèòåëè åäèíèöû) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ãàóññîâûõ.

2. a) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé äåëèòåëü p ÷èñëà m2 + 1, ãäå m � öåëîå, ïðåäñòàâèì â
âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî p = 4k + 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû
êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

3. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íîðìà öåëîãî ãàóññîâîãî ÷èñëà z � ïðîñòîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, òî z ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ãàóññîâûì.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè z ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ãàóññîâûì, îòëè÷íûì îò öåëîãî ÷èñ-
ëà, òî åãî íîðìà � ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p = 4k + 3 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
ãàóññîâûì ÷èñëîì.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêîå ïðîñòîå ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû
êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ñóùåñòâåííî ðàçíûìè (ò.å. íå ïîëó÷àþùèìèñÿ îäèí èç
äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ) ñïîñîáàìè.

5. Ïóñòü p � öåëîå ïðîñòîå ãàóññîâî ÷èñëî. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç-
ëè÷íûõ öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë ìîæíî âçÿòü òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü íèêàêèõ äâóõ íå
äåëèëàñü íà p?

6. Ïóñòü m = 2αpα1
1 . . . pαr

r , ãäå âñå ïðîñòûå ÷èñëà pi ðàçëè÷íû è èìåþò âèä 4k+1,
à âñå ÷èñëà αi íå÷¼òíû. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà m â âèäå
a+ b, ãäå a è b � òî÷íûå êâàäðàòû, ðàâíî (α1 + 1) · . . . · (αr + 1).

7. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a) x2 + 1 = y3; á) x2 + 4 = y3.
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