
10 êëàññ Èíâåðñèÿ + ñèììåòðèÿ 8 ôåâðàëÿ 2018

1. Ïóñòü ω � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
òî÷êå O êàñàåòñÿ îòðåçêà BC â òî÷êå P , è äóãè BC îêðóæíîñòè ω, íå ñîäåðæàùåé
òî÷êè A, â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ∠BAO = ∠CAO, òî ∠PAO = ∠QAO.

2. Óãëû AOB è COD ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì òàê, ÷òî ëó÷ OA ñîâìåùàåòñÿ ñ
ëó÷îì OC, à ëó÷ OB � ñ OD. Â íèõ âïèñàíû îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ
E è F . Äîêàæèòå, ÷òî ∠AOE = ∠DOF .

3. Îêðóæíîñòü γ âïèñàíà â óãîë B òðåóãîëüíèêà ABC è êàñàåòñÿ åãî îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå P . Îáîçíà÷èì åå òî÷êè êàñàíèÿ ñî
ñòîðîíàìè AB è BC ÷åðåç X è Y ; I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC. Ïóñòü òàêæå âíåâïèñàííàÿ â óãîë B îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ
ñòîðîíû AC â òî÷êå Q.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ∠ABP = ∠CBQ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî I ëåæèò íà ïðÿìîé XY .

â) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííûå òî÷êàì Æåðãîííà è Íàãå-
ëÿ, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî öåíòðàìè îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé ãîìîòåòèé,
ïåðåâîäÿùèõ âïèñàííóþ îêðóæíîñòü â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BD (òî÷êà D ëåæèò íà îòðåçêå
AC). Ïðÿìàÿ BD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC,
â òî÷êàõ B è E. Îêðóæíîñòü ω, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå DE êàê íà äèàìåòðå,
ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ E è F . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ
ïðÿìîé BF îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BD, ñîäåðæèò ìåäèàíó òðåóãîëüíèêà ABC.

5. Áîêîâûå ñòîðîíû AB è CD òðàïåöèè ABCD ÿâëÿþòñÿ õîðäàìè êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé ω1 è ω2 ñîîòâåòñòâåííî. Ãðàäóñíûå ìåðû êàñàþùèõñÿ äóã AB è CD
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî α è β. Ïóñòü ω3 è ω4 � òàêæå îêðóæíîñòè ñ õîðäàìè AB è
CD ñîîòâåòñòâåííî, íî ãðàäóñíûå ìåðû àíàëîãè÷íûõ äóã AB è CD ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî β è α. Äîêàæèòå, ÷òî ω3 è ω4 òîæå êàñàþòñÿ.

6. Â óãëû B è C òðåóãîëüíèêà ABC âïèñàíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ω è
γ ñ öåíòðàìè P è Q. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠BAQ = ∠CAP . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü,
êàñàþùàÿñÿ γ è ω âíåøíèì îáðàçîì è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A, êàñàåòñÿ è îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

7. Ïóñòü M è N � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû áîëüøîé è ìàëåíüêîé äóãè BC îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Èç âåðøèíû B ïðîâåäåíà
âûñîòà BH. Òî÷êà K íà ïðÿìîé AN âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠KHM = 90◦.
Äîêàæèòå, ÷òî BN = BK.

8. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ òð¼õ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà "èíâåðñèÿ+ñèììåòðèÿ",
ïðèìåí¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî ê òð¼ì âåðøèíàì òðåóãîëüíèêà, åñòü òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå.
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