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Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå (èëè ñ÷¼òíîå)
ìíîæåñòâî Ω = {ω1, ω2, ..., ωn}, êàæäîìó ýëåìåíòó ωi êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî pi, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì pi > 0,

∑n
i=1 pi = 1. Ïîäìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè,

ýëåìåíòû ωi � ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè. Äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A ∈ Ω îïðåäåëåíà åãî âåðîÿòíîñòü

P (A) ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû P (A) =
∑

ωi∈A pi.
Ôóíêöèÿ ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Äëÿ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëåíî
å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: Eξ =

∑n
i=1 piξ(ωi). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè: äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è ν è äëÿ ëþáîãî λ ∈ R âûïîëíåíî
E(ξ + µ) = Eξ + Eµ, E(λ · ξ) = λ · E(ξ).
Êàæäîìó ñîáûòèþ A ⊂ Ω ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî èíäèêàòîð � ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó IA(ω), ðàâíóþ 1
äëÿ ω ∈ A è 0 ïðè ω ∈ Ω\A. Âåðíî ðàâåíñòâî P (A) = EIA.

1. Â ñòðàøíóþ ãðîçó ïî âåð¼âî÷íîé ëåñòíèöå öåïî÷êîé ïîäíèìàþòñÿ n ãíîìèêîâ. Åñëè âäðóã ñëó÷èòñÿ
óäàð ãðîìà, òî îò èñïóãà êàæäûé ãíîìèê, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, ìîæåò óïàñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ p (0 <
p < 1). Åñëè ãíîìèê ïàäàåò, òî îí ñøèáàåò è âñåõ ãíîìèêîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íèæå. Íàéäèòå:
à) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óïàä¼ò ðîâíî k ãíîìèêîâ.
á) Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà óïàâøèõ ãíîìèêîâ.

2. Â êëàññå n øêîëüíèêîâ, îíè ïîñåùàþò t êðóæêîâ, êàæäûé êðóæîê ïîñåùàþò ðîâíî k øêîëüíèêîâ,
ïðè÷¼ì t < 2k−1. Äîêàæèòå, ÷òî øêîëüíèêîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà óìíûõ è íå î÷åíü óìíûõ òàê, ÷òîáû
íà êàæäîì êðóæêå ïðèñóòñòâîâàëè è òå, è äðóãèå.

3. Ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ èãðàëüíîãî êóáèêà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ,
ðàâíà 1

6
. Äîêàæèòå, ÷òî êóáèê ïðàâèëüíûé (âñå ÷èñëà îò 1 äî 6 âûïàäàþò ðàâíîâåðîÿòíî).

4. ×åðåç pn(k) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, ..., n},êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå
ðîâíî k ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî

∑n
k=1 k · pn(k) = n!.

5. Çà áåñêîíå÷íûì (â îáå ñòîðîíû) ñòîëîì ñèäèò ñ÷åòíîå ÷èñëî øêîëüíèêîâ, ðåøàþùèõ çàäà÷ó. Äëÿ
êàæäîãî øêîëüíèêà âåðîÿòíîñòü ðåøèòü åå ñàìîñòîÿòåëüíî ðàâíà 1/2. Òàêæå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4 åìó
óäàñòñÿ ïîäñìîòðåòü â òåòðàäü ñîñåäà ñëåâà, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4 � â òåòðàäü ñîñåäà ñïðàâà. Âñå
ýòè ñîáûòèÿ (äëÿ âñåõ øêîëüíèêîâ) íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Åñëè êòî-òî èç øêîëüíèêîâ ïîëó÷èë
ðåøåíèå çàäà÷è, òî êàæäûé ïîäñìîòðåâøèé ê íåìó â òåòðàäü òàêæå åãî ïîëó÷àåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü,
÷òî ñèäÿùèé â ðÿäó øêîëüíèê Âàñÿ ïîëó÷èò ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ó íåóìåëîãî òðåéäåðà Âàñè ïîÿâèëñÿ ìèëëèîí áèòêîèíîâ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé äåíü áèòêîèí ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.5 ëèáî äîðîæàåò, ëèáî äåøåâååò. Êàæäûé äåíü Âàñÿ ïðåäñêàçûâàåò ïîäîðîæàåò áèòêîèí
èëè íåò. Åñëè îí óãàäûâàåò, òî âûèãðûâàåò åùå îäèí áèòêîèí, à åñëè íåò � òî òåðÿåò.
à) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç m äíåé Âàñÿ çàðàáîòàåò k áèòêîèíîâ.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç m äíåé Âàñÿ çàðàáîòàåò k áèòêîèíîâ è ïðè ýòîì êàæäûé äåíü
áóäåò èìåòü êàê ìèíèìóì d áèòêîèíîâ.
ñ) Äîêàæèòå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â êàêîé-òî ìîìåíò ó Âàñè íå îñòàíåòñÿ äåíåã.

7. Äàíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü íå ìåíåå
òðåòè òàê, ÷òîáû ñðåäè âûáðàííûõ íå íàøëîñü òðîéêè ðàçëè÷íûõ x, y, z òàêèõ, ÷òî x+ y = z.

Яг
уб
ов

.Р
Ф



10 êëàññ Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé 18 ÿíâàðÿ 2018

Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå (èëè ñ÷¼òíîå)
ìíîæåñòâî Ω = {ω1, ω2, ..., ωn}, êàæäîìó ýëåìåíòó ωi êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî pi, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì pi > 0,

∑n
i=1 pi = 1. Ïîäìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè,

ýëåìåíòû ωi � ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè. Äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A ∈ Ω îïðåäåëåíà åãî âåðîÿòíîñòü

P (A) ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû P (A) =
∑

ωi∈A pi.
Ôóíêöèÿ ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Äëÿ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëåíî
å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: Eξ =

∑n
i=1 piξ(ωi). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè: äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è ν è äëÿ ëþáîãî λ ∈ R âûïîëíåíî
E(ξ + µ) = Eξ + Eµ, E(λ · ξ) = λ · E(ξ).
Êàæäîìó ñîáûòèþ A ⊂ Ω ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî èíäèêàòîð � ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó IA(ω), ðàâíóþ 1
äëÿ ω ∈ A è 0 ïðè ω ∈ Ω\A. Âåðíî ðàâåíñòâî P (A) = EIA.

1. Â ñòðàøíóþ ãðîçó ïî âåð¼âî÷íîé ëåñòíèöå öåïî÷êîé ïîäíèìàþòñÿ n ãíîìèêîâ. Åñëè âäðóã ñëó÷èòñÿ
óäàð ãðîìà, òî îò èñïóãà êàæäûé ãíîìèê, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, ìîæåò óïàñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ p (0 <
p < 1). Åñëè ãíîìèê ïàäàåò, òî îí ñøèáàåò è âñåõ ãíîìèêîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íèæå. Íàéäèòå:
à) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óïàä¼ò ðîâíî k ãíîìèêîâ.
á) Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà óïàâøèõ ãíîìèêîâ.

2. Â êëàññå n øêîëüíèêîâ, îíè ïîñåùàþò t êðóæêîâ, êàæäûé êðóæîê ïîñåùàþò ðîâíî k øêîëüíèêîâ,
ïðè÷¼ì t < 2k−1. Äîêàæèòå, ÷òî øêîëüíèêîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà óìíûõ è íå î÷åíü óìíûõ òàê, ÷òîáû
íà êàæäîì êðóæêå ïðèñóòñòâîâàëè è òå, è äðóãèå.

3. Ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ èãðàëüíîãî êóáèêà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ,
ðàâíà 1

6
. Äîêàæèòå, ÷òî êóáèê ïðàâèëüíûé (âñå ÷èñëà îò 1 äî 6 âûïàäàþò ðàâíîâåðîÿòíî).

4. ×åðåç pn(k) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, ..., n},êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå
ðîâíî k ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî

∑n
k=1 k · pn(k) = n!.

5. Çà áåñêîíå÷íûì (â îáå ñòîðîíû) ñòîëîì ñèäèò ñ÷åòíîå ÷èñëî øêîëüíèêîâ, ðåøàþùèõ çàäà÷ó. Äëÿ
êàæäîãî øêîëüíèêà âåðîÿòíîñòü ðåøèòü åå ñàìîñòîÿòåëüíî ðàâíà 1/2. Òàêæå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4 åìó
óäàñòñÿ ïîäñìîòðåòü â òåòðàäü ñîñåäà ñëåâà, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4 � â òåòðàäü ñîñåäà ñïðàâà. Âñå
ýòè ñîáûòèÿ (äëÿ âñåõ øêîëüíèêîâ) íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Åñëè êòî-òî èç øêîëüíèêîâ ïîëó÷èë
ðåøåíèå çàäà÷è, òî êàæäûé ïîäñìîòðåâøèé ê íåìó â òåòðàäü òàêæå åãî ïîëó÷àåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü,
÷òî ñèäÿùèé â ðÿäó øêîëüíèê Âàñÿ ïîëó÷èò ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ó íåóìåëîãî òðåéäåðà Âàñè ïîÿâèëñÿ ìèëëèîí áèòêîèíîâ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé äåíü áèòêîèí ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.5 ëèáî äîðîæàåò, ëèáî äåøåâååò. Êàæäûé äåíü Âàñÿ ïðåäñêàçûâàåò ïîäîðîæàåò áèòêîèí
èëè íåò. Åñëè îí óãàäûâàåò, òî âûèãðûâàåò åùå îäèí áèòêîèí, à åñëè íåò � òî òåðÿåò.
à) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç m äíåé Âàñÿ çàðàáîòàåò k áèòêîèíîâ.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç m äíåé Âàñÿ çàðàáîòàåò k áèòêîèíîâ è ïðè ýòîì êàæäûé äåíü
áóäåò èìåòü êàê ìèíèìóì d áèòêîèíîâ.
ñ) Äîêàæèòå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â êàêîé-òî ìîìåíò ó Âàñè íå îñòàíåòñÿ äåíåã.

7. Äàíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü íå ìåíåå
òðåòè òàê, ÷òîáû ñðåäè âûáðàííûõ íå íàøëîñü òðîéêè ðàçëè÷íûõ x, y, z òàêèõ, ÷òî x+ y = z.

Яг
уб
ов

.Р
Ф




