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Описанная сфера

Задача 1. (Турнир городов, 1997, 10–11 ) Около правильного тетраэдра ABCD описана сфе-
ра. На его гранях как на основаниях построены во внешнюю сторону правильные пирамиды
ABCD′, ABDC ′, ACDB′, BCDA′, вершины которых лежат на этой сфере. Найдите угол между
плоскостями ABC ′ и ACD′.

Задача 2. (Турнир городов, 2003, 10–11 ) Дана треугольная пирамида ABCD. В ней R —
радиус описанной сферы, r — радиус вписанной сферы, a — длина наибольшего ребра, h —
длина наименьшей высоты (на какую-то грань). Докажите, что R/r > a/h.

Задача 3. (Всеросс. по геометрии, 2015, 10 ) Четырёхугольная пирамида SABCD вписана в
сферу. Из вершин A, B, C, D опущены перпендикуляры AA1, BB1, CC1, DD1 на прямые SC,
SD, SA, SB соответственно. Оказалось, что точки S, A1, B1, C1, D1 различны и лежат на одной
сфере. Докажите, что точки A1, B1, C1, D1 лежат в одной плоскости.

Задача 4. (Всеросс., 2014, финал, 11 ) Сфера ω проходит через вершину S пирамиды SABC
и пересекает рёбра SA, SB и SC вторично в точках A1, B1 и C1 соответственно. Сфера Ω,
описанная около пирамиды SABC, пересекается с ω по окружности, лежащей в плоскости,
параллельной плоскости (ABC). Точки A2, B2 и C2 симметричны точкам A1, B1 и C1 относи-
тельно середин рёбер SA, SB и SC соответственно. Докажите, что точки A, B, C, A2, B2 и C2

лежат на одной сфере.

Задача 5. (Всеросс., 1999, финал, 11 ) Через вершину A тетраэдра ABCD проведена плоскость,
касательная к описанной около него сфере. Докажите, что линии пересечения этой плоскости
с плоскостями граней ABC, ACD и ABD образуют шесть равных углов тогда и только тогда,
когда AB · CD = AC ·BD = AD ·BC.

Задача 6. (Всеросс., 2006, финал, 11 ) Окружность с центром I, вписанная в грань ABC тре-
угольной пирамиды SABC, касается отрезков AB, BC, CA в точкахD, E, F соответственно. На
отрезках SA, SB, SC отмечены соответственно точки A′, B′, C ′ так, что AA′ = AD, BB′ = BE,
CC ′ = CF ; S ′ — точка на описанной сфере пирамиды, диаметрально противоположная точке S.
Известно, что SI является высотой пирамиды. Докажите, что точка S ′ равноудалена от точек
A′, B′, C ′.

Задача 7. (Всеросс., 2001, финал, 11 ) Сфера с центром в плоскости основания ABC тетраэдра
SABC проходит через вершины A, B и C и вторично пересекает рёбра SA, SB и SC в точках
A1, B1 и C1 соответственно. Плоскости, касающиеся сферы в точках A1, B1 и C1, пересекаются
в точке O. Докажите, что O — центр сферы, описанной около тетраэдра SA1B1C1.

Задача 8. (Всеросс., 2009, финал, 11 ) В треугольной пирамиде ABCD все плоские углы при
вершинах — не прямые, а точки пересечения высот в треугольниках ABC, ABD, ACD ле-
жат на одной прямой. Докажите, что центр описанной сферы пирамиды лежит в плоскости,
проходящей через середины ребер AB, AC, AD.
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Задача 9. (Турнир городов, 2009, 10–11 ) Три плоскости разрезают параллелепипед на 8 ше-
стигранников, все грани которых — четырёхугольники (каждая плоскость пересекает свои две
пары противоположных граней параллелепипеда и не пересекает две оставшиеся грани). Из-
вестно, что вокруг одного из этих шестигранников можно описать сферу. Докажите, что и
вокруг каждого из них можно описать сферу.

Задача 10. (Турнир городов, 2005, 10–11 ) Икосаэдр и додекаэдр вписаны в одну и ту же сферу.
Докажите, что тогда они описаны вокруг одной и той же сферы.
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