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Äàíî òðåõçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (÷èñëî íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ).

à) Ìîæåò ëè ÷àñòíîå ýòîãî ÷èñëà è ñóììû åãî öèôð áûòü ðàâíûì 20?

á) Ìîæåò ëè ÷àñòíîå ýòîãî ÷èñëà è ñóììû åãî öèôð áûòü ðàâíûì 81?

â) Êàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ÷àñòíîå äàííîãî ÷èñëà è ñóììû åãî öèôð?

(ÅÃÝ 2013, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò

à) äà

á) íåò

â) 11

Ðåøåíèå

à) Ïóñòü ÷èñëî N = 100a+10b+c, ãäå a, b, c � ÷èñëî ñîòåí, äåñÿòêîâ è åäèíèö ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî,

îíè ìîãóò ïðèíèìàòü íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 9 (òîëüêî a íå ìîæåò áûòü ðàâíî 0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
N

a+ b+ c
= 20 ⇒ 10(8a− b) = 19c

Ïóñòü 8a = b, îòêóäà, òàê êàê a, b � öèôðû, òî a = 1 è b = 8. Òîãäà 10(8a− b) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, 19c = 0, îòêóäà

c = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ÷èñëî 180.

Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî äåéñòâèòåëüíî 180 : (1 + 8 + 0) = 20.

Îòâåò: äà.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
N

a+ b+ c
= 81 ⇒ N = 81(a+ b+ c)

Ñëåäîâàòåëüíî, N äåëèòñÿ íà 81, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå N = 81 · k, ãäå k � íåêîòîðîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî è k = a+ b+ c. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê N � òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, òî 81 · k 6 999, îòêóäà k 6 12.

Èç òîãî, ÷òî N äåëèòñÿ íà 81, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî N äåëèòñÿ íà 9. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà åãî öèôð

äîëæíà äåëèòüñÿ íà 9. Íî òàê êàê ñóììà åãî öèôð ðàâíà k, à k 6 12, òî k = 9. Ñëåäîâàòåëüíî, N = 9 · 81 = 729.

Íî ó ÷èñëà 729 ñóììà öèôð íå ðàâíà 9, ñëåäîâàòåëüíî, 729 íå ïîäõîäèò. Òàê êàê ýòî áûë åäèíñòâåííûé âîçìîæ-

íîé âàðèàíò, òî îòâåò: íåò.

â) Ðàññìîòðèì
N

a+ b+ c
.

Ïîïðîáóåì ïîèñêàòü íàèìåíüøåå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî ñ íàèáîëüøåé ñóììîé öèôð. Çíà÷èò, â íåì äîëæíî áûòü

ìàëî ñîòåí è ìíîãî äåñÿòêîâ è åäèíèö. Âîçüìåì 198. Ñóììà åãî öèôð ðàâíà 18 è îíî íàöåëî äåëèòñÿ íà íåå, â

ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì 11.

Äîêàæåì, ÷òî 11 � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà ñóììó åãî öèôð.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ N = 100a + 10b + c íà a + b + c ðàâíî k, ãäå k 6 10 �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà:

100a+ 10b+ c

a+ b+ c
= k ⇔ (100− k)a+ (10− k)b = (k − 1)c

Òàê êàê ÷èñëî ñîòåí íå ìîæåò áûòü ðàâíî íóëþ, òî a > 1. Òàê êàê k 6 10, òî 100 − k > 90, ñëåäîâàòåëüíî,

(100− k)a > 90. Òàê êàê b > 0, òî (10− k)b > 0, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà > 90.
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Òàê êàê ÷èñëî åäèíèö íå ìîæåò áûòü áîëüøå 9, òî åñòü c 6 9, è k − 1 6 9, òî (k − 1)c 6 9 · 9 = 81.

Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ðàâåíñòâå ëåâàÿ ÷àñòü > 90, à ïðàâàÿ 6 81. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íå èìååò

ðåøåíèé.

Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è 11 � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ÷àñòíîãî òðåõçíà÷íîãî ÷èñëà è

ñóììû åãî öèôð.
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Íà äîñêå íàïèñàëè íåñêîëüêî íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç íóëåé â äåñÿ-

òè÷íîé çàïèñè. Ñóììà ýòèõ ÷èñåë îêàçàëàñü ðàâíîé 330. Â êàæäîì ÷èñëå ïîìåíÿëè ìåñòàìè ïåðâóþ è âòîðóþ

öèôðû (íàïðèìåð, ÷èñëî 17 çàìåíèëè íà ÷èñëî 71).

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð èñõîäíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë ðîâíî â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì

ñóììà èñõîäíûõ ÷èñåë.

á) Ìîãëà ëè ñóììà ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë áûòü ðîâíî â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ñóììà èñõîäíûõ ÷èñåë?

â) Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë.

(ÅÃÝ 2015, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò

à) 14× 19 + 64, ãäå çàïèñü 14× 19 îçíà÷àåò ñóììó èç 14 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî 19

á) Íåò

â) 1518

Ðåøåíèå

Ïóñòü i−îå âûïèñàííîå ÷èñëî èìååò âèä 10 · ai + bi, ãäå ai, bi ∈ {1, 2, ..., 9}. Äëÿ ñóììû bi ïî âñåì çíà÷åíèÿì

èíäåêñà i, òàêèì, ÷òî ñëàãàåìîå bi åñòü ýòîé â ñóììå, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Σ
i
bi. Òîãäà ñóììà âñåõ èñõîäíûõ

÷èñåë èìååò âèä

Σ
i
(10ai + bi) = 10 · Σ

i
ai + Σ

i
bi.

Îáîçíà÷èì A = Σ
i
ai, B = Σ

i
bi, òîãäà 330 = 10 ·A+B.

Ïîñëå ñìåíû ìåñò öèôð i−îå ïîëó÷åííîå ÷èñëî èìååò âèä 10 · bi + ai. Òîãäà ñóììà âñåõ ïîëó÷åííûõ ÷èñåë

èìååò âèä

Σ
i
(10bi + ai) = 10 · Σ

i
bi + Σ

i
ai = 10 ·B +A.

à) Óâåëè÷åíèå ñóììû â 4 ðàçà ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íîâàÿ ñóììà ðàâíà 330 · 4 = 1320, ÷òî ðàâíîñèëüíî

10 ·B +A = 1320. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 10 ·A+B = 330

A+ 10 ·B = 1320

âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, íàõîäèì, ÷òî 9 · B − 9 · A = 990, îòêóäà B = 110 + A. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â

ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàõîäèì A = 20, òîãäà B = 130.

Ïîïðîáóåì áðàòü â êà÷åñòâå bi 9, ïîêà èõ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 130 � òàê ìîæíî ïîëîæèòü

b1 = ... = b14 = 9, b15 = 130− 14 · 9 = 4,

òî åñòü â ñóììå 15 ñëàãàåìûõ. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü

a1 = ... = a14 = 1, a15 = 20− 14 · 1 = 6.

á) Óâåëè÷åíèå ñóììû â 2 ðàçà ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íîâàÿ ñóììà ðàâíà 330 · 2 = 660, ÷òî ðàâíîñèëüíî

10 ·B +A = 660. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 10 ·A+B = 330

A+ 10 ·B = 660

âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, íàõîäèì, ÷òî 9 · B − 9 · A = 330, íî 330 íå äåëèòñÿ íà 9, ñëåäîâàòåëüíî,

òàêîé ñëó÷àé íå âîçìîæåí.
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â) Ïóñòü ñóììà ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ðàâíà S, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå10 ·A+B = 330

A+ 10 ·B = S

âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, íàõîäèì, ÷òî

9 ·B − 9 ·A = S − 330,

îòêóäà

B =
S

9
− 110

3
+A.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàõîäèì

A =
100

3
− S

99
,

îòêóäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî
S

99
= s+

1

3
,

òî åñòü S = 99s+ 33 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî s, òîãäà A = 33− s, B = 10s.

Ïîêàæåì, ÷òî B < 170:

â ñàìîì äåëå, åñëè áû áûëî B > 170, òîãäà ÷èñëî ñëàãàåìûõ â èñõîäíîé ñóììå áûëî áû íå ìåíåå, ÷åì 19 (òàê

êàê 18 · 9 < 170), íî òîãäà

10 ·A+B > 190 + 170 > 330.

Òàê êàê B < 170, òî 10s < 170, òî åñòü s 6 16.

Ïðè s = 16 ïîëó÷èì A = 17, B = 160, íî äàæå 17 · 9 = 153 < B, à êîëè÷åñòâî ÷èñåë íå ìîæåò áûòü áîëüøå,

÷åì 17 (= A), ñëåäîâàòåëüíî, s 6 15.

Ïðè s = 15 ïîëó÷èì A = 18, B = 150

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó èç ïóíêòà à) ïîñòðîèì ðåøåíèå:

Ïîïðîáóåì áðàòü â êà÷åñòâå bi 9, ïîêà èõ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 150 � òàê ìîæíî ïîëîæèòü

b1 = ... = b16 = 9, b17 = 150− 16 · 9 = 6 ,

òî åñòü â ñóììå 17 ñëàãàåìûõ. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü

a1 = ... = a16 = 1 a17 = 18− 16 · 1 = 2,

èòîãî, èñêîìàÿ ñóììà 16× 19 + 26, ìàêñèìàëüíàÿ S = 99 · 15 + 33 = 1518.
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Ñðåäè ïîñåòèòåëåé îäíîãî èç ìàãàçèíîâ áûë ïðîâåä¼í îïðîñ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîìó îïðîøåííîìó öåëîå

÷èñëî ëåò. Ó÷àñòíèê îïðîñà ïîïàäàåò â âîçðàñòíóþ êàòåãîðèþ À, åñëè åìó áîëåå 40 ëåò, èíà÷å îí ïîïàäàåò â

êàòåãîðèþ Á. Ñïóñòÿ 4 ãîäà îïðîñ áûë ïðîâåä¼í ïîâòîðíî, ïðè÷¼ì ñðåäè òåõ æå ëþäåé, ÷òî è â ïåðâûé ðàç.

à) Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî âî âðåìÿ ïîâòîðíîãî îïðîñà ñðåäíèé âîçðàñò îïðàøèâàåìûõ, ïîïàâøèõ â

êàòåãîðèþ Á, ïîíèçèëñÿ?

á) Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ïðè ïîâòîðíîì îïðîñå ñðåäíèé âîçðàñò îïðàøèâàåìûõ, ïîïàâøèõ â êàòåãîðèþ

À, ïîíèçèëñÿ, è ñðåäíèé âîçðàñò îïðàøèâàåìûõ, ïîïàâøèõ â êàòåãîðèþ Á, òîæå ïîíèçèëñÿ?

â) Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ñðåäíèé âîçðàñò îïðàøèâàåìûõ ñîñòàâèë 40 ëåò, ñðåäíèé âîçðàñò îïðàøè-

âàåìûõ, ïîïàâøèõ â êàòåãîðèþ Á, ñîñòàâèë 28 ëåò, à ñðåäíèé âîçðàñò îïðàøèâàåìûõ, ïîïàâøèõ â êàòåãîðèþ À,

ñîñòàâèë 55 ëåò. Ïðè ïîâòîðíîì îïðîñå ñðåäíèé âîçðàñò îïðàøèâàåìûõ, ïîïàâøèõ â êàòåãîðèþ Á, ñòàë ðàâåí 31

ãîäó, à ïîïàâøèõ â êàòåãîðèþ À � 57 ãîäàì. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ÷èñëå ó÷àñòíèêîâ îïðîñà âîçìîæíà òàêàÿ

ñèòóàöèÿ?

(ÅÃÝ 2015, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò

à) Äà

á) Äà

â) 18

Ðåøåíèå

à) Ýòî ìîãëî áûòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà â êàòåãîðèþ Á ïîïàäàëè èçíà÷àëüíî òðè ÷åëîâåêà, îäíîìó èç

êîòîðûõ áûëî 40 ëåò, à äâóì äðóãèì ïî 10 ëåò. Òîãäà èõ ñðåäíèé âîçðàñò ïðè ïåðâîì îïðîñå áûë 20 ëåò, à ïðè

âòîðîì îïðîñå â êàòåãîðèè Á îñòàëèñü òîëüêî äâîå, êîòîðûì èñïîëíèëîñü ïî 14 ëåò, òî åñòü èõ ñðåäíèé âîçðàñò

ñòàë 14 ëåò.

á) Ýòî ìîãëî áûòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà â êàòåãîðèþ Á ïîïàäàëè òå æå òðîå, ÷òî â ïóíêòå à), à â

êàòåãîðèþ À èçíà÷àëüíî ïîïàäàëè äâà ÷åëîâåêà, êîòîðûì áûëî ïî 70 ëåò.

â) Ïóñòü êîëè÷åñòâî îïðîøåííûõ, êîòîðûå ïîïàäàëè â êàòåãîðèþ À ïðè ïåðâîì îïðîñå, áûëî ðàâíî n, à

êîëè÷åñòâî îïðîøåííûõ, ïîïàäàâøèõ â êàòåãîðèþ Á, áûëî ðàâíî m, òîãäà ñóììàðíûé âîçðàñò ó÷àñòíèêîâ ïðè

ïåðâîì îïðîñå ñîñòàâëÿë 40(n+m), ïðè÷¼ì

40(n+m) = 55n+ 28m ⇔ 5n = 4m,

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî n äåëèòñÿ íà 4, à m äåëèòñÿ íà 5.

Òàê êàê ñðåäíèé âîçðàñò â êàòåãîðèè À âûðîñ íå íà 4 ãîäà, òî â êàòåãîðèþ À äîëæíû áûëè ïåðåéòè îïðî-

øåííûå, êîòîðûå ðàíåå îòíîñèëèñü ê êàòåãîðèè Á. Ïóñòü èõ ðîâíî k ÷åëîâåê. Òàê êàê ïðè ïîâòîðíîì îïðîñå èì

ìîãëî áûòü íå áîëåå 44 ëåò, òî ñóììàðíûé âîçðàñò ó÷àñòíèêîâ êàòåãîðèè À çà ñ÷¼ò ïîÿâëåíèÿ ýòèõ k ÷åëîâåê

íå ìîã óâåëè÷èòüñÿ áîëåå, ÷åì íà 44k, òîãäà

57(n+ k) 6 59n+ 44k ⇒ 2n > 13k .

Òàê êàê k > 1, òî n > 7, íî n äåëèòñÿ íà 4, ñëåäîâàòåëüíî, n > 8. Ïðè n = 8 èìååì: m = 10. Ýòîò ñëó÷àé

âîçìîæåí òîëüêî ïðè k = 1.

Ïðîâåðèì, ïîäõîäèò ëè íàì ýòîò ñëó÷àé. Ïóñòü âîçðàñò ïåðåøåäøåãî â êàòåãîðèþ À èç êàòåãîðèè Á ñòàë
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41 6 x 6 44, òîãäà 57(n+ 1) = 59n+ x

31(m− 1) = 32m− x ,

îòêóäà x = 41 � ïîäõîäèò ïî óñëîâèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìåíåå 18 ÷åëîâåê áûòü íå ìîãëî, à 18 ÷åëîâåê ìîãëî áûòü, íàïðèìåð, òàê:

â ïåðâûé ðàç îïðîñèëè 8 ÷åëîâåê, êàæäîìó èç êîòîðûõ áûëî ïî 55 ëåò, îäíîãî ÷åëîâåêà â âîçðàñòå 37 ëåò è 9

÷åëîâåê, êàæäîìó èç êîòîðûõ áûëî ïî 27 ëåò.
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Ðóêîâîäñòâî êîìïàíèè �Çîëîòî� ïðèíÿëî ðåøåíèå âûäàòü ñîòðóäíèêàì íîâîãîäíèå ïðåìèè ñëèòêàìè çîëîòà

îáùåé ìàññîé 300 êã. Ïðè ýòîì ó ðóêîâîäñòâà åñòü 50 ñëèòêîâ ïî 1 êã è 50 ñëèòêîâ ïî 5 êã.

à) Óäàñòñÿ ëè âûäàòü ïðåìèè, åñëè èõ äîëæíû ïîëó÷èòü 20 ñîòðóäíèêîâ, ïðè÷¼ì âñå ñîòðóäíèêè äîëæíû

ïîëó÷èòü ïîðîâíó?

á) Óäàñòñÿ ëè âûäàòü ïðåìèè, åñëè âåäóùåìó ñïåöèàëèñòó íàäî âûäàòü 20 êã çîëîòà, à îñòàëüíîå ðàçäåëèòü

ïîðîâíó ìåæäó 35 ñîòðóäíèêàìè?

â) Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì êîëè÷åñòâå ñîòðóäíèêîâ ïðåìèè óäàñòñÿ âûäàòü ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè, òàêîì

÷òî êàæäîìó ñîòðóäíèêó ïîëàãàåòñÿ öåëîå ÷èñëî êèëîãðàìì çîëîòà?

(ÅÃÝ 2015, ðåçåðâíûé äåíü)

Îòâåò

à) Äà

á) Íåò

â) 13

Ðåøåíèå

à) Êàæäûé ñîòðóäíèê äîëæåí ïîëó÷èòü 300 : 20 = 15 êã çîëîòà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

øåñòíàäöàòè ñîòðóäíèêàì âûäàòü ïî 3 ñëèòêà ìàññîé 5 êã,

îäíîìó ñîòðóäíèêó âûäàòü 2 ñëèòêà ìàññîé 5 êã è 5 ñëèòêîâ ìàññîé 1 êã,

îñòàëüíûì òð¼ì ñîòðóäíèêàì âûäàòü ïî 15 ñëèòêîâ ìàññîé 1 êã.

á) òðèäöàòè ïÿòè ñîòðóäíèêàì íàäî âûäàòü 300−20 = 280 êã çîëîòà, òî åñòü ïî 280 : 35 = 8 êã çîëîòà êàæäî-

ìó èç íèõ. Òîãäà ñðåäè ñëèòêîâ ïî 1 êã êàæäûé èç ýòèõ ñîòðóäíèêîâ äîëæåí ïîëó÷èòü ìèíèìóì ïî 3 ñëèòêà, íî

òîãäà ñëèòêîâ äîëæíî áûòü íå ìåíåå 3·35 = 105 > 50, ÷òî íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, òàê ïðåìèè âûäàòü íå óäàñòñÿ.

â) Ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ïðåìèè òàê, ÷òî ñðåäè ñëèòêîâ ïî 1 êã êàæäûé ñîòðóäíèê, êðîìå îäíîãî, äîëæåí

ïîëó÷èòü ïî 4 ñëèòêà:

âñå ñîòðóäíèêè ïîëó÷àþò ïî 4 êã çîëîòà, êðîìå îäíîãî, êîòîðûé ïîëó÷àåò âñ¼ îñòàëüíîå.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòâåò â çàäà÷å íå ìîæåò áûòü áîëüøå 13, èíà÷å ìîæíî ðàñïðåäåëèòü òðèíàäöàòè ñî-

òðóäíèêàì ïî 4 êã çîëîòà, íî òàêóþ ïðåìèþ âûäàòü íåëüçÿ, òàê êàê òîãäà ñðåäè ñëèòêîâ ïî 1 êã êàæäûé èç

ýòèõ òðèíàäöàòè ñîòðóäíèêîâ äîëæåí ïîëó÷èòü ïî 4 ñëèòêà, íî âåäü òàêèõ ñëèòêîâ 50 < 13 · 4 = 52.

Äîêàæåì, ÷òî òðèíàäöàòè ñîòðóäíèêàì ïðåìèè óäàñòñÿ âûäàòü ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì ðàñïðåäåëåíèè. Äî-

ñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äâåíàäöàòè ñîòðóäíèêàì ìîæíî âûäàòü ïðåìèè ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì ðàñïðå-

äåëåíèè íà 13 ÷åëîâåê, âåäü åñëè 12 ñîòðóäíèêîâ ñìîãóò çàáðàòü ñâîè ïðåìèè, òî òðèíàäöàòûé àâòîìàòè÷åñêè

äîëæåí çàáðàòü âñ¼ îñòàëüíîå, ÷òî îí âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü.

Äëÿ ïåðâûõ äâåíàäöàòè ñîòðóäíèêîâ (ìû èõ êàê-òî çàíóìåðîâàëè, íåâàæíî, êàê èìåííî) ìîæíî ïîñòóïèòü

òàê: ïóñòü P1, ..., P12 � ìàññû çîëîòà, ðàñïðåäåë¼ííûå â êà÷åñòâå ïðåìèé ñîòðóäíèêàì ñ ïåðâîãî ïî äâåíàäöàòîãî

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü p1, ..., p12 � îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5 ÷èñåë P1, ..., P12 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êàæäîìó i-îìó èç ïåðâûõ

äâåíàäöàòè ñîòðóäíèêîâ ìîæíî ñíà÷àëà âûäàòü ÷àñòü ïðåìèè â âèäå pi ñëèòêîâ ïî 1 , ïîñëå ÷åãî ìàññû íåâû-

äàííûõ ÷àñòåé ïðåìèé ýòèõ äâåíàäöàòè ñîòðóäíèêîâ ñòàíóò êðàòíû 5, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ ÷àñòè ïðåìèé

ìàññàìè P1 − p1, ..., P12 − p12 çàâåäîìî ìîæíî áóäåò âûäàòü ïðè ïîìîùè îñòàâøèõñÿ ñëèòêîâ.

Òðèíàäöàòûé ñîòðóäíèê ìîæåò ïîëó÷èòü îñòàâøååñÿ çîëîòî ïîñëå òîãî, êàê ïåðâûì äâåíàäöàòè áóäóò âû-

äàíû èõ ïðåìèè.
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Ïîñëå òîãî, êàê ó÷èòåëü ïðî÷èòàë êëàññó ñâî¼ íîâîå ñòèõîòâîðåíèå, âûÿñíèëîñü, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü êëàññà

íå ðàññëûøàëà ïåðâîé åãî ñòðî÷êè. Íà ïåðåìåíå îäèí ó÷åíèê íàø¼ë ñòèõîòâîðåíèå íà ó÷èòåëüñêîì ñòîëå è

ïðî÷èòàë ïåðâóþ ñòðî÷êó (è òîëüêî îí). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî â êëàññå ó÷èòñÿ íå áîëåå 35, íî íå ìåíåå 25

÷åëîâåê.

à) Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî òåïåðü óæå ìåíüøàÿ ÷àñòü êëàññà íå âèäåëà è íå ñëûøàëà ïåðâîé ñòðî÷êè?

á) Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî èñõîäíî ïðîöåíò ó÷åíèêîâ, âèäåâøèõ èëè ñëûøàâøèõ ïåðâóþ ñòðî÷êó,

âûðàæàëñÿ öåëûì ÷èñëîì, à ïîñëå ïåðåìåíû � íåöåëûì ÷èñëîì?

â) Êàêîå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíÿòü ïðîöåíò ó÷åíèêîâ êëàññà, òàê è íå óñëûøàâøèõ è íå

óâèäåâøèõ ïåðâîé ñòðî÷êè ýòîãî ñòèõîòâîðåíèÿ?

(ÅÃÝ 2016, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò

à) Äà

á) Äà

â) 96

Ðåøåíèå

à) Òàêîå âîçìîæíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, åñëè â êëàññå 25 ó÷åíèêîâ è 12 èç íèõ ñëûøàëè ïåðâóþ ñòðî÷êó äî

ïåðåìåíû.

á) Òàêîå âîçìîæíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, åñëè â êëàññå 28 ó÷åíèêîâ è 7 èç íèõ ñëûøàëè ïåðâóþ ñòðî÷êó äî

ïåðåìåíû � òîãäà äî ïåðåìåíû ïåðâóþ ñòðî÷êó ñëûøàëè èëè âèäåëè

7

28
· 100% = 25% ó÷åíèêîâ,

à ïîñëå ïåðåìåíû
8

28
· 100% =

200

7
% ó÷åíèêîâ.

â) Â ñëó÷àå, åñëè â êëàññå 25 ÷åëîâåê è â èòîãå ïåðâóþ ñòðî÷êó ýòîãî ñòèõîòâîðåíèÿ óñëûøàë/óâèäåë òîëüêî

îäèí ÷åëîâåê, ïðîöåíò ó÷åíèêîâ êëàññà, òàê è íå óñëûøàâøèõ è íå óâèäåâøèõ ïåðâîé ñòðî÷êè ýòîãî ñòèõîòâî-

ðåíèÿ ðàâåí
24

25
· 100 = 96 .

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøåãî öåëîãî çíà÷åíèÿ ýòà âåëè÷èíà ïðèíÿòü íå ìîãëà. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðîöåíò ó÷åíè-

êîâ, íå ñëûøàâøèõ è íå âèäåâøèõ ïåðâóþ ñòðî÷êó � öåëîå ÷èñëî, òî è ïðîöåíò ó÷åíèêîâ, ñëûøàâøèõ/âèäåâøèõ

ïåðâóþ ñòðî÷êó òîæå öåëîå ÷èñëî.

Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ïðîöåíò ó÷åíèêîâ, íå ñëûøàâøèõ è íå âèäåâøèõ ïåðâóþ ñòðî÷êó, ìàêñèìàëåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìèíèìàëåí ïðîöåíò ó÷åíèêîâ, ñëûøàâøèõ/âèäåâøèõ ïåðâóþ ñòðî÷êó.

Ñäåëàòü ïðîöåíò ó÷åíèêîâ, ñëûøàâøèõ/âèäåâøèõ ïåðâóþ ñòðî÷êó, åù¼ ìåíüøå ìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå,

êîãäà ðîâíî îäèí ó÷åíèê ñëûøàë/âèäåë ïåðâóþ ñòðî÷êó, à â êëàññå êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ áîëüøå, ÷åì 25. Ïóñòü

â êëàññå u > 25 ó÷åíèêîâ, òîãäà èñêîìûé ïðîöåíò ðàâåí

1

u
· 100 .

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ýòî ÷èñëî äîëæíî áûòü öåëûì, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå çàäà÷è, íî òîãäà 100 äîëæíî
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äåëèòüñÿ íà u, ãäå 25 < u 6 35 � öåëîå. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäõîäÿùèõ u íåò, ñëåäîâàòåëüíî, îêîí÷àòåëüíûé

îòâåò: 96.
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Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç n öåëûõ ÷èñåë, ïðè÷åì a1 = 1, an = 235. Ñóììà ëþáûõ ñîñåäíèõ

÷ëåíîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíà ëèáî 3, ëèáî 5, ëèáî 25.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

á) Ìîæåò ëè â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n = 1000?

â) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò áûòü â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

(ÅÃÝ 2016, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò

á) íåò

â) 23

Ðåøåíèå

à) Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè n = 23:

1, 2, 23,−18, 43,−38, 63,−58, 83,−78, 103,−100, 125,−122, 147,−144, 169,−166, 191,−188, 213,−210, 235.

á) Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ëþáûå ñîñåäíèå ÷èñëà äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò ðàçíîé ÷åòíîñòè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè áû òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâîâàëà, òî a1000 áûëî áû ÷åòíûì, à 235 � íå÷åòíîå ÷èñëî,

ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñóùåñòâóåò.

â) Íàèìåíüøåå n ðàâíî 23 (ïðèìåð èç ïóíêòà à).

Ò.ê. èç ïóíêòà á) ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíî áûòü íå÷åòíûì, íàì íóæíî

äîêàçàòü, ÷òî n > 21. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ãäå

n 6 21. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïðàâà íàëåâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàêîé-òî ÷ëåí ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè áîëüøå 25, òî ñëåâà îò íåãî ñòîèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ñëåâà îò îòðèöàòåëüíîãî

÷èñëà îáÿçàíî ñòîÿòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó äî òåõ ïîð, ïîêà, èäÿ ñïðàâà íàëåâî, ìû íå âñòðåòèì ïåðâîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 6 25 (íàçîâåì åãî ai), ÷èñëà áóäóò îáðàçîâûâàòü çíàêîïåðåìåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñðåäè ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïðàâåå ai, ëþáûå ÷èñëà, ñòîÿùèå ÷åðåç îäèí, îòëè÷àþòñÿ ïî ìîäóëþ ëèáî íà 0, ëèáî

íà 2, ëèáî íà 20, ëèáî íà 22:

ïóñòü a, b, c � òðè ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòîÿùèå ïðàâåå ai. Òîãäà a + b = p, b + c =

q ⇒ |a− c| = |p− q|, ãäå p, q ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 3, 5, 25 (èç óñëîâèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, |p− q| ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ 0, 2, 20, 22.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâåå ai ñòîèò íå ìåíåå 20 ÷èñåë, ò.ê. 235−22 ·9 = 37 > 25. Òî åñòü ìû ìàêñèìàëüíî áûñòðî

óìåíüøàåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà:

235, ∗213, ∗, 191, ∗, 169, ∗, . . . (* - îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà)

Èòàê, ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, . . . , ai, ai+1, . . . , 235, â êîòîðîé êàê ìèíèìóì 22 ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (ò.ê. ai 6= 1). Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ n 6 21, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
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Íà äîñêå íàïèñàíî 20 ÷èñåë: ïÿòü <10>, äåñÿòü <8> è ïÿòü <6>. Ýòè ÷èñëà ðàçáèâàþò íà äâå ãðóïïû òàê,

÷òî â êàæäîé ãðóïïå åñòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë â ïåðâîé ãðóïïå ðàâíîM , ñðåäíåå

àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë âî âòîðîé ãðóïïå ðàâíî N . (Äëÿ ãðóïïû èç åäèíñòâåííîãî ÷èñëà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå

ðàâíî ýòîìó ÷èñëó).

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàçáèåíèÿ èñõîäíûõ ÷èñåë íà äâå ãðóïïû, ïðè êîòîðîì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ

÷èñåë áîëüøå
M +N

2
.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàçáèòü èñõîäíûå ÷èñëà íà äâå ãðóïïû ïî 10 ÷èñåë, òî
M +N

2
áóäåò ðàâíî ñðåäíåìó

àðèôìåòè÷åñêîìó âñåõ ÷èñåë.

â) Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
M +N

2
.

(ÅÃÝ 2016, ðåçåðâíûé äåíü)

Îòâåò

à) 6× 5 è 8× 10, 10× 5

â) 7 1
19

Ðåøåíèå

à) Â êà÷åñòâå ïåðâîé ãðóïïû ÷èñåë ìîæíî âçÿòü âñå <6>, òîãäà âòîðàÿ ãðóïïà áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ <8>

è <10>.

M =
5 · 6

5
= 6, N =

10 · 8 + 5 · 10

15
=

130

15
= 8

2

3
.

Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ ÷èñåë ðàâíî

5 · 6 + 10 · 8 + 5 · 10

20
= 8,

ïðè ýòîì
M +N

2
= 3 + 4

1

3
= 7

1

3
< 8 .

á) Êîëè÷åñòâî <10>, ïîïàâøèõ â ïåðâóþ ãðóïïó, îáîçíà÷èì ÷åðåç A,

êîëè÷åñòâî <8>, ïîïàâøèõ â ïåðâóþ ãðóïïó, îáîçíà÷èì ÷åðåç B,

êîëè÷åñòâî <6>, ïîïàâøèõ â ïåðâóþ ãðóïïó, îáîçíà÷èì ÷åðåç C, òîãäà

M =
A · 10 +B · 8 + C · 6

10
, N =

(5−A) · 10 + (10−B) · 8 + (5− C) · 6
10

,

îòêóäà

M +N =
A · 10 +B · 8 + C · 6 + (5−A) · 10 + (10−B) · 8 + (5− C) · 6

10
= 16,

ñëåäîâàòåëüíî,
M +N

2
= 8,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

â) Åñëè êîëè÷åñòâà ÷èñåë â ãðóïïàõ îäèíàêîâû, òî
M +N

2
= 8.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ïåðâîé ãðóïïå ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ÷èñåë âî âòîðîé ãðóïïå.

Ïóñòü â ïåðâóþ ãðóïïó ïîïàëî m ÷èñåë, òîãäà âî âòîðóþ � 20−m (m ∈ {1, ..., 9}).
Ñîãëàñíî óñëîâèþ

mM + (20−m)N = 5 · 10 + 10 · 8 + 5 · 6 = 160 ⇒ N =
160−mM

20−m
.
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Òåïåðü

M +N

2
=
M + 160−mM

20−m

2
=

20M −mM + 160−mM
2(20−m)

=
M(10−m) + 80

20−m
.

Çàìåòèì, ÷òî M(10−m) > 0. Êðîìå òîãî, M > 6. Òîãäà

M +N

2
>

6(10−m) + 80

20−m
=

140− 6m

20−m
= 6 +

20

20−m
> 6 +

20

20− 1
= 7

1

19
.

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå 7 1
19 äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà â ïåðâóþ ãðóïïó ïîïàäàåò òîëüêî îäíà øåñò¼ðêà, ñëåäî-

âàòåëüíî, 7 1
19 è åñòü îòâåò.

12

Яг
уб
ов

.Р
Ф



Çàäà÷à 19

Íà äîñêå íàïèñàíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ

èç íèõ áîëüøå 40, íî ìåíüøå 100.

à) Ìîæåò ëè íà äîñêå áûòü íàïèñàíî 5 ÷èñåë?

á) Ìîæåò ëè íà äîñêå áûòü íàïèñàíî 6 ÷èñåë?

â) Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë íà äîñêå, åñëè èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî 4?

(ÅÃÝ 2017, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò

à) äà

á) íåò

â) 35

Ðåøåíèå

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæåò áûòü íàïèñàíî 5 ÷èñåë. Ðàñïîëîæèì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: a1; a2; a3; a4; a5.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàèìåíüøèõ a1 · a2 > 40. Ïóñòü a1 = 6, a2 = 7 (òîãäà a1 · a2 = 42 > 40). Ïðîèçâåäåíèå

äâóõ íàèáîëüøèõ a4 · a5 < 100. Ïóñòü a4 = 9, a5 = 10. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü ïîäîáðàòü åùå îäíî ÷èñëî a3,

ïðè÷åì îíî äîëæíî áûòü áîëüøå 7, íî ìåíüøå 9. Âîçüìåì, íàïðèìåð, 8. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè 5 ÷èñåë:

6; 7; 8; 9; 10.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæåò áûòü íàïèñàíî 6 ÷èñåë. Ðàñïîëîæèì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: a1; a2; a3; a4; a5; a6.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàèáîëüøèõ a5 · a6 < 100. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî a5 6 9 (òàê êàê åñëè

a5 > 10, òî a6 > 11 è èõ ïðîèçâåäåíèå > 110).

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàèìåíüøèõ a1 ·a2 > 40, ñëåäîâàòåëüíî, a2 > 7 (òàê êàê åñëè a2 6 6, òî a1 6 5, ñëåäîâàòåëüíî,

èõ ïðîèçâåäåíèå 6 30). Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå [7; 9] äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå íàòóðàëüíûõ ÷èñëà

a2; a3; a4; a5, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê íà ýòîì îòðåçêå òîëüêî òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà.

â) Ïóñòü íà äîñêå íàïèñàíû 4 ÷èñëà, ðàñïîëîæèì èõ òàêæå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: a1; a2; a3; a4. Àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî a2 > 7, a3 6 9. Ñëåäîâàòåëüíî, a2 è a3 ìîãóò ïðèíèìàòü çíà-

÷åíèÿ 7, 8 èëè 9.

1. Ïóñòü a2 = 7, a3 = 8. Òîãäà a1 ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî 6, ïîòîìó ÷òî èíà÷å ïðîèçâåäåíèå a1 · a2 áóäåò

ìåíüøå 40. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ a4 � ýòî 12. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ

ñóììà ÷èñåë 6 + 7 + 8 + 12 = 33.

2. Ïóñòü a2 = 7, a3 = 9. Àíàëîãè÷íî a1 = 6. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ a4 � ýòî 11. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë 6 + 7 + 9 + 11 = 33.

3. Ïóñòü a2 = 8, a3 = 9. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ a1 � ýòî 7. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ a4 � ýòî

11. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë 7 + 8 + 9 + 11 = 35.

Òàê êàê ìû ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà ÷èñåë ðàâíà 35.

13

Яг
уб
ов

.Р
Ф



Çàäà÷à 19

Íà äîñêå íàïèñàíî íåñêîëüêî (áîëåå îäíîãî) ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ëþáûå äâà èç íèõ îòëè-

÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì â 3 ðàçà.

à) Ìîæåò ëè íà äîñêå áûòü íàïèñàíî 5 ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 47?

á) Ìîæåò ëè íà äîñêå áûòü íàïèñàíî 10 ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 94?

â) Ñêîëüêî ÷èñåë ìîæåò áûòü íàïèñàíî íà äîñêå, åñëè èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8000?

(ÅÃÝ 2017, äîñðî÷íàÿ âîëíà, ðåçåðâ)

Îòâåò

à) äà

á) íåò

â) 2 èëè 3

Ðåøåíèå

à) Óïîðÿäî÷èì ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: a1, a2, a3, a4, a5. Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü a1 = 6, a5 = 17.

Òîãäà a2 + a3 + a4 = 24. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âçÿòü a2 = 7, a3 = 8, a4 = 9.

Îòâåò: äà.

á) Óïîðÿäî÷èì ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: a1, a2, a3, ..., a10. Òîãäà ai 6 3a1, i = 2; 3; ...; 10. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóììà ìîæåò áûòü ðàâíà 94. Òîãäà

a1 + a2 + a3 + ...+ a10 = 94 6 a1 + 9 · 3a1 = 28a1

îòêóäà a1 > 4.

Òàê êàê âñå ÷èñëà íàòóðàëüíûå è ðàçëè÷íûå, òî ïðè a1 = 4 íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå a10 � ýòî 12. Íî

òîãäà ìåæäó 4 è 12 íå óìåùàåòñÿ 8 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

(∗) Ïðè a = 5 íàèìåíüøàÿ ñóììà äîñòèãàåòñÿ, åñëè ÷èñëà ðàâíû

5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14,

è ðàâíà 0, 5(5 + 14) · 10 = 95 > 94.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè a1 áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ è çíà÷åíèå íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñóììû, ñëåäîâàòåëüíî,

òàêèõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò è îòâåò: íåò.

Ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà á):

Òàê êàê ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî a10 = 3a1 − α, ãäå α � íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, òî êîëè÷åñòâî íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó a10 è a1, áóäåò ðàâíî 2a1 − 1− α. Òàê êàê ÷èñåë ìåæäó a10 è a1 äîëæíî

áûòü 8, òî 2a1 − 1− α > 8, îòêóäà a1 > 4, 5 + 0, 5α. Ñëåäîâàòåëüíî, a1 > 5.

Äàëåå ìîæíî ïðèâåñòè òî æå ðàññóæäåíèå (∗).

â) Çàìåòèì, ÷òî 8000 = 26 · 53. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ÷èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, èìååò âèä 2x · 5y (x, y > 0

� íàòóðàëüíûå).

Íà÷íåì ïðîáîâàòü ïðèâåñòè ïðèìåð äëÿ äâóõ ÷èñåë. Òàêîé ïðèìåð óäàåòñÿ ïðèâåñòè: a1 = 26 = 64 è a2 = 53 =

125.
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Ïðèâåäÿ ïðèìåð äëÿ äâóõ ÷èñåë, ïðîáóåì ïðèâåñòè ïðèìåð äëÿ òðåõ ÷èñåë: a1 = 24 = 16, a2 = 22 · 5 = 20,

a3 = 52 = 25.

Ïîïðîáîâàâ ïðèâåñòè ïðèìåð äëÿ ÷åòûðåõ ÷èñåë è áåçóñïåøíî ïîòðàòèâ íà ýòî íå áîëåå 10 ìèíóò, çàäóìû-

âàåìñÿ íàä òåì, ÷òî, âïîëíå âîçìîæíî, ïðèìåðà äëÿ ÷åòûðåõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì, ÷òî íà äîñêå

íå ìîæåò áûòü íàïèñàíî 4 ÷èñëà è áîëåå.

Ïóñòü a1, a2, ..., an, n > 4.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïóñòü êàêîå-òî ai ñîäåðæèò â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè êàê ìèíèìóì äâå ïÿòåðêè, òî åñòü äå-

ëèòñÿ íà 25: ai = 25 · k (k > 1). Òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà (èõ íå ìåíåå òðåõ) > 25
3 · k > 9. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå

âñåõ ÷èñåë > 9 · 9 · 9 · 25 = 18225, ÷òî áîëüøå 8000. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî ÷èñëà ñðåäè

íàïèñàííûõ íà äîñêå áûòü íå ìîæåò.

Ïðèâåäåì äðóãîå îáúÿñíåíèå íåâîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ÷èñëà.

Åñëè òàêîå ÷èñëî åñòü, òî îíî > 25. Íî òîãäà ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë 6 320. Íî òîãäà ñðåäè îñòàâ-

øèõñÿ ÷èñåë åñòü ÷èñëî < 7, òàê êàê, åñëè áû âñå îíè áûëè > 7, òî èõ ïðîèçâåäåíèå áûëî áû > 7 · 7 · 7 = 343

(òàê êàê îñòàâøèõñÿ ÷èñåë êàê ìèíèìóì òðè). Íî 7 · 3 < 25, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ î òîì, ÷òî ëþáûå äâà

÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì â 3 ðàçà.

2) Ïóñòü íåò ÷èñëà, â ðàçëîæåíèè êîòîðîãî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè åñòü äâå ïÿòåðêè, òî åñòü âñå ÷èñëà â

ðàçëîæåíèè èìåþò ìàêñèìóì îäíó ïÿòåðêó. Ðàññìîòðèì òðè ÷èñëà ai, aj è am, èìåþùèå â ðàçëîæåíèè îäíó

ïÿòåðêó: ai = 5k, aj = 5l, am = 5p, ãäå k, l, p � ñòåïåíè äâîéêè. Óïîðÿäî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ: ïóñòü ai �

íàèìåíüøåå ñðåäè íèõ, am � íàèáîëüøåå. Òîãäà l > 2k, à p > 2l, ñëåäîâàòåëüíî, p > 4k, ÷òî íåâîçìîæíî (òîãäà

am áîëåå ÷åì â 4 ðàçà áîëüøå ai). ×òä.
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