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Олимпиада школьников СПбГУ по математике.

Примеры заданий отборочного этапа. 2012/2013 учебный год.

1. 1. Найдите максимальную площадь остроугольного треугольника с наибольшей стороной

10 см.

Ответ: S = 25
√
3 см2.

Решение 1: Заметим, что в любом треугольнике найдется угол не больше чем 60◦, пусть

это угол A треугольника ABC; отметим сразу, что тогда sin∠A 6
√
3/2. Тогда площадь

треугольника SABC = 1

2
AB · AC · sin∠A 6 1

2
· 10 · 10 · sin∠A 6 50 · sin 60◦ = 25

√
3. Заметим,

что равенство достигается для равностороннего треугольника со стороной 10.

Решение 2: Поскольку наибольшая сторона равна 10, то вершина, лежащая напротив этой

стороны, должна находиться в пересечении кругов радиусом 10 с центрами в концах наи-

большей стороны.

Если вычислять площадь треугольника как полупроизведение длин основания и высоты,

опущенной на основание, а за основание взять наибольшую сторону, то максимум будет до-

стигаться при наибольшей высоте, то есть в том случае, когда вершина, лежащая напротив

наибольшей стороны, находится от нее на максимальном расстоянии, то есть является пе-

ресечением окружностей радиусом 10 с центрами в концах наибольшей стороны. Данный

треугольник будет равносторонним.

Таким образом, получаем, что максимальная высота равна 5
√
3, и, следовательно, макси-

мальная площадь треугольника равна 25
√
3.

2. Докажите, что площадь тупоугольного треугольника с наибольшей стороной 10 см не

может быть равна 25,5 см2.

3. Укажите диапазон значений, который может принимать площадь остроугольного тре-

угольника, чья наибольшая сторона равна 5, а одна из оставшихся — 3.

Ответ: S ∈ (6, 3
√
91/4].

2. 1. В треугольнике ABC точка K делит медиану AM в отношении AK : KM = 1 : 2. Прямая

BK пересекает сторону AC в точке E. Найдите AE, если AC = x.

Ответ: x/5.
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Решение 1: Проведем MF ||BE, тогда EF = FC = y. С другой стороны,
AK

KM
=

1

2
=

AE

EF
,

следовательно, AE = y/2. Получаем AC = x = y/2 + y + y = 5 y/2, и AE = y/2 = x/5.

Решение 2: По теореме Менелая

|AK|
|KM | ·

|MB|
|BC| · |CE|

|EA| = 1 ⇔ 1

2
· 1
2
· x− |EA|

|EA| = 1 ⇔ |EA| = x

5
.

2. В треугольнике KLM точка A делит медиану MB в отношении MA : AB = 2 : 3. Прямая

KA пересекает сторону ML в точке C. Найдите ML, если MC = a.

Ответ: 4a.

3. 1. Два равнобедренных треугольника с одинаковыми углами при основании, равными α, имеют

общую сторону, равную a (треугольники соединены внешним образом). Найдите площадь

получившегося четырехугольника.

Ответ: Площадь четырехугольника может принимать значения a2 sin 2α, 1

2
a2 tgα, 1

4
a2 tgα+

+ 1

2
a2 sin 2α.

Решение: Возможны следующие случаи расположения треугольников:

α

α α

αa

Рис. 1.

α α

αα

a

Рис. 2.

α α

α α

a

Рис. 3.

a
α α

α

α

Рис. 4.

1) Треугольники имеют общую боковую сторону (Рис. 1 и 2), тогда S = a2 sin 2α.

2) Треугольники имеют общее основание (Рис. 3), тогда S = 1

2
a2 tgα.
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3) Общая сторона является для одного треугольника основанием, для другого – боковой

стороной (Рис. 4), тогда S = 1

4
a2 tgα+ 1

2
a2 sin 2α.

2. Два равнобедренных треугольника с одинаковыми углами при основании, равными α, име-

ют общую сторону (треугольники соединены внешним образом). Площадь получившегося

четырехугольника равна S. Найдите длину общей стороны треугольников.

Ответ: Длина общей стороны треугольников может принимать значения
√

2S/ tgα,
√

S/ sin 2α,
√

4S/(tgα+ 2 sin 2α).

4. 1. Действительные числа a, b, c таковы, что
1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
= 1 и ab + bc + ca > 0.

Докажите, что a+ b+ c− abc

ab+ bc+ ca
> 4.

Решение: Из первого условия приведением к общему знаменателю получаем, что a2 + b2 +

+ c2+3(ab+ bc+ ca) = (a+ b)(b+ c)(c+a). Домножая нужное нам неравенство на ab+ bc+ ca,

получаем

(ab+ bc+ ca)(a+ b+ c)− abc > 4(ab+ bc+ ca).

Раскрывая скобки, легко понять, что

(ab+ bc+ ca)(a+ b+ c)− abc = (a+ b)(b+ c)(c+ a).

Складывая неравенство a2 + b2 > 2ab с двумя аналогичными и сокращая на 2, получаем,

что a2 + b2 + c2 > ab + bc + ca. Следовательно, получаем (ab + bc + ca)(a + b + c) − abc =

= (a + b)(b + c)(c + a) = a2 + b2 + c2 + 3(ab + bc + ca) > 4(ab + bc + ca). Что и требовалось

доказать.

2. Действительные числа a, b, c и d таковы, что a+ b+ c+ d = 0 и
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
+

1

abcd
= 0.

Какие значения может принимать выражение (ab− cd)(c+ d)?

Ответ: (ab− cd)(c+ d) = −1.

5. 1. Сравните числа
1

2012
· 3

2010
· 5

2008
· . . . · 2011

2
и

2012!

22012 · 1005! · 1007!

(здесь n! – произведение всех натуральных чисел от 1 до n включительно: n! = 1 ·2 · . . . ·n).

Ответ: Первое число больше второго.

Решение 1: Преобразуем каждое из чисел:

1

2012
· 3

2010
· 5

2008
· . . . · 2011

2
=

2012!

(21006 · 1006!)2
=

2012!

22012 · 1006! · 1005! · 1006;

2012!

22012 · 1005! · 1007! =
2012!

22012 · 1005! · 1006! · 1007 .

Следовательно, знаменатель первой дроби меньше знаменателя второй дроби.

2. Сравните числа
2

2013
· 4

2011
· 6

2009
· . . . · 2014

1
и

22014 · 1006! · 1008!
2014!

(здесь n! – произведение всех натуральных чисел от 1 до n включительно: n! = 1 ·2 · . . . ·n).

Ответ: Первое число меньше второго.
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6. 1. После приготовления десертов остались груши и апельсины. Оказалось, что масса груши

равна сумме квадратов масс оставшихся груш и всех апельсинов, а масса апельсина равна

сумме квадратов масс оставшихся апельсинов и всех груш. Сколько весят груши и сколько

весят апельсины, если всего осталось 10 фруктов.

Ответ: Вес груши равен весу апельсина и равен 1/9.

Решение: Пусть вес апельсина — a, а вес груши — b и пусть осталось A апельсинов. Тогда

имеем
{

b = Aa2 + (9−A)b2,

a = (10−A)b2 + (A− 1)a2.

Вычитая первое равенство из второго, получаем a− b = b2 − a2. Такое возможно только при

a = b, так как a+ b 6= −1.

Таким образом, получаем, что a = 9a2. Откуда a = 1/9.

2. Имеются выпуклый четырехугольник и выпуклый пятиугольник, не имеющие общих точек.

Найдите длины сторон каждого из многоугольников, если известно, что каждая из сторон

четырехугольника равна сумме квадратов длин сторон пятиугольника, а каждая из сторон

пятиугольника равна сумме квадратов длин сторон четырехугольника.

Ответ: Каждая из сторон четырехугольника равна 1/2 3
√
10; каждая из сторон пятиугольника

равна 1/ 3
√
100.

7. 1. Дед Василий как-то в молодости отправился в путешествие и первую половину пути про-

ехал на велосипеде со средней скоростью 15 км/час, а вторую половину прошел пешком,

со средней скоростью 5 км/час. Впоследствии дед рассказывал внукам, что в том путе-

шествии преодолел 500 км за 20 часов. Докажите, что дед Василий ошибается в своих

воспоминаниях.

Решение 1: Поскольку средняя скорость на первой половине пути равна v1 = S/2
t1

=

= 15 км/час, а на второй — v2 = S/2
t2

= 5 км/час, то средняя скорость на всем пути может

быть вычислена как

v =
S

t1 + t2
=

(

t1
S

+
t2
S

)−1

=

(

1

2 · 15 +
1

2 · 5

)−1

=
15

2
км/час.

С другой стороны, на основании воспоминаний деда Василия, средняя скорость его передви-

жения в том путешествии была бы равна ṽ = 500

20
= 25 км/час.

Очевидно, v 6= ṽ.

Решение 2: Заметим, что средняя скорость на всем пути v не превосходит максимума из

скоростей на разных участках пути, то есть

v 6 max{v1, v2} = 15 км/час <
500

20
= 25 км/час.

2. Мальчик Петя говорит, что у него средний балл по алгебре равен 3,8, а по геометрии — 4,2.

Мама Пети считает, что средний балл ее сына по алгебре и геометрии вместе взятым

равен 4,7. Докажите, что кто-то из них ошибается.
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3. Как известно, в состав марципана входят только миндаль и сахар. В Новосамсоньевске из-

готавливают марципан с массовой долей орехов 30 %, а в Старосамсоньевске — с массовой

долей сахара 80 %. Удастся ли из них получить эквивалент марципана, изготавливающе-

гося в Баденбурге и содержащего 50 % миндаля?

Ответ: Нет, не удастся.

8. 1. Пятачок придумал желание и гадает на ромашке о том, сбудется оно или нет. Ромашка

махровая с лепестками, расположенными двумя ярусами, причем лепестки располагаются

строго друг под другом и в каждом ярусе лепестков нечетное число. При гадании можно

отрывать соседний справа, слева, сверху или снизу лепесток от только что оторванного.

Желание сбывается, если в конце концов остается три лепестка в каком-либо одном ярусе

и они не являются соседними. Сможет ли желание Пятачка сбыться? Если нет, то

почему. Если да, то опишите последовательность отрывания лепестков.

Ответ: Да, может сбыться.

Решение: Занумеруем лепестки в ярусах: в верхнем ярусе через 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, а

лепестки под ними через a, b, c, d, e, f, g, h, i соответственно. Пусть Пятачок оторывает

лепестки в следующем порядке: a, b, 2, 3, c, d, e, 5, 6, f, g, h, 8, 9, i. Заметим, что остались

лепестки 1, 4, 7, которые не являются соседними. Отметим, что если лепестков в ярусе бу-

дет не больше 7, то такой пример невозможен, так как нельзя будет выбрать три лепестка

попарно не соседних и не через один в одном ярусе. Примеры для больших 9 нечетные чисел

строятся аналогичным образом.

2. Пятачок придумал желание и гадает на ромашке о том, сбудется оно или нет. Ромашка

махровая с лепестками, расположенными двумя ярусами, причем лепестки располагаются

строго друг под другом и в каждом ярусе лепестков нечетное число. При гадании можно

отрывать соседний справа, слева, сверху или снизу лепесток от только что оторванного.

Желание сбывается, если в конце концов остается по одному лепестку в каждом ярусе и

они не расположены друг над другом. Сможет ли желание Пятачка сбыться? Если нет,

то почему. Если да, то опишите последовательность отрывания лепестков.

Ответ: Да, может сбыться.

3. Возвращаясь из школы, Петя считал количество проезжающих машин марок Мерседес

и Шевроле. Оказалось, что машин марки Шевроле проехало больше. Дома Петя записал

закономерность – удвоенная разность квадратов количества машин Шевроле и Мерседес

равна их утроенному произведению. Можно ли определить - четным или нечетным было

количество встреченных Петей машин каждой из марок?

Ответ: Количество машин Шевроле четное, четность количества машин Мерседес устано-

вить невозможно.

Решение: Обозначим, x – количество машин марки Шевроле, y – количество машин марки

Мерседес. По условию задачи составим уравнение 2 (x2 − y2) = 3xy, которое решаем как

квадратное относительно x. Получаем соотношение x = 2 y.
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4. Пенсионерка Лариса Ивановна попросила внучку Таню помочь провести учет домашних за-

готовок на зиму. По подсчетам Тани оказалось, что если к квадрату количества банок

варенья прибавить утроенное произведение количества банок варенья на количество банок

соленых огурцов, то получится число в 10 раз большее, чем квадрат количества банок огур-

цов. Можете ли Вы определить - четным или нечетным было количество посчитанных

Таней банок варенья и соленых огурцов?

Ответ: Количество банок варенья четное, четность количества банок огурцов установить

невозможно.

9. 1. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение

[2− x2] = a
(

{x2 − 1} − 1
)

имеет нечетное количество решений (здесь [t] — целая часть t, то есть наибольшее целое,

не превосходящее t, а {t} — дробная часть t, то есть {t} = t− [t]).

Ответ: a = −2.

Решение: Поскольку функции l(x) = [2 − x2] и r(x) = a
(

{x2 − 1} − 1
)

четные, то нечетное

количество точек пересечения они могут иметь лишь тогда, когда одной из таких точек

является x = 0. Отсюда получаем условие

[2] = a ({−1} − 1) ⇔ a = −2.

Осталось проверить, что при a = −2 уравнение имеет лишь конечное число решений.

Способ 1. Заметим, что функция r(x) ∈ (0, 2], следовательно, уравнение может иметь реше-

ния только тогда, когда левая часть принимает значения из того же промежутка, то есть

равна 1 или 2 в силу целочисленности. Тогда 1 6 2− x2 < 3, откуда x ∈ [−1, 1], причем
{

l(x) = 2, если x = 0,

l(x) = 1, если x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]
⇔

⇔
{

{x2} = 0, x = 0

{x2} = 1

2
, x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]

⇔
[

x = 0,

x = ± 1√
2
.

Способ 2. Заметим, что l(x) = 0, если x = 0, l(x) = 1 − n, если x ∈
[

−
√
n+ 1,−√

n
)

∪
(√

n,
√
n+ 1

]

, n ∈ N ∪ {0} , а функция r(x) на каждом из промежутков
(

−
√
n+ 1,−√

n
]

и
[√

n,
√
n+ 1

)

, n ∈ N ∪ {0} , монотонна, а ее область значений на каждом из них — промежу-

ток (0, 2]. Следовательно, функции могут иметь только конечное число точек пересечения.

2. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение

[1, 5− x2] = a
(

{x2 − 0, 5} − 2
)

имеет нечетное количество решений (здесь [t] — целая часть t, то есть наибольшее целое,

не превосходящее t, а {t} — дробная часть t, т.е. {t} = t− [t]).

Ответ: a = −2/3.
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10. 1. Найдите три нечетных делителя числа

1253 · (1062 − 1022) + 1063 · (1022 − 1252) + 1023 · (1252 − 1062).

Ответ: Например, 1, 19, 23.

Решение: Для удобства выполнения преобразований введем обозначения a = 125, b =

= 106, c = 102. Разложим на множители выражение a3(b2− c2)+ b3(c2−a2)+ c3(a2− b2). Это

выражение — кубический многочлен относительно a, два его корня, очевидно, b и c. Тогда

третий корень по теореме Виета равен −bc/(b + c). Раскладывая многочлен на множители,

мы получим искомое разложение: a3(b2 − c2) + b3(c2 − a2) + c3(a2 − b2) = (a − b)(b − c)(c −
− a)(ab + bc + ac). Очевидно, среди делителей заданного числа содержатся нечетные числа

125− 106 = 19 и 125− 102 = 23. Этого достаточно,чтобы ответить на вопрос задачи.

2. Найдите три нечетных делителя числа

1253 · (1082 − 1062) + 1083 · (1062 − 1252) + 1063 · (1252 − 1082).

Ответ: Например, 1, 17, 19.
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Олимпиада школьников СПбГУ по математике.
Заключительный этап. 2012/2013 учебный год.

Задания для 8–9 классов.

Вариант 1

1. Найдите все пары квадратных трехчленов x2 + ax + b и x2 + cx + d такие, что a
и b — корни второго трехчлена, а c и d — корни первого трехчлена.

Ответ: x2 + x− 2 и x2 + x− 2, а также x2 + ax и x2 − ax при любом a.

Решение. Из теоремы Виета −a = c + d и −c = a + b. Следовательно, b = d. Снова
воспользуемся теоремой Виета, получим, что b = cd и d = ab. При b = d 6= 0 отсюда
следует, что a = c = 1 и, значит, b = d = −a − c = −2. Если же b = d = 0, то a любое и
c = −a.

2. Девять последовательных натуральных чисел таковы, что сумма квадратов пер-
вых пяти из них равна сумме квадратов остальных чисел. Какими могут быть эти
числа? Приведите все варианты ответов и докажите, что других нет.

Ответ: 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44.

Решение. Пусть наши числа — n − 4, n − 3, . . . , n + 4. По условию имеем (n − 4)2 +
(n − 3)2 + (n − 2)2 + (n − 1)2 + n2 = (n + 1)2 + (n + 2)2 + (n + 3)2 + (n + 4)2, то есть
5n2−20n+(12+22+32+42) = 4n2+20n+(12+22+32+42), или n2 = 40n. Из двух решений
этого уравнения n = 0 не подходит, так как наши числа должны быть натуральными, а
оставшееся значение n = 40 дает ответ: числа 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44.

3. У Васи есть 9 палочек по 5 см и 9 палочек по 6 см. Он хочет, разломав несколь-
ко палочек, сложить из всех получившихся кусков равносторонний 11-угольник. Каким
наименьшим количеством разломов он может обойтись?

Ответ: 7.

Решение. Общая длина всех палочек составляет 99 см, поэтому стороны 11-угольника
должны быть по 9 см. Разломаем 3 шестисантиметровых палочки пополам и приставим
по кусочку к 6 оставшимся шестисантиметровым палочкам. Получим шесть девятисан-
тиметровых сторон. Теперь отломаем от 4 пятисантиметровых палочек по куску длиной
1 см. Все отломанные куски приложим к одной из оставшихся пятисантиметровых пало-
чек, а оставшиеся четырёхсантиметровые куски — по одному к остальным оставшимся
пятисантиметровым палочкам. Получим 11 девятисантиметровых сторон.

Покажем, что 6 разломов не хватит. В самом деле, если мы сделали 6 разломов, то по
крайней мере 12 палочек остались целыми. Значит, в составе по крайней мере одной из
сторон 11-угольника окажется хотя бы две целых палочки. Но суммарная длина любых
двух целых палочек больше 9см.
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4. В треугольнике ABC проведена медиана AM . Может ли радиус окружности, впи-
санной в треугольник ABM , быть ровно в два раза больше радиуса окружности, вписан-
ной в треугольник ACM?

Ответ: нет.

rb

rc

A

BC M

Решение. Пусть rb и rc — радиусы окружностей, вписанных соответственно в тре-
угольники ABM и ACM . Тогда

rb(AB + AM +MB) = 2SABM = 2SACM = rc(AC + AM +MC).

Если rb = 2rc, то

2(AB + AM +MB) = AC + AM +MC = AC + AM +MB.

После приведения подобных слагаемых останется равенство 2AB + AM +MB = AC. Но
это невозможно, поскольку по неравенству треугольника AM +MB = AM +MC > AC.
Противоречие.

5. На доске написаны цифры 2, 3, 4, 5. Разрешается, выбрав несколько из них, со-
ставить из них число n, а затем число n умножить 19, и цифры полученного числа
записать обратно на доску вместо взятых цифр. (Например, выбрав цифры 2, 3, 4, мы
можем составить из них число 324 и записать вместо них 324·19 = 6156, причем цифра
6 записывается два раза. Таким образом, на доске после этого действия будут записаны
цифры 1, 5, 5, 6, 6). Можно ли с помощью таких операций добиться того, чтобы на
доске были записаны цифры 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7?

Ответ: нельзя.

Решение. Заметим, что числа n и 19n имеют одинаковые остатки при делении на
3, которые совпадают с остатками при делении на 3 сумм цифр этих чисел. Поэтому
проводимые операции не меняют остаток от деления на 3 суммы всех находящихся на
доске чисел. Но сначала он равен 2, а в конце 0.

6. Пусть n — натуральное число, большее 10. Докажите, что у каждого из чисел n!+
1, n!+2, . . . , n!+n есть простой делитель, на который не делится ни одно из остальных.
Как обычно, n! обозначает произведение всех натуральных чисел, не превосходящих n.
Например, 4! = 1 · 2 · 3 · 4.

Решение. Для каждого числа n! + k будем выбирать его простой делитель pk, удо-
влетворяющий условию задачи. Заметим, что (n! + k, n! + m) = (n! + k,m − k), что при
1 6 k 6= m 6 n является делителем m− k и, значит, меньше n.

Пусть мы нашли у числа n! + k простой делитель pk > n. Тогда никакое из чисел вида
n! +m на него не делится, поскольку 0 6= |m− k| < n 6 pk. Стало быть, он подходит.
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Пусть мы нашли у числа n! + k простой делитель pk ∈ (n/2, n). Предположим, что на
него также делится и n! +m при m 6= k. Поскольку pk < n, число n! кратно pk и, значит,
k кратно pk. Тогда k = pk, ибо n/2 < pk 6 k < n. С другой стороны |m − k| делится на
k = pk. Но тогда |m− k| > k и m > 2k > n, что невозможно.

Итак, осталось разобрать случай, когда все простые делители числа n! + k меньше,
чем n/2. Возьмем один такой делитель p. Тогда k делится на p и n! делится на p2. Значит,
число (n! + k)/k = n!/k + 1 не может делиться на p. Но тогда у числа (n! + k)/k нет ни
одного простого делителя. Следовательно, (n! + k)/k = 1, что невозможно.
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Вариант 2

1. Найдите все пары квадратных трехчленов x2 + ax + b и x2 + cx + d такие, что a
и −b — корни второго трехчлена, а c и −d — корни первого трехчлена.

Ответ: x2 − x− 2 и x2 − x− 2, а также x2 + ax и x2 − ax при любом a.

Решение. Из теоремы Виета −a = c − d и −c = a − b. Следовательно, b = d. Снова
воспользуемся теоремой Виета, получим, что b = c(−d) = −cd и d = a(−b) = −ab. При
b = d 6= 0 отсюда следует, что a = c = −1 и, значит, b = d = a+ c = −2. Если же b = d = 0,
то a любое и c = −a.

2. Одиннадцать последовательных натуральных чисел таковы, что сумма квадратов
первых шести из них равна сумме квадратов остальных чисел. Какими могут быть эти
числа? Приведите все варианты ответов и докажите, что других нет.

Ответ: 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65.

Решение. Пусть наши числа — n − 5, n − 4, . . . , n + 5. По условию имеем (n − 5)2 +
(n−4)2+(n−3)2+(n−2)2+(n−1)2+n2 = (n+1)2+(n+2)2+(n+3)2+(n+4)2+(n+5)2,
то есть 6n2−30n+(12+22+32+42+52) = 5n2+30n+(12+22+32+42+52), или n2 = 60n.
Из двух решений этого уравнения n = 0 не подходит, так как наши числа должны быть
натуральными, а оставшееся значение n = 60 дает ответ: числа 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61,
62, 63, 64, 65.

3. У Васи есть 10 палочек по 6 см и 10 палочек по 7 см. Он хочет, разломав несколь-
ко палочек, сложить из всех получившихся кусков равносторонний 13-угольник. Каким
наименьшим количеством разломов он может обойтись?

Ответ: 7.

Решение. Общая длина всех палочек составляет 130 см, поэтому стороны 13-
угольника должны быть по 10 см. Разломаем каждую из 5 семисантиметровых палочек
на палочки 3 см и 4 см и приставим трехсантиметровые кусочки к 5 оставшимся семи-
сантиметровым палочкам. А четырехсантиметровые кусочки приставим к 5 шестисан-
тиметровым палочкам. Получим 10 десятисантиметровых сторон. Теперь отломаем от 2
шестисантиметровых палочек по куску длиной 2 см. Все отломанные куски приложим к
одной из оставшихся шестисантиметровой палочек, а оставшиеся четырёхсантиметровые
куски — по одному к остальным оставшимся шестисантиметровым палочкам. Получим 13
десятисантиметровых сторон.

Покажем, что 6 разломов не хватит. В самом деле, если мы сделали 6 разломов, то по
крайней мере 12 палочек остались целыми. Значит, в составе по крайней мере одной из
сторон 13-угольника окажется хотя бы две целых палочки. Но суммарная длина любых
двух целых палочек больше 10 см.
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4. В треугольнике ABC проведена медиана AM . Может ли радиус окружности, впи-
санной в треугольник ABC, быть ровно в два раза больше радиуса окружности, вписан-
ной в треугольник ABM?

Ответ: нет.

rb

r

A

BC M

Решение. Пусть r и rb — радиусы окружностей, вписанных соответственно в треуголь-
ники ABC и ABM . Тогда

2rb(AB + AM +MB) = 4SABM = 2SABC = r(AB +BC + CA).

Если r = 2rb, то

AB + AM +MB = AB + AC +BC = AB + AC +MB +MC.

После приведения подобных слагаемых останется равенство AC +MC = AM , что проти-
воречит неравенству треугольника.

5. На доске написаны цифры 5, 6, 7, 8. Разрешается, выбрав несколько из них, со-
ставить из них число n, а затем число n умножить 13, и цифры полученного числа
записать обратно на доску вместо взятых цифр. (Например, выбрав цифры 5, 6, 7, мы
можем составить из них число 576 и записать вместо них 576·13 = 7488, причем цифра
8 записывается два раза. Таким образом, на доске после этого действия будут записаны
цифры 4, 7, 8, 8, 8). Можно ли с помощью таких операций добиться того, чтобы на
доске были записаны цифры 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8?

Ответ: нельзя.

Решение. Заметим, что числа n и 13n имеют одинаковые остатки при делении на
3, которые совпадают с остатками при делении на 3 сумм цифр этих чисел. Поэтому
проводимые операции не меняют остаток от деления на 3 суммы всех находящихся на
доске чисел. Но сначала он равен 2, а в конце 0.

6. Пусть n — нечетное натуральное число, большее 10. Докажите, что у каждого
из каждого из чисел n!! + 1, n!! + 3, n!! + 5, n!! + 7, . . . , n!! + n есть простой делитель,
на который не делится ни одно из остальных. Как обычно, n!! обозначает произведение
всех натуральных чисел, не превосходящих n и имеющих ту же четность, что и n.
Например, 7!! = 1 · 3 · 5 · 7.

Решение. Для каждого числа n!! + k будем выбирать его простой делитель pk, удо-
влетворяющий условию задачи. Заметим, что (n!! + k, n!! +m) = (n!! + k,m− k), что при
1 6 k 6= m 6 n является делителем m− k и, значит, меньше n.

Пусть мы нашли у числа n!!+k простой делитель pk > n. Тогда никакое из чисел вида
n!! +m на него не делится, поскольку 0 6= |m− k| < n 6 pk. Стало быть, он подходит.
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Пусть мы нашли у числа n!! + k простой делитель pk ∈ (n/3, n). Предположим, что на
него также делится и n!! +m при m 6= k. Поскольку pk < n, число n!! кратно pk и, значит,
k кратно pk. Тогда k = pk, ибо n/3 < pk 6 k < n. С другой стороны |m−k| четно и делится
на k = pk. Но тогда |m− k| > 2k и m > 3k > n, что невозможно.

Итак, осталось разобрать случай, когда все простые делители числа n!! + k меньше,
чем n/3. Возьмем один такой делитель p. Тогда k делится на p и n!! делится на p2. Значит,
число (n!! + k)/k = n!!/k + 1 не может делиться на p. Но тогда у числа (n!! + k)/k нет ни
одного простого делителя. Следовательно, (n!! + k)/k = 1, что невозможно.
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Вариант 3

1. Дан квадратный трехчлен 2x2−x− 36. Найти все целые значения x, при которых
значения этого трехчлена являются квадратами простых чисел.

Ответ: x = 5 и x = 13.

Решение. Пусть f(x) = 2x2 − x − 36. Заметим, что 2x2 − x − 36 = (2x − 9)(x + 4).
Следовательно, при интересующих нас x для некоторого простого числа p верно равенство
(2x− 9)(x+ 4) = p2. Это возможно в нескольких случаях:

1) 2x− 9 = x+ 4. Тогда x = 13 и он подходит: f(13) = 172.
2) x + 4 = ±1. Тогда x = −3 или x = −5. Оба x не подходят: поскольку f(−3) < 0 и

f(−5) = 19, что не является квадратом простого числа.
3) 2x−9 = ±1. Тогда x = 4 или x = 5. Первый случай не подходит, поскольку f(4) < 0,

а второй подходит: f(5) = 9 = 32.

2. Для любых положительных чисел a и b докажите неравенство

1

ab
+

1

a2 + b2
>

6

(a+ b)2
.

Решение. Воспользуемся неравенством
1

x
+

1

y
>

4

x+ y
, которое легко проверяется с

помощью домножения на знаменатели, для x = 2ab и y = a2 + b2. Получим, что

1

2ab
+

1

a2 + b2
>

4

a2 + b2 + 2ab
=

4

(a+ b)2
.

С другой стороны (a + b)2 > 4ab, поэтому
1

2ab
>

2

(a+ b)2
. Осталось лишь сложить полу-

ченные неравенства.

3. Каждая клетка доски 18×18 может быть покрашена в черный или белый цвет. Из-
начально все клетки белые. Разрешается перекрашивать все клетки какой-нибудь строч-
ки или какого-нибудь столбца в противоположный цвет (белые – в чёрный, а чёрные –
в белый). Можно ли получить раскраску, содержащую ровно 16 черных клеток?

Ответ: нельзя.

Первое решение. Заметим, что если строка (или столбец) была перекрашена чётное
число раз, то это всё равно, что её не перекрашивали, если нечётное число раз, это всё
равно, что её перекрашивали один раз. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда
каждый столбец и каждую строку перекрашивали не больше одного раза. Если получилась
раскраска с 16 чёрными клетками, чёрные клетки будут не более чем в 16 строках и 16
столбцах. Поэтому найдутся целиком белые столбец и строка. Но это возможно только в
случае, если мы вообще ничего не перекрашивали.

Второе решение. Заметим, что если строка (или столбец) была перекрашена чётное
число раз, то это всё равно, что её не перекрашивали, если нечётное число раз, это всё
равно, что её перекрашивали один раз. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда
каждый столбец и каждую строку перекрашивали не больше одного раза. Пусть пере-
крашивалось k строк и n столбцов. Тогда цвет поменяли те клетки, которые попали в
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перекрашиваемую строку и неперекрашиваемый столбец (таких k(18 − n)) или наоборот
(таких n(18− k)). Таким образом получаем уравнение

k(18− n) + n(18− k) = 16,

которое после сокращения на 2 может быть преобразовано к виду

(k − 9)(n− 9) = 73.

Но оно не имеет решений, поскольку правая часть делится на простое число 73, а каждый
из множителей левой части находится в промежутке [−8, 9].

4. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Известно, что ∠CAD = ∠DBA = 40◦,
∠CAB = 60◦, ∠CBD = 20◦. Найдите ∠CDB.

Ответ: 30◦.

A

B

C

D

40
◦

60
◦

40
◦

20
◦

Первое решение. Заметим, что ∠CBA = ∠CBD + ∠DBA = 60◦ = ∠CAB. Поэтому
треугольник ABC — равносторонний. Кроме того, ∠ADB = 180◦ − ∠CAD − ∠CAB −
∠DBA = 40◦ = ∠DBA. Следовательно, треугольник BAD равнобедренный и, значит,
AC = AB = AD. Поэтому ∠ADC = 1

2
(180◦−∠CAD) = 70◦ и ∠CDB = ∠ADC −∠ADB =

70◦ − 40◦ = 30◦.

Второе решение. Заметим, что ∠CBA = ∠CBD + ∠DBA = 60◦ = ∠CAB. По-
этому треугольник ABC — равносторонний и, в частности, AB = AC. Кроме того,
∠ADB = 180◦ − ∠CAD − ∠CAB − ∠DBA = 40◦ = ∠DBA. Следовательно, треуголь-
ник BAD равнобедренный и, значит, AC = AB = AD. Тогда окружность с центром в
точке A и радиусом AC проходит через точки B, C и D. Осталось заметить, что искомый
угол вписанный и опирается на дугу BC, которая равна 60◦. Стало быть, ∠CDB = 30◦.

5. На доске 30 раз написано положительное число x. Разрешается стереть любое
число и взамен выписать на доску два числа, которые в два раза меньше стертого. При
каком наибольшем натуральном k можно гарантировать, что в наборе в любой момент
времени найдётся k равных чисел?

Ответ: k = 16.

Решение. Допустим, что k 6 15. Тогда есть такой набор чисел, в котором каждое
число встречается не более 15 раз. Пусть самое маленькое число в нем равно x/2m. Тогда
сумма всех этих чисел не превосходит 15x(2−m +2−m+1 + · · ·+1), что меньше 15x. Проти-
воречие. Итак, k > 16. Осталось построить пример, когда нет 17 равных чисел. Для этого
сохраним 16 чисел x, а 14 разделим пополам. Получится 28 чисел x/2. Из них 16 сохра-
ним, оставшиеся 12 снова поделим пополам, получим 24 числа x/4. Из них 16 сохраним,
оставшиеся 8 снова поделим пополам, получим 16 чисел x/8.
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6. Натуральные числа x и y таковы, что 1 < x < y и x3 − 1 делится на xy − 1.
Докажите, что y — точный квадрат.

Решение. Из условия следует, что на xy − 1 делится разность

(x3 − 1)− (xy − 1) = x3 − xy = x(x2 − y).

Поскольку числа x и xy − 1 взаимно просты, разность x2 − y также делится на xy − 1.
Заметим, что −y < x2− y < xy− 1 (последнее неравенство следует из того, что x < y). Но
в промежутке от −y до xy − 1 на xy − 1 делится только 0. Следовательно, y = x2.
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Вариант 4

1. Квадратный трехчлен ax2 + bx − 23 = 0 с целыми коэффициентами a и b имеют
два различных целых корня одного знака. Чему может быть равен коэффициент a?

Ответ: −1.

Решение. Пусть x1 и x2 корни трехчлена. По теореме Виета x1x2 = −23/a. Поскольку
они одного знака, x1x2 > 0 и, значит, a отрицательно. Кроме того a является делителем
23. Следовательно, a = −1 или a = −23. Во втором случае x1x2 = 1, что невозможно для
различных целых чисел x1 и x2. Первый случай возможен при x1 = 1 и x2 = 23.

2. Положительные числа a, b, c, x, y, z удовлетворяют равенствам a2 + b2 = c2 и
x2 + y2 = z2. Докажите неравенство (a+ x)2 + (b+ y)2 6 (c+ z)2.

Решение. После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых и сокращения
на 2 доказываемое неравенство примет вид

ax+ by 6 cz =
√

(a2 + b2)(x2 + y2).

Возведем его в квадрат и получим неравенство (ax + by)2 6 (a2 + b2)(x2 + y2), которое с
помощью очередного раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых превращается
в очевидное неравенство 2axby 6 a2y2 + b2x2.

3. На шахматной доске (8 × 8) выбраны точки A, B, C, не лежащие на границах
клеток доски. В каком наибольшем количестве точек стороны треугольника ABC могут
пересекать границы клеток?

Ответ: 28.

Решение. Поскольку никакая сторона треугольника ABC не идёт по границам кле-
ток, каждая из семи линий, по которым граничат горизонтали доски, и каждая из семи
линий, по которым граничат вертикали доски, пересекает контур треугольника не боль-
ше двух раз. Поэтому всего стороны нашего треугольника пересекают стороны клеток
доски не больше 28 раз. Пример на 28 получится, если взять точки A и B внутри двух
противоположных угловых клеток доски, а точку C произвольно, но так, чтобы стороны
треугольника не проходили через вершины клеток.

4. Диагонали прямоугольника ABCD пересекаются в точке O, а на стороне AD вы-
брана точка K такая, что AK = 2, KD = 1. Оказалось, что ∠ACK = 30◦. Чему может
быть равен отрезок OK?

Ответ: 1.

A

B C

D

E

O

K

30
◦

Решение. На луче CD отметим такую точку E, что DE = CD. Тогда отрезки AD
и EO являются медианами треугольника ACE. Значит они делятся точкой пересечения
в отношении 2 : 1. Но в том же отношении точка K делит отрезок AD. Следовательно,
отрезок EO проходит через точку K. Через неё же проходит и третья медиана CF этого
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треугольника. В силу симметрии ∠AEK = ∠ACK = 30◦. Опустим из точки K перпен-
дикуляр KH на AF . В прямоугольном треугольнике EKH угол ∠KEH = 30◦, поэтому
катет KH равен половине гипотенузы KE. Таким образом, KH = 1

2
KE = KD = KF .

Второе равенство, поскольку K делит медиану EO в отношении 2 : 1, а третье в силу сим-
метрии. Итак, длина высоты KH равна длине наклонной KF . Это возможно только, если
точки H и F совпадают. Следовательно, CF — высота в треугольнике ACE и, значит, он
равнобедренный и AC = EC. Но в силу симметрии AC = AE. Стало быть, треугольник
ACE равносторонний. Поэтому KO = KD = 1.

5. Доску 7 × 7 разрезали по клеточкам на фигурки вида , , . Сколько
могло получиться четырехклеточных фигурок?

Ответ: одна.

Решение. Покрасим 16 клеток доски как показано на рисунке. Пусть получилось k
трехклеточных фигурок и n четырехклеточных. Поскольку каждая фигурка покрывает
не более одной закрашенной клетки, k+n > 16. С другой стороны 3k+4n = 49. Следова-
тельно,

49 = 3k + 4n = 3(k + n) + n > 3 · 16 + n = 48 + n.

Таким образом, n 6 1. Поскольку 49 не делится на 3, хотя бы одна четырехклеточная
фигурка должна присутствовать.

Осталось показать, что так разрезать можно. Например, разрезаем на квадрат 2 × 2,
семь прямоугольников 2× 3 и один “уголок” как показано на рисунке, а затем каждый из
прямоугольников 2× 3 разрезаем на два уголка.

Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z Z

6. Сколько решений в натуральных числах, меньших 2 000 000, имеет уравнение (m−

n)2 =
4mn

m+ n− 1
?

Ответ: 3996.

Первое решение. Найдем все решения, в которых m > n (очевидно, решения, в
которых n > m, получаются из них переменой порядка m и n, поэтому их столько же, а
натуральных решений с m = n быть не может). Заметим, что 4mn = (m+ n)2 − (m− n)2.
Тогда по условию (m− n)2(m+ n− 1) = (m+ n)2 − (m− n)2 и, значит,

(m− n)2 = m+ n.
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Положим m− n = k, тогда m+ n = k2. Следовательно,

m =
k(k + 1)

2
и n =

k(k − 1)

2
,

где k — любое натуральное число, большее 1 (при k = 1 число n оказывается не нату-
ральным). Кроме того k 6 1999, поскольку при k > 2000 имеем m > 2000·2001

2
> 2 000 000.

В итоге получаем 1998 решений с m > n, а всего их вдвое больше.

Второе решение. Найдем все решения, в которых m > n (очевидно, решения, в
которых n > m, получаются из них переменой порядка m и n, поэтому их столько же, а
натуральных решений с m = n быть не может). Пусть d — наибольший общий делитель
чисел m и n. Тогда m = du, n = dv, где (u, v) = 1. Сокращая исходное уравнение на
d2, получаем (u − v)2 = 4uv/(du+ dv − 1). Поскольку числа u и v взаимно просты друг с
другом, они взаимно просты и со своей разностью, так что (u−v)2 должно быть делителем
4, и u− v равно 1 или 2. Разберем эти два случая по отдельности.

1) Если u−v = 1, уравнение принимает вид 4v(v+1) = d(2v+1)−1, откуда d = 2v+1,
m = (v + 1)(2v + 1), n = v(2v + 1). Эти формулы дают натуральные решения исходного
уравнения в числах, меньших 2 000 000, при 1 6 v 6 999 — 999 решений.

2) Если u − v = 2, то u и v являются двумя последовательными нечетными числами:
u = 2t + 1, v = 2t− 1. Тогда исходное уравнение принимает вид (2t+ 1)(2t− 1) = 4td− 1,
откуда d = t, m = t(2t + 1), n = t(2t − 1). Эти формулы дают натуральные решения
исходного уравнения в числах, меньших 2 000 000, при 1 6 t 6 999 — еще 999 решений.

Таким образом, решений с m > n нашлось 1998, а всего решений вдвое больше.
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ïÌÉÍ�ÉÁÄÁ ÛËÏÌØÎÉËÏ× óðÂçõ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÔÁ�. 2012/2013 ÕÞÅÂÎÙÊ ÇÏÄ.úÁÄÁÎÉÑ ÄÌÑ 10{11 ËÌÁÓÓÏ×.÷ÁÒÉÁÎÔ 11. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 13 ÓÔÒÏË É 14 ÓÔÏÌÂ�Ï×. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÏ 1, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 2 × 3 É3×2 ÒÁ×ÎÏ 2. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ËÌÅÔËÁÈ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.ïÔ×ÅÔ: 2−30.
òÅÛÅÎÉÅ 1. úÁÍÏÓÔÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ 2× 3 É 3× 2 ÎÉÖÎÀÀ �ÏÌÏÓËÕ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 9× 14 É�ÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÕÇÏÌ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 4× 9 (ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ). ïÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉË 4 × 5 ÂÅÚ Ä×ÕÈ ËÌÅÔÏË ÚÁ�ÏÌÎÉÍ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ [13·146 ] = 30�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÏÑÝÉÈ × ÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 230. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÎÅÚÁ-�ÏÌÎÅÎÎÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 1 × 2 ÒÁ×ÎÏ 2−30. �ÏÇÄÁ 2−30 ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ×ÔÏÒÏÊ ÉÔÒÅÔØÅÊ ËÌÅÔËÁÈ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á: ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ,�ÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. �ZZZZZZZZZZZZZZ

ZZZZòÅÛÅÎÉÅ 2. úÁÍÏÓÔÉÍ ×ÓÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ 28 ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁÍÉ 2 × 3, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈÒÁ×ÎÏ 228, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÏ 1, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ2−28. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ÄÁÌÅÅ × ÒÑÄ 7 ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÓÍ. �ÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÒÉÓÕÎÏË). ÷ÍÅÓÔÅÏÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏ-ÑÝÉÈ × ÜÔÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ, ÒÁ×ÎÏ 27. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊÓÔÒÏËÁÈ, ÒÁ×ÎÏ 27 : 2−28 = 235. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ 4 �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 2 × 2 ÏËÁÚÁÌÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ (ÓÍ. �ÒÁ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÒÉÓÕÎÏË).ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÒÁ×ÎÏ 235 : 24 = 231. îÁËÏÎÅ�, ×ÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ËÌÅÔËÉÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÜÔÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 2 × 2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 3 × 2, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÏ 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ËÌÅÔËÁÈ ÔÒÅÔØÅÇÏÓÔÏÌÂ�Á, ÒÁ×ÎÏ 2 : 231 = 2−30. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å.
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2. óÕÍÍÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b;  × ÓÅÍØ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ab+ b+ a.ïÔ×ÅÔ: 63.òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ a+ b+  = 17ab. ðÏÌÏÖÉÍ a = x√21, b = y√21,  = z√21. �ÏÇÄÁ
√21 (x+ y + z) = 3√21xyz; ÏÔËÕÄÁ 1yz + 1xz + 1xy = 3:ðÏÜÔÏÍÕab+ b+ a = 21(xy + yz + xz) = 21(xy + 1xy + yz + 1yz + xz + 1xz − 3) > 21 (6− 3) = 63:÷ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ x = y = z = 1. �òÅÛÅÎÉÅ 2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x, y É z ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(x+ y + z)(1x + 1y + 1z) > 9;ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ x = y = z ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ(x+ y + z)(1x + 1y + 1z) = 3 + (xy + yx)+ (yz + zy)+ ( zx + xz ) > 9;�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÓËÏÂËÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ x = ab, y = b, z = a. �ÏÇÄÁab+ b+ a >

91ab + 1b + 1a = 9a+b+ab = 917 = 63:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ab = b = a, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ a = b = . ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁa = b =  = √21 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. �3. ÷ÏÓØÍÅÒÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ x ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2013 2013 : : :2013, ÇÄÅ ÂÌÏË 2013 �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ n ÒÁÚ. îÁÊÔÉ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Ó ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÅÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ 2013.ïÔ×ÅÔ: n ËÒÁÔÎÏ 14.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ p É q | ÞÉÓÌÁ Ó ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÏÊ É ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÅÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ 2013 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.�ÏÇÄÁ p = 1035 = 5 · 9 · 23; q = 8211 = 3 · 7 · 17 · 23:�ÁË ËÁË x = p · zn; ÇÄÅ zn = 1 + 84 + : : :+ 84(n−1);ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÏÇÄÁ zn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7 É ÎÁ 17. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 84 ÎÁ 7 É 17ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1 É −1. ðÏÜÔÏÍÕzn − n ËÒÁÔÎÏ 7; zn − 12(1− (−1)n) ËÒÁÔÎÏ 17:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, zn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7 É 17 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ËÒÁÔÎÏ 7 É 2, ÔÏ ÅÓÔØ 14. �
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4. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 250 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÔÒÅÈ Ó�ÏÒÔÉ×ÎÙÈ ÓÅË�ÉÑÈ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÓÅË�ÉÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× É ÓÏÓÔÁ×Ù ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÅË�ÉÊÒÁÚÌÉÞÎÙ. ëÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÅË�ÉÊ?ïÔ×ÅÔ: 500.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ×ÙÂÒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÅË�ÉÊ. óÄÅÌÁÅÍ Ä×Á ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.1) íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ÚÁ�ÉÓÁÎ × ÓÅË�ÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÛËÏÌØ-ÎÉË x ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ÓÅË�ÉÉ {x} ÎÅÔ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÅË�ÉÀ A, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ x, É ÚÁÍÅÎÉÍÅÅ ÎÁ {x}. ÷ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ÓÅË�ÉÑ A \ {x} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ëÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÓÅË�ÉÉ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÏ×ÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ.2) íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÓÅË�ÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÞÅÌÏ×ÅË. ðÕÓÔØ ÎÁÛÌÁÓØ ÓÅË�ÉÑ A, × ËÏÔÏÒÕÀ×ÈÏÄÑÔ ÛËÏÌØÎÉËÉ a, b É . óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×ÏÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a É b), ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÅË�ÉÀ (ÉÎÁÞÅ ÕÞÅÎÉËa ÂÙÌ ÂÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏÍ ÓÒÁÚÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÅË�ÉÊ: {a}, {a; b}, {a; } É A, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ). �ÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÉÍA ÎÁ {a; b}. ÷ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ÓÅË�ÉÑ A \ {a; b} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÏ×ÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÖÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ.ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÅË�ÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ Ä×Å �ÁÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÜÔÉ �ÁÒÙ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÌÏÍÁÎÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ×ÅÒÛÉÎÙËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ú×ÅÎØÅ× ÜÔÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ,ÔÏ ÅÓÔØ 250. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ 1) É 2) ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÅË�ÉÊ ÒÁ×ÎÏ 250 + 250 = 500. �5. ÷ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ BC ÔÏÞËÉ B1 É C1 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AC ÉAB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABB1 É AC1C, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×ÔÏÞËÁÈ A É P . ðÒÑÍÁÑ AP �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AC1B1, × ÔÏÞËÁÈA É P1. îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ AP1 : AP .ïÔ×ÅÔ: 2 : 3.
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òÅÛÅÎÉÅ 1. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABB1 É AC1C ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÙ É ÒÁÄÉÕÓÙ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÎÉÈÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. õÇÏÌ APB ×�ÉÓÁÎ × �ÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, Á ÕÇÏÌ APC | ×Ï ×ÔÏÒÕÀ. üÔÉ ÕÇÌÙ ÒÁ×ÎÙ,ÔÁË ËÁË Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÈÏÒÄÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ∠ABP = ∠ACP , ÏÔËÕÄÁ ∠BAP =
∠CAP . �ÁË ËÁË AB1 = AC1, ÔÏÞËÉ B1 É C1 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ AP1, ÏÔËÕÄÁ AP1 |ÄÉÁÍÅÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AB1C1. ðÏÜÔÏÍÕ ∠AC1P1 = 90◦.úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ BAP Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÕÇÉ PB É PC1 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. �ÏÇÄÁ ÈÏÒÄÙPB É PC1 ÒÁ×ÎÙ É, ÚÎÁÞÉÔ, ×ÙÓÏÔÁ PQ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BPC1 ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË BC1 �Ï�ÏÌÁÍ. ðÏÜÔÏÍÕÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AC1P1 É AQP �ÏÄÏÂÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 23 , ÏÔËÕÄÁ AP1 : AP = 2 : 3. �îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÔ ÖÅ ÏÔ×ÅÔ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ É ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.
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P1òÅÛÅÎÉÅ 2. éÚ ×�ÉÓÁÎÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ PBAB1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
∠PBC1 = ∠PBA = 180◦ − ∠PB1A = ∠PB1C:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ ×�ÉÓÁÎÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ PCAC1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
∠PCB1 = ∠PCA = 180◦ − ∠PC1A = ∠PC1B:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ PBC1 É PB1C �ÏÄÏÂÎÙ �Ï Ä×ÕÍ ÕÇÌÁÍ. ðÕÓÔØ B2 É C2 ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ×CB1 É BC1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BPC2 É B1PB2 ÔÁËÖÅ �ÏÄÏÂÎÙ (�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÔÏÒÏÎÉ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ∠BPC2 = ∠B1PB2 É, ÚÎÁÞÉÔ, ∠C2PB2 = ∠BPB1 = 180◦ −∠BAC (�ÏÓÌÅÄ-ÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×�ÉÓÁÎÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ PBAB1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËAC2PB2 ×�ÉÓÁÎÎÙÊ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AB1C1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AB2C2ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 2=3 É Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ A. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ AB1C1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AB2C2. ðÏÓËÏÌØËÕ PÉ P1 ÓÕÔØ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÌÕÞÏÍ AP , ÜÔÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕP × ÔÏÞËÕ P1. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, AP1 : AP = 2 : 3. �6. éÚ ÌÉÓÔÁ ÖÅÌÅÚÁ ÔÏÌÝÉÎÏÊ 5 ÍÍ ÷ÁÓÑ ×ÙÒÅÚÁÌ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 6 ÓÍ É ÔÒÉ ÒÁ×-ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ 6 ÓÍ É ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ √21 ÓÍ. �ÏÒ�Ù ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×,ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÉÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ, ÷ÁÓÑ ÚÁÔÏÞÉÌ ÎÁ ÓÔÁÎËÅ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÄÅ-ÔÁÌÅÊ ÓËÌÅÉÌ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ �ÉÒÁÍÉÄÕ ÂÅÚ ÚÁÚÏÒÏ× × ÓÔÙËÁÈ. ëÁËÁÑ ÄÏÌÑ ÖÅÌÅÚÁ ÕÊÄÅÔ ×ÏÔÈÏÄÙ �ÒÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏÍ ÓÔÁÞÉ×ÁÎÉÉ?ïÔ×ÅÔ: 512 .òÅÛÅÎÉÅ. óËÌÅÅÎÎÁÑ ÷ÁÓÅÊ ÍÅÔÁÌÌÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ �ÏÄÏÂÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ�ÉÒÁÍÉÄ ABCD É A′B′C ′D′ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ABC É A′B′C ′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÏÊ ÚÁÔÏÞËÅ ÚÁÇÏÔÏ×ÏË AB = 6 ÓÍ É AD = √21 ÓÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ABC É ÂÏËÏ×ÏÊÇÒÁÎØÀ ABD ×ÎÅÛÎÅÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÞÅÒÅÚ 2�. �ÏÇÄÁos 2� = AB ·

√36
√AD2 − 14AB2 = √3√12 = 12 ;ÏÔËÕÄÁ 2� = �3 É � = �6 . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÒ�Ù ÚÁÇÏÔÏ×ËÉ Ë ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÎÕÖÎÏ ÚÁÔÏÞÉÔØ�ÏÄ ÕÇÌÏÍ � Ë ÅÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ ÓÔÁÎÅÔ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÏÊ ABCA′B′C ′ Ó×ÙÓÏÔÏÊ 0,5 ÓÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏA′B′ = AB − 2 · 12 · tg� · tg �6 = 6− 3 = 3 ÓÍ;ÔÏ ÅÓÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ �ÏÄÏÂÎÁ ×ÎÅÛÎÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 12 . óËÌÅÅÎÎÁÑ ÷ÁÓÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÉÍÅÅÔÏÂßÅÍ V1 = (1− ( 12)3) · 13 · 9√3 ·√AD2 − 13AB2 = 78 · 9√3 = 638 √3;

Яг
уб
ов
.Р
Ф



Á ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ×ÓÅÈ ÚÁÇÏÔÏ×ÏË ÒÁ×ÅÎV2 = 12 · (SABC + 3 · SABD) = 12 ·
(9√3 + 9√12) = 272 √3:ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÌÑ �ÏÔÅÒØ ÒÁ×ÎÁ V2 − V1V2 = 458 √3272 √3 = 512 : �
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÷ÁÒÉÁÎÔ 21. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 15 ÓÔÒÏË É 13 ÓÔÏÌÂ�Ï×. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÏ 1, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 3 × 4É 4 × 3 ÒÁ×ÎÏ 3. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ËÌÅÔËÁÈÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ.ïÔ×ÅÔ: 3−16.
òÅÛÅÎÉÅ 1. úÁÍÏÓÔÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ 3 × 4 É 4 × 3 �ÒÁ×ÕÀ �ÏÌÏÓËÕ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 15 × 4 ÉÌÅ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÕÇÏÌ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8×9 (ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ). ïÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË7×9 ÂÅÚ ÔÒÅÈ ËÌÅÔÏË ÚÁ�ÏÌÎÉÍ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ [ 13·1512 ] = 16 �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÏÑÝÉÈ × ÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 316. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÎÅÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÏÍ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 3 × 1 ÒÁ×ÎÏ 3−16. �ÏÇÄÁ 3−16 ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, ÔÒÅÔØÅÊ ÉÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ËÌÅÔËÁÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ: ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ,�ÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. �ZZZZZZZZZZZZZZZ

ZZZZZZZZZ
òÅÛÅÎÉÅ 2. úÁÍÏÓÔÉÍ ×ÓÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á 15 ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁÍÉ 4 × 3, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈÒÁ×ÎÏ 315, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÏ 1, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÌÅ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÁ×ÎÏ 3−15.ðÏÌÏÖÉÍ ÄÁÌÅÅ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÖËÕ 5 ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÓÍ. ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÉÓÕÎÏË). ÷ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ�ÏËÒÙ×ÁÀÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÏÌÂ�Á ÔÁÂÌÉ�Ù. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑ-ÝÉÈ × ÜÔÉÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ÒÁ×ÎÏ 35. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ, ÔÒÅÔØÅÍ ÉÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ÒÁ×ÎÏ 35 : 3−15 = 320. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ, ÔÒÅÔØÅÍ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ 3 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÁÍÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 3×3 ÏËÁÚÁÌÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ (ÓÍ. �ÒÁ×ÙÊÒÉÓÕÎÏË). ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÒÁ×ÎÏ 320 : 33 = 317. îÁËÏÎÅ�, ×ÔÏÒÁÑ, ÔÒÅÔØÑÉ ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ ËÌÅÔËÉ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÜÔÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 3 × 3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 4 × 3,�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÏ 3. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, ÔÒÅÔØÅÊÉ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ËÌÅÔËÁÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÒÁ×ÎÏ 3 : 317 = 3−16. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å.
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2. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a; b;  ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ab+b+a × �ÑÔØ ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ab. ëÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ?ïÔ×ÅÔ: 95 .òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ab+ b+ a = 5ab. ðÏÌÏÖÉÍ a = 35x, b = 35y,  = 35z. �ÏÇÄÁ925 (xy + yz + xz) = 2725 xyz; ÏÔËÕÄÁ 1z + 1x + 1y = 3:ðÏÜÔÏÍÕ a+ b+  = 35(x+ y + z) = 35(x+ 1x + y + 1y + z + 1z − 3) >
35(6− 3) = 95 :÷ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ x = y = z = 1. �òÅÛÅÎÉÅ 2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É  ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(a+ b+ )(1a + 1b + 1) > 9;ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ a = b =  ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ(a+ b+ )(1a + 1b + 1) = 3 + (ab + ba)+ (b + b)+ ( a + a) > 9;�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÓËÏÂËÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ. �ÏÇÄÁa+ b+  >

91a + 1b + 1 = 9ab+b+aab = 95 :ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a = b =  = 35 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÒÁÝÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. �3. ÷ÏÓØÍÅÒÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ x ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2013 2013 : : :2013, ÇÄÅ ÂÌÏË 2013 �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ n ÒÁÚ. îÁÊÔÉ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÁ Ó ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ 2013.ïÔ×ÅÔ: n ËÒÁÔÎÏ 495.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ p | ÞÉÓÌÏ Ó ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ 2013. �ÏÇÄÁp = 1035 = 5 · 9 · 23:�ÁË ËÁË x = p · zn; ÇÄÅ zn = 1 + 84 + : : :+ 84(n−1);ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÏÇÄÁ zn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, 9 É 23. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 84 ÎÁ 5, 9É 23 ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1, 1 É 2. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ zn − n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5 É 9, Á ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ zn ÎÁ 23�ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1; 3; 7; 15; 8; 17; 12; 2; 5; 11; 0É ÄÁÌÅÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 11. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, zn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, 9 É 23 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁn ËÒÁÔÎÏ 5, 9 É 11, ÔÏ ÅÓÔØ 495. �4. ëÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ÛËÏÌÙ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÔÒÅÈ ÉÚ 600 Ó�ÏÒÔÉ×ÎÙÈÓÅË�ÉÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÓÅË�ÉÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× É ÓÏÓÔÁ×Ù ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÓÅË�ÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ëÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÞÅÎÉËÏ× × ÛËÏÌÅ?ïÔ×ÅÔ: 300.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ × ÛËÏÌÅ ÕÞÉÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÞÅÎÉËÏ× (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ n).óÄÅÌÁÅÍ Ä×Á ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.
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1) íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ÚÁ�ÉÓÁÎ × ÓÅË�ÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÛËÏÌØ-ÎÉË x ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ÓÅË�ÉÉ {x} ÎÅÔ. óÒÅÄÉ ÓÅË�ÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÓÅË�ÉÑ A, ÞÔÏ ÓÅË�ÉÑA \ {x} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÕÞÅÎÉËÁ x ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÅË�ÉÊ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉÞÉÓÌÁ ÛËÏÌØÎÉËÏ×). �ÏÇÄÁ, ÚÁÍÅÎÉ× A ÎÁ {x}, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÁÂÏÒ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.2) íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÓÅË�ÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÞÅÌÏ×ÅË. ðÕÓÔØ ÎÁÛÌÁÓØ ÓÅË�ÉÑ A, × ËÏÔÏÒÕÀ×ÈÏÄÑÔ ÛËÏÌØÎÉËÉ a, b É . óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×ÏÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a É b), ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÅË�ÉÀ (ÉÎÁÞÅ ÕÞÅÎÉËa ÂÙÌ ÂÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏÍ ÓÒÁÚÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÅË�ÉÊ: {a}, {a; b}, {a; } É A, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ). �ÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÉÍ AÎÁ {a; b}. þÉÓÌÏ ÕÞÅÎÉËÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÏ×ÙÊ ÎÁÂÏÒ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀÚÁÄÁÞÉ.ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÅË�ÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ Ä×Å �ÁÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÜÔÉ �ÁÒÙ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÌÏÍÁÎÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ×ÅÒÛÉÎÙËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ Ú×ÅÎØÅ×.ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ 1) É 2) ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ 2n = 600, ÔÏ ÅÓÔØ n = 300. �5. äÉÁÇÏÎÁÌÉ ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ P . ãÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× APB É CPD, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ABCD.îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ AC É BD.ïÔ×ÅÔ: 60◦.
O

A B

CD

P

2αòÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CPD, É �ÏÌÏÖÉÍ
∠COD = 2�. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË OCAD ×�ÉÓÁÎÎÙÊ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ∠CAD = 180◦ − 2�. úÁÍÅÔÉÍÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×�ÉÓÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ CPD Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ Ë ÄÕÇÅ CPD, ÏÔËÕÄÁ

∠CPD = 12 (360◦ − 2�) = 180◦ − �:�ÏÇÄÁ
∠APD = 180◦ − ∠CPD = � É ∠PDA = 180◦ − ∠CAD − � = �:ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË PAD ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, AD = AP . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ,�ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ APB, ÄÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AD = DP . úÎÁÞÉÔ,ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË PAD ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, ÏÔËÕÄÁ ∠APD = 60◦. �6. éÚ ÌÉÓÔÁ ÖÅÌÅÚÁ ðÅÔÑ ×ÙÒÅÚÁÌ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ √48 ÓÍ É ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÓ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ √48 ÓÍ É ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ √60 ÓÍ. �ÏÒ�Ù ×ÓÅÈ ÆÉÇÕÒ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅÉÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ, ðÅÔÑ ÚÁÔÏÞÉÌ ÎÁ ÓÔÁÎËÅ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÄÅÔÁÌÅÊ ÓËÌÅÉÌ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÞÅ-ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÕÀ �ÉÒÁÍÉÄÕ ÂÅÚ ÚÁÚÏÒÏ× × ÓÔÙËÁÈ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏÍ ÓÔÁÞÉ×ÁÎÉÉ× ÏÔÈÏÄÙ ÕÊÄÅÔ 512 ÍÅÔÁÌÌÁ. îÁÊÔÉ ÔÏÌÝÉÎÕ ÌÉÓÔÁ ÖÅÌÅÚÁ.ïÔ×ÅÔ: 1 ÓÍ.òÅÛÅÎÉÅ. óËÌÅÅÎÎÁÑ ðÅÔÅÊ ÍÅÔÁÌÌÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ �ÏÄÏÂÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ�ÉÒÁÍÉÄ ABCDE É A′B′C ′D′E′ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ABCD É A′B′C ′D′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÔÏÞËÅ ÚÁÇÏÔÏ×ÏË AB = √48 ÓÍ É AE = √60 ÓÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ABCDÉ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎØÀ ×ÎÅÛÎÅÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÞÅÒÅÚ 2�, Á ÔÏÌÝÉÎÕ ÖÅÌÅÚÁ | ÞÅÒÅÚ d. óÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ×ÓÅÈÚÁÇÏÔÏ×ÏË ÒÁ×ÅÎ V1 = d · (SABCD + 4 · SABE) = d · (48 + 2√48 · √60− 12) = 144d:
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�ÏÇÄÁ ÓËÌÅÅÎÎÁÑ ðÅÔÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂßÅÍ V2 = 712 · V1 = 84d. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,os 2� = 12 AB
√AE2 − 14 AB2 = √12√48 = 12 ;ÏÔËÕÄÁ 2� = �3 É � = �6 . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÒ�Ù Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÚÁÇÏÔÏ×ËÉ ÎÕÖÎÏ ÚÁÔÏÞÉÔØ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �Ë ÅÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ ÓÔÁÎÅÔ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÏÊ ABCDA′B′C ′D′ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ d.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ A′B′ = AB − 2d · tg� = √48− 2d√3; É A′B′AB = 1− d2 :�ÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÄÏÂÉÑ �ÉÒÁÍÉÄ ÅÓÔØ k = 1 − d2 , ÏÔËÕÄÁ d = 2(1 − k). ïÂßÅÍ ÓËÌÅÅÎÎÏÊ ðÅÔÅÊËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÒÁ×ÅÎ ÔÁËÖÅV2 = (1− k3) · VABCDE = (1− k3) · 13 · 48 ·√AE2 − 12AB2 = 96 (1− k3) :ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ V2, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ96 (1− k3) = 84d = 168 (1− k) ⇔ k2 + k + 1 = 74 ⇔ k = 12 É d = 1: �
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÷ÁÒÉÁÎÔ 31. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 11 ÓÔÒÏË É 12 ÓÔÏÌÂ�Ï×. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ 1, Á ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒËÅ ×ÉÄÁ ÒÁ×ÎÁ 4 (ÆÉÇÕÒËÕ ÍÏÖÎÏ�Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ É �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ). þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÁÂÌÉ�Ù?ïÔ×ÅÔ: 143.
òÅÛÅÎÉÅ 1. îÁÌÏÖÉÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÕÀ ÆÉÇÕÒËÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. óÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÌÅÔËÁÈ, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔËÕ, ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ä×Å ÆÉÇÕÒËÉ ÔÁË, ËÁË ÎÁ �ÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ × ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 2 × 4 ÒÁ×ÎÁÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ ÆÉÇÕÒËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ 8. ÷ÓÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÁ ×ÙÞÅÔÏÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ�ÑÔÎÁÄ�ÁÔØÀ ÔÁËÉÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÒÁ×ÎÁ 1 − 15 · 8 = −119.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ä×Å �ÅÒ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÞÅÔÙÒØÍÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ 2 × 4. ðÏÜÔÏÍÕÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ 3 · 8− (−119) = 143. �Z Z a a a a aa a ab b b bb b     d d d dd de e e e ef f f fg g g g hh h h h a a a a ab b b be e e e ef f f fa a a a ab b b be e e e ef f f fa a a a ab b b bòÅÛÅÎÉÅ 2. îÁÌÏÖÉÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÕÀ ÆÉÇÕÒËÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. óÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÌÅÔËÁÈ, ÉÄÕÝÉÈ�Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔËÕ, ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉÂÕË×ÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ×ÅÒÈÎÉÅ ÆÉÇÕÒËÉ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈÒÁ×ÎÁ 4, ÉÍÅÅÍ a+ b+ f + g = 4 = + d+ f + d:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a+ b = + d. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ä×Å ÎÉÖÎÉÅ ÆÉÇÕÒËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ b+  = a+ d.éÚ Ä×ÕÈ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a =  É b = d. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ e = g É f = h.óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÞÉÓÌÁ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ �ÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. �ÏÇÄÁ a+ b+ e+ f = 4,É ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ 36(a+ b) + 30(e+ f) = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,a+ b = − 1196 É e+ f = 4− (a+ b) = 4 + 1196 :îÁËÏÎÅ�, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ 6(e+ f) = 6(4 + 1196 ) = 143. �2. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a; b;  ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ab+ b+ a ÂÏÌØÛÅ ab × ÛÅÓÔØ ÒÁÚ. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (a+ b)(b+ )(a+ ).ïÔ×ÅÔ: 1.òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ab+ b+ a = 6ab. ðÏÌÏÖÉÍ x = 2a, y = 2b, z = 2. �ÏÇÄÁ14 (xy + yz + xz) = 68 xyz; ÏÔËÕÄÁ 1z + 1x + 1y = 3:ðÏÜÔÏÍÕ(a+ b)(b+ )(a+ ) = x+ y2 · y + z2 · x+ z2 >

√xy · √yz · √xz = xyz >

( 31x + 1y + 1z )3 = 1:
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÷ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÔÒÉÖÄÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ,ÚÁÔÅÍ | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ x = y = z = 1. �òÅÛÅÎÉÅ 2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ(a+ b)(b+ )(a+ ) > 2√ab · 2√b · 2√a = 8ab:ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÞÉÓÅÌ6ab = ab+ b+ a > 3 3√ab · b · a = 3(ab)2=3:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 3√ab > 12 É, ÚÎÁÞÉÔ, (a+ b)(b+ )(a+ ) > 8ab > 1:ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a = b =  = 12 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÒÁÝÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �3. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÅ ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ÅÇÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÅÒÉÞÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ × 3 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÁ ÄÏÓËÅ? ïÔ×ÅÔ ÄÁÔØ ×ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.ïÔ×ÅÔ: 124.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ab | ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÇÄÅ a; b;  ∈ {0; 1; : : : ; 7}. �ÏÇÄÁ162a+ 16b+  = 3 (82a+ 8b+ ); ÔÏ ÅÓÔØ 32a = 4b+ :�ÁË ËÁË b 6 7 É  6 7, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 35. ðÏÜÔÏÍÕa = 1;  = 32− 4b = 4(8− b):ðÏÓËÏÌØËÕ  ... 4, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ  = 0 ÉÌÉ  = 4, ÏÔËÕÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ b = 8 ÉÌÉ b = 7. ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ 1748 = 12410. �4. óÔÏ ÖÕÒÎÁÌÉÓÔÏ× ×ÙÂÉÒÁÌÉ ÌÕÞÛÅÇÏ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÁ ÇÏÄÁ ÉÚ 33 ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÖÕÒÎÁÌÉÓÔ ÎÁ-ÚÙ×ÁÌ ÔÒÏÊËÕ ÌÕÞÛÉÈ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ×, É ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÌÉ ÚÁ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 3, 2 É 1 ÂÁÌÌ. ÷ ÉÔÏÇÅ�ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÎÁÂÒÁÌ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÌÕÞÛÕÀ ÓÕÍÍÕ ÂÁÌÌÏ×. ëÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ?ïÔ×ÅÔ: 20.òÅÛÅÎÉÅ. öÕÒÎÁÌÉÓÔÙ �ÒÉÓÕÄÉÌÉ × ÏÂÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 600 ÂÁÌÌÏ×. �ÁË ËÁË 60033 ∈ (18; 19), �ÏÂÅÄÉÔÅÌØÎÁÂÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 19 ÂÁÌÌÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 19 + 18 · 32 = 595 < 600;�ÏÜÔÏÍÕ Õ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 20 ÂÁÌÌÏ×. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ.1) òÁÚÏÂØÅÍ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ× ÎÁ 11 ÇÒÕ�� �Ï 3 ÞÅÌÏ×ÅËÁ. ðÕÓÔØ ÚÁ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÕ��Õ �ÒÏÇÏÌÏÓÏ×ÁÌÉ �Ï9 ÖÕÒÎÁÌÉÓÔÏ×, �ÒÉÞÅÍ ×ÎÕÔÒÉ ÇÒÕ��Ù �Ï 3 ÒÁÚÁ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÙ (a; b; ), (b; ; a) É (; a; b), ÇÄÅa; b;  | ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÙ ÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ 99 ÖÕÒÎÁÌÉÓÔÏ× ×ÓÅ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÙ �ÏÌÕÞÁÔ �Ï 18ÂÁÌÌÏ× (�Ï ÔÒÉ �ÅÒ×ÙÈ, ×ÔÏÒÙÈ É ÔÒÅÔØÉÈ ÍÅÓÔ).2) ÷ÙÂÅÒÅÍ �Ï �ÁÒÅ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ× a; b É ; d ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÕ��. ÷ Ä×ÕÈ ÁÎËÅÔÁÈ, ÇÄÅ a É b ÚÁÎÉÍÁÀÔÔÒÅÔØÉ ÍÅÓÔÁ, ÚÁÍÅÎÉÍ ÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ  É d. �ÏÇÄÁ Õ a É b ÓÔÁÎÅÔ �Ï 17 ÂÁÌÌÏ×, Õ  É d | �Ï 19, ÁÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ× ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �Ï 18 ÂÁÌÌÏ×.3) óÏÔÙÊ ÖÕÒÎÁÌÉÓÔ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÏÊËÕ (a; b; e), ÇÄÅ e =∈ {a; b; ; d}. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Õ a ÓÔÁÎÅÔ20 ÂÁÌÌÏ×, Õ b, , d, e | �Ï 19, Á Õ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | �Ï 18. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÔÂÏÌÉÓÔ a ÏËÁÖÅÔÓÑÅÄÉÎÏÌÉÞÎÙÍ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ  20 ÂÁÌÌÁÍÉ. �
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5. äÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÒÁ×ÎÙ É �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ∠AOB = 60◦,AB = DO, DC = BO. îÁÊÔÉ ÕÇÌÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.ïÔ×ÅÔ: ÷ÓÅ ÕÇÌÙ �ÒÑÍÙÅ.
O

A

B

C

D

E

òÅÛÅÎÉÅ 1. äÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BCD ÄÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ BECD. �ÏÇÄÁCE = BD = AC É ∠ACE = ∠AOB = 60◦;ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ACE �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ. �ÁË ËÁËAB +BE = AB +DC = DO +OB = BD = CE = AE;ÔÏÞËÁ B ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AE. �ÏÇÄÁ
∠BAO = ∠EAC = 60◦ É ∠ODC = ∠BEC = 60◦:ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABO É ODC �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ïÔÓÀÄÁ OA = OB = OC, ÉÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ∠ABC = 90◦. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÇÌÙABCD �ÒÑÍÙÅ. �

N

A

B

M

CD

O

60
◦

òÅÛÅÎÉÅ 2. îÁ ÌÕÞÅ OC ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ M , ÞÔÏ OM = OD. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË DOMÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, ÏÔËÕÄÁ DM = OM = OD = AB. îÁ ÌÕÞÅ OA ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ N , ÞÔÏ ON = OB.�ÏÇÄÁ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BON ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ BN = ON = OB = CD. úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏNA = NC −AC = NC −BD = NC −OB −OD = NC −OM −ON = CM:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ N É A ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABN É DMC ÒÁ×ÎÙ �Ï ÔÒÅÍ ÓÔÏ-ÒÏÎÁÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∠OMD = 60◦ = ∠ANB = ∠MCD. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ M É C ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ N É A ÔÁËÖÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÕÇÌÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABCD. �6. ÷ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ ABCS ÏÂßÅÍÁ √48 ÌÅÖÉÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÓÏ ÓÔÏ-ÒÏÎÏÊ 1. ðÒÏÅË�ÉÑ K ×ÅÒÛÉÎÙ S ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ BH ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC,�ÒÉÞÅÍ BK : KH = 6 : 5. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÉÒÁÍÉÄÙ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊSK É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÔÒÅÚËÉ AB É BC.
Яг
уб
ов
.Р
Ф



ïÔ×ÅÔ: 21.
A

B

C

HK

D

E

α

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ SK, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚËÉ AB É BC × ÔÏÞËÁÈ D É E ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ � = ∠DKH . ÷×ÉÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ � 6 �2 . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,tg� 6
KHAH = 511 ·

√3212 = 5√311 ; ÔÏ ÅÓÔØ � > artg 5√311 :÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÓÉÎÕÓÏ× ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BKD:BKsin∠BDK = DKsin∠DBK ⇔ BKsin(�− �6 ) = DKsin �6 ⇔ DK = BK2 sin(�− �6 )É ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BKE: BKsin( 5�6 − �) = KEsin �6 ⇔ KE = BK2 sin(�+ �6 ) :ïÔÓÀÄÁ DE = DK +KE = BK2 ( 1sin(�− �6 ) + 1sin(�+ �6 )) = BK (sin(�+ �6 ) + sin(�− �6 ))2 sin(�− �6 ) sin(�+ �6 ) == 2BK sin� os �612 − os 2� = 611 ·
√32 ·

√3 sin�2 sin2 �− 12 = 911 (2 sin�− 12 sin�)−1 :�ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ t − 1t ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ (0;+∞), ÄÌÉÎÁ DE ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ � × �ÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÕÍ DE ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ tg� = 5√311 . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ2 sin� = 2
√tg2 �+ 1 = 2

√ 75121 + 1 = 117 ;ÏÔËÕÄÁ DE = 911 (117 − 711)−1 = 911 · 7772 = 78 :ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, SK = 3VABCSSABC = 4√3 · √48 = 48:�ÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ12 ·DE · SK = 12 · 78 · 48 = 21: �
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÷ÁÒÉÁÎÔ 41. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 14 ÓÔÒÏË É 15 ÓÔÏÌÂ�Ï×. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ 1, Á ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒËÅ ×ÉÄÁ ÒÁ×ÎÁ 3 (ÆÉÇÕÒËÕ ÍÏÖÎÏ�Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ É �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ). þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÔÁÂÌÉ�Ù?ïÔ×ÅÔ: −146.
òÅÛÅÎÉÅ 1. îÁÌÏÖÉÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÕÀ ÆÉÇÕÒËÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. óÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÌÅÔËÁÈ, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔËÕ, ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ä×Å ÆÉÇÕÒËÉ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ × ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 2 × 4 ÒÁ×ÎÁÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ ÆÉÇÕÒËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ 6. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÌÏÖÉÍ ÆÉÇÕÒËÉ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ �ÒÁ×ÏÍÒÉÓÕÎËÅ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÕÍÍ ÞÉÓÅÌ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ 2 × 1, ÉÄÕÝÉÈ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÞÅÒÅÚËÌÅÔËÕ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ 2 × 2 ÒÁ×ÎÁ 3. ÷ÓÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÁ ×ÙÞÅÔÏÍ�ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 49 ÔÁËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÁ×ÎÁ1− 49 · 3 = −146. �Z Z a a a a aa a ab b b bb b     d d d dd de e e e ef f f fg g g g hh h h h a a a a ab b b be e e e ef f f fa a a a ab b b be e e e ef f f fa a a a ab b b bòÅÛÅÎÉÅ 2. îÁÌÏÖÉÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÕÀ ÆÉÇÕÒËÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. óÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÌÅÔËÁÈ, ÉÄÕÝÉÈ�Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔËÕ, ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉÂÕË×ÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ×ÅÒÈÎÉÅ ÆÉÇÕÒËÉ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈÒÁ×ÎÁ 3, ÉÍÅÅÍ a+ b+ f + g = 3 = + d+ f + d:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a + b =  + d. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ä×Å ÎÉÖÎÉÅ ÆÉÇÕÒËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïb+  = a+ d. éÚ Ä×ÕÈ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a =  É b = d. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏe = g É f = h. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÞÉÓÌÁ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ �ÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. �ÏÇÄÁa+b+e+f = 3 É ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ 56(a+e)+49(b+f) = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a+e = − 1467 .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÁ×ÎÁ 7(a+ e) = −146. �2. óÕÍÍÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b;  × 27 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (a+ b)(b+ )(a+ ).ïÔ×ÅÔ: 827 .òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ a+ b+  = 27ab. ðÏÌÏÖÉÍ x = 3a, y = 3b, z = 3. �ÏÇÄÁx+ y + z3 = xyz; ÏÔËÕÄÁ 1yz + 1xz + 1xy = 3:ðÏÜÔÏÍÕ(a+ b)(b+ )(a+ ) = (x+ y)(y + z)(x+ z)27 >

827√xy · yz · xz >
827 ( 31xy + 1yz + 1xz )3=2 = 827 :
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÷ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÔÒÉÖÄÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ,ÚÁÔÅÍ | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ x = y = z = 1. �òÅÛÅÎÉÅ 2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ(a+ b)(b+ )(a+ ) > 2√ab · 2√b · 2√a = 8ab:ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÞÉÓÅÌ9ab = a+ b+ 3 >
3√ab:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ab)2=3 > 19 É, ÚÎÁÞÉÔ, ab > 127 . ðÏÜÔÏÍÕ(a+ b)(b+ )(a+ ) > 8ab > 827 :ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a = b =  = 13 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÒÁÝÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �3. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÅ ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÅÇÏ �ÉÆÒÙ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅÉ �ÏÎÉÍÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÁË ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÅÒÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ × 15 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÁ ÄÏÓËÅ? ïÔ×ÅÔ ÄÁÔØ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.ïÔ×ÅÔ: 127.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ab | ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÇÄÅ a; b;  ∈ {0; 1; : : : ; 7}. �ÏÇÄÁ162+ 16b+ a = 15 (82a+ 8b+ ); ÏÔËÕÄÁ 959a = −104b+ 241:�ÁË ËÁË b > 0 É  6 7, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 241 · 7 = 1687. ðÏÜÔÏÍÕa = 1; 241 = 959 + 104b:íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ  ÎÅÞÅÔÎÏ É  > 959241 > 3, ÔÏ ÅÓÔØ  = 5 ÉÌÉ  = 7. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ b ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÅ�ÅÌÙÍ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ b = 7, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ 1778 = 12710. �4. ÷ ×ÙÂÏÒÁÈ ÌÕÞÛÅÇÏ ÉÚ 11 ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ× ËÌÕÂÁ �ÒÉÎÑÌÏ ÕÞÁÓÔÉÅ 2013 ÅÇÏ ÂÏÌÅÌØÝÉËÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÂÏÌÅÌØ-ÝÉË ÎÁÚÙ×ÁÌ ÔÒÏÊËÕ ÌÕÞÛÉÈ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ×, É ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÌÉ ÚÁ ÜÔÏ 3, 2 É 1 ÂÁÌÌÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÎÁÂÒÁÌ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÌÕÞÛÕÀ ÓÕÍÍÕ ÂÁÌÌÏ×. ëÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊÓÕÍÍÙ?ïÔ×ÅÔ: 1099.òÅÛÅÎÉÅ. âÏÌÅÌØÝÉËÉ �ÒÉÓÕÄÉÌÉ × ÏÂÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 12 078 ÂÁÌÌÏ×. �ÁË ËÁË 12 07811 = 1098, ÅÄÉÎÏÌÉÞ-ÎÙÊ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÎÁÂÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1099 ÂÁÌÌÏ×. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÙ ÍÏÇÌÉ ÎÁÂÒÁÔØ�ÏÒÏ×ÎÕ ÂÁÌÌÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ×�ÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÁ ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍÅÓÔÏ × ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÁÎËÅÔ, ÇÄÅ ÏÎ ÎÅ ÂÙÌ ÎÁÚ×ÁÎ. üÔÏÔ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔ É ÓÔÁÎÅÔ ÅÄÉÎÏÌÉÞÎÙÍ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ Ó1099 ÂÁÌÌÁÍÉ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÙ ÍÏÇÌÉ ÎÁÂÒÁÔØ �ÏÒÏ×ÎÕ ÂÁÌÌÏ×. òÁÚÏÂØÅÍ ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ× ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù:Ä×Å �Ï 4 ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÏÄÎÕ ÉÚ 3 ÞÅÌÏ×ÅË. ðÕÓÔØ �Ï 4n ÂÏÌÅÌØÝÉËÏ× ×ÙÂÉÒÁÌÉ Ó×ÏÉÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ÔÏÌØËÏÉÚ �ÅÒ×ÏÊ É ÔÏÌØËÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 3n | ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ. �ÏÇÄÁ 11n = 2013, ÔÏ ÅÓÔØn = 183. ÷ÎÕÔÒÉ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ�� ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �Ï 183 ×ÁÒÉÁÎÔÁ ×ÉÄÁ(a; b; ); (b; ; d); (d; a; b) (; d; a);ÇÄÅ a; b; ; d | ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÙ ÇÒÕ��Ù. ÷ ÉÔÏÇÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÕÞÉÔ 183 · 6 = 1098 ÂÁÌÌÏ×. ðÏËÌÏÎÎÉËÉÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕ��Ù ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÄÁÔØ �Ï 183 ×ÁÒÉÁÎÔÁ ×ÉÄÁ(a; b; ); (b; ; a); (; a; b);
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ÇÄÅ a; b;  | ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÙ ÇÒÕ��Ù. ÷ ÉÔÏÇÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÉÔ �Ï 183 · 6 = 1098 ÂÁÌÌÏ×. �5. ðÒÑÍÙÅ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÕ AB, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÅÇÏ × ÔÏÞËÁÈ M É N , �ÒÉÞÅÍ AM = BN . îÁÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ X É Y ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× AXB É AY B ÒÁ×ÎÁ 180◦. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕÕÇÌÏ× ABX É ABY .ïÔ×ÅÔ: 90◦.
O

A

X

B

Y

Z

M N

`

òÅÛÅÎÉÅ 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ X É Y �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ AB. �ÁË ËÁË ∠AXB = 180◦ − ∠AY B,ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË AXBY ÂÕÄÅÔ ×�ÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ �ÅÒ-�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ ` Ë ÏÔÒÅÚËÕ AB. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ Z ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ `. ðÏÓËÏÌØËÕ AM = BN ,�ÒÑÍÁÑ ` ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ MX É NY . �ÏÇÄÁ Z ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ NY . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÑÍÁÑ ` ÂÕÄÅÔ ÄÌÑÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OXZ ÍÅÄÉÁÎÏÊ É ×ÙÓÏÔÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ OX = OZ, É ÔÏÞËÁ Z ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.�ÁË ËÁË ∠XZY = 90◦, ÏÔÒÅÚÏË XY Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÔËÕÄÁ
∠ABX + ∠ABY = ∠XBY = 90◦: �

A B
M N

X

Y

Z

òÅÛÅÎÉÅ 2. îÁ �ÒÑÍÏÊ NY ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÕ Z, ÌÅÖÁÝÕÀ �Ï ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ AB �Ï ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÀ Ó Y É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ MX = NZ. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AMX É BNZ ÒÁ×ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ
∠ZBA = ∠ZBN = ∠MAX = ∠BAX É AX = BZ:úÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÎÙ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABX É BAZ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

∠AZB = ∠AXB = 180◦ − ∠AY B:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË AY BZ ×�ÉÓÁÎÎÙÊ. �ÏÇÄÁ
∠ABX = ∠BAZ = ∠BY Z = ∠BYN = 90◦ − ∠ABY: �
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6. ÷ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ ABCS ÏÂßÅÍÁ √2 ÌÅÖÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ AB = 2,BC = 2 É ∠B = 2�3 . ðÒÏÅË�ÉÑ K ×ÅÒÛÉÎÙ S ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ BH ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABC, �ÒÉÞÅÍ HK : KB = √3 : 2. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÉÒÁÍÉÄÙ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ SK É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÔÒÅÚËÉ AC É BC.ïÔ×ÅÔ: 18√3− 30.
A

B

CH

K

D

E

αòÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ SK, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚËÉ AC É BC × ÔÏÞËÁÈ D É E ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ � = ∠DKH . �ÏÇÄÁAH = √3; BH = 1; HK = √32√32 + 1 = √3 (2−√3 ); BK = 2 ·HK√3 = 2 (2−√3 ):ñÓÎÏ, ÞÔÏ � 6 �2 É tg� 6
AHHK = 12−√3 = 2 +√3; ÔÏ ÅÓÔØ � 6 artg(2 +√3 ):ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏ× ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BKEBKsin∠BEK = KEsin∠KBE ⇔ BKsin( 2�3 − �) = KEsin �3 ⇔ KE = BK√32 sin(�+ �3 ) = √3 (2−√3 )sin(�+ �3 ) :ðÏÌÁÇÁÑ � = √3 (2−√3 ), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍDE = HKos� +KE = �( 1os� + 1sin(�+ �3 )) = � (os�+ os(�− �6 ))os� · os(�− �6 ) = 4� os �12 os(�− �12)os �6 + os(2�− �6 ) == √6 (√3− 1) os(�− �12)2 os2(�− �12)− 2−√32 = √6 (√3− 1)(2 os(�− �12)− 2−√32 os(�− �12))−1 :æÕÎË�ÉÑ t − 2−√3t ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ (0;+∞), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÁ DE ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ �ÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉos(� − �12), ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ � = �12 . �ÁË ËÁË tg �12 = 2−√3 < 2 +√3, ÚÎÁÞÅÎÉÅ �12 ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ ÄÌÑ ÕÇÌÁ �, É�ÒÉ ÎÅÍ DE = √6 (√3− 1) (1 + √32 )−1 = 2√6 (√3− 1)(2−√3 ) = 2√6 (3√3− 5):ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, SK = 3VABCSSABC = 3√2√3 = √6;É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ12 ·DE · SK = √6 (3√3− 5) · √6 = 18√3− 30: �
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÷ÁÒÉÁÎÔ 51. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 11×11 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ 1, ÁÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒËÅ ×ÉÄÁ ÒÁ×ÎÁ 3 (ÆÉÇÕÒËÕ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ É �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ).ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÉÔ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÅ×Á ËÌÅÔËÅ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù?ïÔ×ÅÔ: 1812 .
a

c d c

b

d

b a

c

a b a

d

b

d còÅÛÅÎÉÅ. îÁÌÏÖÉÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÕÀ ÆÉÇÕÒËÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ÎÉÈ ÂÙÌÁ ÏÂÝÁÑ \ÎÏÖËÁ", ËÁË�ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. óÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÌÅÔËÁÈ, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ (ÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ) Ó ÛÁÇÏÍ 2, ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. úÎÁÞÉÔ, ÔÁÂÌÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄa b a b : : : d  d : : :a b a b : : : d  d : : :: : :ÇÄÅ a; b; ; d | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÌÏÖÉÍ ÎÁ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉ�Õ ÆÉÇÕÒËÉ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈ �ÒÁ×ÙÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ.ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÕÍÍÙ × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ, Á ÔÁËÖÅ × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÆÉÇÕÒËÁÈ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍa+ 2+ d = a+ 2b+ d É 2a+ b+  = b+ + 2d;ÏÔËÕÄÁ b =  É a = d. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å É × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒÏË:61a+ 60b = 1; 2a+ 2b = 3:éÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ b = 1812 . �2. óÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É  × 6 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ.ïÔ×ÅÔ: 32 .òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍ x = 2a, y = 2b, z = 2. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀxyz + yxz + zxy = 12 ( ab + ba + ab) = a2 + b2 + 22ab = 3:ðÏÜÔÏÍÕ a+ b+  = 12 (x+ y + z) = 12 (x+ xyz + y + yxz + z + zxy − 3) >
12 (6− 3) = 32 :÷ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ x = y = z = 1. �òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ2ab = a2 + b2 + 23 >

3√a2b22 = (ab)2=3:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 3√ab > 12 É, ÚÎÁÞÉÔ, a+ b+  > 3 3√ab > 32 :
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ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a = b =  = 12 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÒÁÝÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �3. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÅÓËÏÌØËÏ ÕÞÅÎÉËÏ× �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙÈÏÄÑÔ Ë ÄÏÓËÅ, É ËÁÖÄÙÊ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ: ÄÅÌÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ �ÉÆÒ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÚ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁÄÏÓËÅ ÞÉÓÅÌ, ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ 1 É �ÉÛÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÄÏÓËÕ. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÉÔÏÇÅ ÎÁ ÄÏÓËÅ, ÂÙÔØ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 26?ïÔ×ÅÔ: îÅÔ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ x0; x1; : : : ; xm | ÉÔÏÇÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ, n = x0, N = x0 · x1 · : : : · xm. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 9 ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÅÇÏ �ÉÆÒ. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ xk+1É xk + 1 ËÒÁÔÎÁ 9, ÏÔËÕÄÁ
(N − n(n+ 1) · : : : · (n+m)) ... 9:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ N ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ 26. �ÁË ËÁË n(n+ 1)(n+ 2) ËÒÁÔÎÏ 3, Á 26 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ m = 1.îÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 9 Õ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ n(n + 1) �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 2; 3; 6, Á Õ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ26k | ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É 8. ðÏÜÔÏÍÕ N 6= 26k ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ k ∈ N. �4. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; 2013} ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÌÉ ÒÏ×ÎÏ 2011 ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?ïÔ×ÅÔ: 2013.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A = {1; : : : ; 2013}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ 2013 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �Ï 2012 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÞÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÁËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2011 ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔ×ÅÔ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 2013. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÎÁÛÌÉÓØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1; : : : ; A2014 , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÎÙ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1) ìÀÂÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ak ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2012 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï An, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÅ Ó A. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ak ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × An. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔÉÚ 2011 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ× Ak ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2011 ÉÌÉ 2012 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.2) óÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ak ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2011 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÊÄÅÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ 2013 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A ÉÚ 2012 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ 2011 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ 2012-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ 2011-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, A1). îÏ ÎÅ ×ÓÅ 2012-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÓÏÄÅÒÖÁÔ A1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ak. �5. îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ P É Q. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ∠ABP == ∠PBQ É AC · PQ = AP ·QC. îÁÊÔÉ ∠PBC.ïÔ×ÅÔ: 90◦.

A P

B

CQ

α β

òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍ � = ∠ABP , � = ∠CBQ. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABQ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ABBQ = APPQ . éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉAPPQ = ACCQ = SABCSCBQ = AB · sin(2�+ �)BQ · sin� = AP · sin(2�+ �)PQ · sin� :
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ïÔÓÀÄÁ sin(2� + �) = sin�. �ÁË ËÁË ÕÇÏÌ � ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ É 2� + � < 180◦, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ 2�+ � = 180◦ − �,ÔÏ ÅÓÔØ ∠PBC = �+ � = 90◦. �

A

B

C

K

P QòÅÛÅÎÉÅ 2. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Q �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÕÀ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ AB. ðÕÓÔØ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ BC× ÔÏÞËÅ K. �ÏÇÄÁ ACQC = BCKC . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ACQC = APPQ , Á ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ×ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABQ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ APPQ = ABBQ . ðÏÜÔÏÍÕBCKC = ACQC = APPQ = ABBQ:ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É QKC ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ BCKC = ABQK . ðÏÜÔÏÍÕ QK = BQ,É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BQK ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÏÔËÕÄÁ ∠QBK = ∠BKQ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÑÍÙÈAB É QK ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∠BQK = ∠ABQ = 2∠PBQ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,2∠PBQ+ 2∠QBK = ∠BQK + ∠QBK + ∠BKQ = 180◦:óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ∠PBC = ∠PBQ+ ∠QBK = 90◦. �6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÔÅÌÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
[2y2+z2]+ |x| < 17(ÚÄÅÓØ [a℄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ a, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ a). îÁÊÔÉÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ.ïÔ×ÅÔ: 2� log2 17! .òÅÛÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË y2 + z2 < log2 17, ÔÅÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ek = {(x; y; z): |x| < 17− k; y2 + z2 ∈ [log2 k; log2(k + 1))} (k = 1; : : : ; 16):ëÁÖÄÏÅ ÉÚ Ek �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÕÂÕ ÄÌÉÎÏÊ 2(17− k), ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ É ×ÎÅÛÎÉÊ ÒÁÄÉ-ÕÓÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ √log2 k É √log2(k + 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÂßÅÍ ÒÁ×ÅÎ16

∑k=1V (Ek) = 2� 16
∑k=1(17− k)(log2(k + 1)− log2 k) == 2�( 17
∑k=2(18− k) log2 k − 16

∑k=1(17− k) log2 k) = 2� 17
∑k=1 log2 k = 2� log2 17! : �Яг
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÷ÁÒÉÁÎÔ 61. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 11×11 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ 1,Á ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒËÅ ×ÉÄÁ ÒÁ×ÎÁ 2 (ÆÉÇÕÒËÕ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ É �ÅÒÅ×ÏÒÁ-ÞÉ×ÁÔØ). ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÉÔ × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ ÔÁÂÌÉ�Ù?ïÔ×ÅÔ: −39.
a

c d c d c

b

d

b

d

b a

c

a b a b a

d

b

d

b

d c

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÌÏÖÉÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÕÀ ÆÉÇÕÒËÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ÎÉÈ ÂÙÌÁ ÏÂÝÁÑ \ÎÏÖËÁ", ËÁË�ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. óÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÌÅÔËÁÈ, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ (ÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ) Ó ÛÁÇÏÍ 2, ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. úÎÁÞÉÔ, ÔÁÂÌÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄa b a b a b : : : d  d  d : : :a b a b a b : : : d  d  d : : :a b a b a b : : : d  d  d : : :: : :ÇÄÅ a; b; ; d | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÌÏÖÉÍ ÎÁ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉ�Õ ÆÉÇÕÒËÉ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈ �ÒÁ×ÙÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ.ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÕÍÍÙ × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ, Á ÔÁËÖÅ × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÆÉÇÕÒËÁÈ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍa+ 3+ 2d = a+ 3b+ 2d É 3a+ 2b+  = 2b+ + 3d;ÏÔËÕÄÁ b =  É a = d. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å É × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒÏË:61a+ 60b = 1; 3a+ 3b = 2:éÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ a = −39. �2. óÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É  × 9 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ab+ b+ a.ïÔ×ÅÔ: 13 .òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍ x = 3a, y = 3b, z = 3. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀxyz + yxz + zxy = 13 ( ab + ba + ab) = a2 + b2 + 23ab = 3:ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ1 = 13 ( xyz + yxz + zxy) > 3√ 1xyz ;ÏÔËÕÄÁ xyz > 1. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍab+ a+ b = (xy + xz + yz)9 = xyz9 ·
( 1x + 1y + 1z) >

xyz3 3√xyz = (xyz)2=33 >
13 :
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ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÉ x = y = z = 1. �òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ3ab = a2 + b2 + 23 >
3√a2b22 = (ab)2=3:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 3√ab > 13 É, ÚÎÁÞÉÔ,ab+ b+ a > 3 3√ab · b · a = 3(ab)2=3 >

13 :ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a = b =  = 13 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÒÁÝÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �3. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÅÓËÏÌØËÏ ÕÞÅÎÉËÏ× �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙÈÏÄÑÔ Ë ÄÏÓËÅ, É ËÁÖÄÙÊ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ: ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ Ë �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÉÚ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÅÌ Ó×ÏÊ �ÏÒÑÄ-ËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ, ÚÁÍÅÎÑÅÔ ËÁÖÄÕÀ �ÉÆÒÕ d ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ 9 − d É �ÉÛÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÄÏÓËÕ.íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÉÔÏÇÅ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÅÌ ÂÙÔØ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 17?ïÔ×ÅÔ: îÅÔ.òÅÛÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÇÁÔÉ×ÏÍ ÞÉÓÌÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÍÅÎÙ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ �ÉÆÒÙ d ÎÁ 9−d. ðÕÓÔØ x0; : : : ; xm| ÉÔÏÇÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ, n = x0, N = x0 · x1 · : : : · xm. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÁÅÔÔÁËÏÊ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 9, ËÁË ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÁ É ÅÇÏ ÎÅÇÁÔÉ×Á ËÒÁÔÎÁ 9,ÏÔËÕÄÁ (xk + xk−1 + k) ... 9 �ÒÉ ×ÓÅÈ k ∈ {1; : : : ;m}. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
(x0 · x1 − n(−n− 1)) ... 9; (x0 · x1 · x2 − n(−n− 1)(n− 1)) ... 9:ðÏÓËÏÌØËÕ n(−n − 1)(n − 1) = −(n − 1)n(n + 1) ... 3, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ x0 · x1 · x2 ... 3. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ N ÅÓÔØÓÔÅ�ÅÎØ 17, ÔÏ m = 1. îÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 9 Õ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ −n(n + 1) �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ0; 3; 6; 7, Á Õ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 17k | ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É 8. ðÏÜÔÏÍÕ N 6= 17k ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ k ∈ N. �4. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; 2013} ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÌÏ ÒÏ×ÎÏ 3 ÜÌÅÍÅÎÔÁ?ïÔ×ÅÔ: 2012.òÅÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÓËÏÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2012, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á {1; 2}; {1; 3}; : : : ; {1; 2013} ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.ðÕÓÔØ ÎÁÛÌÁÓØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ 2013 ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ä×ÁÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1) óÉÓÔÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ × ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÈÏÄÉÔ ÔÒÅÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 2012 �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ä×ÕÈ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.2) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÂÝÉÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÉÓÔÅÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Á A = {a; b} É B = {a; } ×ÈÏÄÑÔ × ÓÉÓÔÅÍÕ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ a. ðÕÓÔØ × ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÈÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C = {d; e}, ÇÄÅ d ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ a; b;  (ÚÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ). �ÏÇÄÁ e = a, ÉÎÁÞÅ A∪C ÉÌÉ B ∪C ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï {b; }× ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ {b; } ∪ C ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÂÙ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2012 Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ {1; : : : ; 2013}, É ÏÄÎÏÇÏ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. �
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5. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÒÑÍÁÑ BC �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ A × ÔÏÞËÅ P . îÁÓÔÏÒÏÎÅ BC ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ Q, ÞÔÏ PC ·QB = PB ·QC. îÁÊÔÉ ∠PAQ.ïÔ×ÅÔ: 90◦.
A

B

D
Q

C

P

αòÅÛÅÎÉÅ 1. ïÔÒÅÚÏË AP �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ AD ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÏÌÏÖÉÍ � = ∠BAD.éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ACAB = DCDB . �ÏÇÄÁ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉQCQB = PCPB = SACPSABP = AC · sin(�− 90◦)AB · sin(�+ 90◦) = ACAB = DCDB :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ Q É D ÄÅÌÑÔ ÏÔÒÅÚÏË BC × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ É �ÏÔÏÍÕ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ïÔÓÀÄÁ ∠PAQ = ∠PAD = 90◦. �
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B C

D

N

PQòÅÛÅÎÉÅ 2. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÌÕÞÅ BA ÚÁ ÔÏÞËÏÊ A ÔÏÞËÕ N . þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÕÀ, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÕÀ AP . ðÕÓÔØ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ AB × ÔÏÞËÅ D. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ ADAB = PCPB . óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÇÌÙ ∠DCA É ∠CAP ÒÁ×ÎÙ ËÁË ÎÁËÒÅÓÔ ÌÅÖÁÝÉÅ, Á ÕÇÌÙ ∠CDA É ∠PAN | ËÁËÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
∠DCA = ∠CAP = ∠PAN = ∠CDA:úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CAD ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÏÔËÕÄÁ AC = AD. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ QCQB = PCPB .ðÏÜÔÏÍÕ QCQB = PCPB = ADAB = ACAB :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ Q | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ ∠BAC. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÇÏÌ ∠PAQ | ÕÇÏÌÍÅÖÄÕ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 90◦. �Яг
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6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÔÅÌÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
[log2(x2 + y2 + 1)]+ |z| < 62(ÚÄÅÓØ [a℄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ a, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ a). îÁÊÔÉÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ.ïÔ×ÅÔ: 128 (257 − 1)�.òÅÛÅÎÉÅ: �ÁË ËÁË x2 + y2 < 262 − 1, ÔÅÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ek = {(x; y; z): x2 + y2 ∈ [2k − 1; 2k+1 − 1); |z| < 62− k} (k = 0; : : : ; 61):ëÁÖÄÏÅ ÉÚ Ek �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÕÂÕ ÄÌÉÎÏÊ 2(62− k), ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ É ×ÎÅÛÎÉÊ ÒÁÄÉ-ÕÓÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ √2k − 1 É √2k+1 − 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÂßÅÍ ÒÁ×ÅÎ61

∑k=0 V (Ek) = 2� 61
∑k=0(62− k)(2k+1 − 2k) == 2�( 62
∑k=1(63− k)2k − 61

∑k=0(62− k)2k) = 2�( 62
∑k=0 2k − 63) = 128 (257 − 1)�: �
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