
Þæíî-Óðàëüñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ î÷íîãî òóðà

2009 � 2010 ó÷. ãîä

Âíèìàíèþ ó÷àñòíèêîâ! Îöåíèâàíèþ ïîäëåæàëè òîëüêî ïðàâèëüíî ðåøåííûå çàäà÷è

èëè çàäà÷è, ñîäåðæàùèå èäåè, âåäóùèå ê ïðàâèëüíîìó ðåøåíèþ. Îòäåëüíûå âåðíûå

ðàññóæäåíèÿ, íå ïðèâîäÿùèå ê ðåøåíèþ íå îöåíèâàþòñÿ.

1. Èâàí Ïåòðîâè÷ êàæäûé äåíü â îäíî è òî æå âðåìÿ âûåçæàåò íà ñâî¼ì àâòî-
ìîáèëå íà ðàáîòó. Åñëè îí åäåò ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 40 êì/÷, òî îí ïðèáûâàåò íà
ðàáîòó â 8 ÷ 03 ìèí. Åñëè åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü 60 êì/÷, òî îí ïðèåçæàåò â 7 ÷ 57
ìèí. Ñ êàêîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ íóæíî åõàòü Èâàíó Ïåòðîâè÷ó, ÷òîáû ïðèáûòü íà
ðàáîòó ðîâíî â 8 ÷?

Îòâåò: 48 êì/÷.
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå àðãóìåíòèðîâàííîå ðåøåíèå � 12 á.
Ðåøåíèå. Ïóñòü t � âðåìÿ (â ÷), êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ Èâàíó Ïåòðîâè÷ó, ÷òîáû

ïðèáûòü íà ðàáîòó ðîâíî â 8.00, à s � ðàññòîÿíèå (â êì) îò åãî äîìà äî åãî ðàáîòû.
Òîãäà

s = 40

(
t+

1

20

)
= 60

(
t− 1

20

)
,

îòêóäà 20t = 5, t = 1
4
, s = 12, v = s

t
= 48.

Çàìå÷àíèå. Ìíîãèå ó÷àñòíèêè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âðåìÿ ñ÷èòàëè â ìèíóòàõ,
à ðàññòîÿíèÿ � â êèëîìåòðàõ. Îòâåò ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ âåðíûé, îäíàêî ðåøåíèå �
íåò.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå
(x− 2) log3(x

2) = 2|x− 2|.

Îòâåò: ±1
3
; 2; 3.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, 2 � êîðåíü óðàâíåíèÿ.
Åñëè x > 2, òî log3(x

2) = 2, îòêóäà x = 3.
Åñëè x < 2, òî log3(x

2) = −2, îòêóäà x = ±1
3
.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå àðãóìåíòèðîâàííîå ðåøåíèå � 10 á

Çàìå÷àíèå. íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííàÿ îøèáêà � ïîòåðÿ êîðíåé x = 2, x = −1
3

è/èëè âêëþ÷åíèå â ÷èñëî êîðíåé x = −3.



3. Ìàãàçèí îòêðûëñÿ â 8.00. Êàæäóþ ìèíóòó â ìàãàçèí ëèáî îäèí ïîêóïàòåëü
âõîäèò, ëèáî äâîå âûõîäÿò. Ìîæåò ëè â 11.00 â ìàãàçèíå íàõîäèòñÿ ðîâíî 91 ïîêóïà-
òåëåé?

Îòâåò: íåò.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â òå÷åíèå x ìèí â ìàãàçèí âõîäèëî ïî îäíîìó ïîêóïàòåëþ.

Òîãäà â òå÷åíèå 180 − x ìèí âûõîäèëî ïî äâà ïîêóïàòåëÿ. Åñëè â 11.00 â ìàãàçèíå
91 ïîêóïàòåëåé, òî

91 = x− 2(180− x),

îòêóäà 3x = 451, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè öåëîì x.
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 12 á.
Çàìå÷àíèå. Òåì èç ó÷àñòíèêîâ, êîòîðûå ïîñ÷èòàëè, ÷òî ñ 8.00 è äî 11.00 ïðîõî-

äèò 181 ìèíóòà, ïðàâèëüíîå ðåøåíèå (ò.å. îòâåò � ÄÀ), áûëî çàñ÷èòàíî, íåñìîòðÿ íà
íåâåðíî ïîíÿòîå óñëîâèå çàäà÷è. Òàêîå ðåøåíèå îöåíèâàëîñü 8-10 áàëëàìè.

4. Ñèñòåìà {
x3 − 3x2y > 3xy2 − y3;
x+ y + 1 = 0

çàäà¼ò íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy îòðåçîê. Íàéòè åãî äëèíó.
Îòâåò:

√
6
3
.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

(x+ y)(x2 − 4xy + y2) > 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x+ y = −1, èìååì

x2 − 4xy + y2 6 0, x2 + 4x(1 + x) + (x+ 1)2 6 0, 6x2 + 6x+ 1 6 0,

îòêóäà −3−
√
3

6
6 x 6 −3+

√
3

6
. Çíà÷èò, äëèíà ïðîåêöèè îòðåçêà íà îñü Ox ðàâíà 2

√
3

6
=

√
3
3
. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé y + x + 1 = 0, íà êîòîðîé ëåæèò íàø îòðåçîê,

ðàâåí −1. Ïîýòîìó îñòðûé óãîë ìåæäó îòðåçêîì è îñüþ Ox ðàâåí 45◦. Îòñþäà äëèíà

îòðåçêà
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·
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3
.

Äðóãîé âàðèàíò ðàññóæäåíèé: óñëîâèå çàäà÷è ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííûõ x è y, â ñèëó ÷åãî ïðîåêöèè îòðåçêà íà îáå îñè ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Òðåòèé âàðèàíò ðåøåíèÿ: ïðîñòî íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è
êâàäðàòè÷íîãî óñëîâèÿ (ïàðû ïðÿìûõ) è ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 14 á, íàëè÷èå àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê � 10
áàëëîâ, ïðàâèëüíàÿ, íî íåðåàëèçîâàííàÿ âû÷èñëåíèÿìè èäåÿ � 7 áàëëîâ.

Çàìå÷àíèå. Ìíîãèå ó÷àñòíèêè íå ñïðàâèëèñü ñ çàêëþ÷èòåëüíûì ýòàïîì ðåøå-
íèÿ � íàõîæäåíèåì äëèíû. Òàêèå ðåøåíèÿ îöåíèâàëèñü 10 áàëëàìè.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òî÷êà E òàê, ÷òî

AE : EB = CF : FE = k,

ãäå F � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà CE è ìåäèàíû AD. Íàéòè k.

Îòâåò:
1 +
√

5

2
.

2



Ïåðâîå ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàññ. Ðàçìåñòèì â âåðøèíàõ òðå-
óãîëüíèêà òàêèå ìàññû, ÷òîáû èõ öåíòð ìàññ áûë â òî÷êå F . Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû öåíòð ìàññ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ A è B, áûë â òî÷êå E, à
â òî÷êàõ C è B � â òî÷êå D. Ïîñêîëüêó AE : EB = k, ìàññà â âåðøèíå B äîëæíà
áûòü â k ðàç áîëüøå, ÷åì â òî÷êå A. Ïóñòü â ò. A ìàññà 1, òîãäà â ò. B ìàññà k, êàê
è â ò. C. Ñãðóïïèðóåì ìàññû â òî÷êàõ A è B, çàìåíèâ èõ ìàññîé âåëè÷èíîé k + 1 â
ò. E. Òàê êàê öåíòð ìàññ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ C è E åñòü ò. F , èìååì ñîãëàñíî
ïðàâèëó ðû÷àãà k2 = k + 1, îòêóäà è íàõîäèòñÿ k.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðîâåäåì CG ïàðàëëåëüíî AB. Î÷åâèäíî ∆AFE ∼ ∆GFC.

Îòñþäà:

k =
CF

FE
=
CG

AE
=
AB

AE
=
k + 1

k
,

îòêóäà k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

k2 − k − 1 = 0, k > 1⇒ 1 +
√

5

2
.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à îïóáëèêîâàíà ïîä íîìåðîì Q995 â æóðíàëå The College
Mathematics Journal, Vol. 82, No. 5 (Dec., 2009), p. 383. Àâòîðû çàäà÷è Ì. Ãîëüäåíáåðã
è Ì. Êàïëàí.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå àðãóìåíòèðîâàííîå ðåøåíèå � 16 á.

6. Èìååòñÿ êâàäðàòíîå êëåò÷àòîå ïîëå 8 × 8, ñîñòàâëåííîå èç êâàäðàòîâ ñî ñòî-
ðîíîé 1. Â êàæäîé êëåòêå íàïèñàíî ïî ÷èñëó. Åñëè öåíòðû òð¼õ êëåòîê îáðàçóþò
òðåóãîëüíèê ñ äëèíàìè ñòîðîí 3, 4 è 5, òî ÷èñëà, çàïèñàííûå â ýòèõ êëåòêàõ, äàþò â
ñóììå íóëü. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî âî âñåõ êëåòêàõ çàïèñàíû íóëè?

Îòâåò: äà.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå êëåòêè, öåíòðû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè

ïðÿìîóãîëüíèêà 4× 3. Ïóñòü â ëåâîé íèæíåé êëåòêå çàïèñàíî ÷èñëî x, â ëåâîé âåðõ-
íåé � ÷èñëî y, â ïðàâîé âåðõíåé � ÷èñëî z, â ïðàâîé íèæíåé � ÷èñëî t. Ðàññìàòðèâàÿ
òðåóãîëüíèêè, íà êîòîðûå óêàçàííûé ïðÿìîóãîëüíèê äåëèòñÿ åãî äèàãîíàëÿìè, ïî-
ëó÷èì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ

x+ y + z = x+ t+ z = y + x+ t = y + z + t = 0,

èç êîòîðûõ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî x = y = z = t = 0. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé êëåòêè
ïîëÿ íàéä¼òñÿ ïðÿìîóãîëüíèê íóæíîãî ðàçìåðà, âåðøèíîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåíòð
êëåòêè, ïîëó÷àåì, ÷òî íóëè áóäóò âî âñåõ êëåòêàõ.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à (â âàðèàíòå áåñêîíå÷íîãî êëåò÷àòîãî ïîëÿ) îïóáëèêîâàíà â
æóðíàëå ¾Êâàíò¿ (2010, �1, Êîíêóðñ èìåíè À.Ï. Ñàâèíà ¾Ìàòåìàòèêà 6-8¿, ñ. 35).
Àâòîð çàäà÷è À. Ýâíèí.
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Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.

7. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD áîêîâûå ð¼áðà DA, DB è DC ðàâíû ïî äëèíå.
Îñíîâàíèå ïèðàìèäû � îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Â í¼ì ïðîâåäåíû âûñîòû
BE è CF . Äîêàçàòü, ÷òî ðåáðî DA ïåðïåíäèêóëÿðíî îòðåçêó EF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O � ïðîåêöèÿ âåðøèíû D íà ïëîñêîñòü ABC. Èç ðà-
âåíñòâà áîêîâûõ ð¼áåð ïèðàìèäû ñëåäóåò, ÷òî O � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Ïî òåîðåìå î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ DA ⊥ EF ⇐⇒
OA ⊥ EF .

Ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ AK ê îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã îñíîâàíèÿ ïèðàìè-
äû. Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé AK è ñåêóùåé AC ðàâåí âïèñàííîìó óãëó ABC, îïè-
ðàþùåìóñÿ íà äóãó îêðóæíîñòè, çàêëþ÷¼ííóþ ìåæäó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé.

Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó èç òî÷åê E è F îòðåçîê BC âèäåí ïîä ïðÿìûì óã-
ëîì, ÷åòûð¼õóãîëüíèê BFEC ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì ( â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â ñå-

ðåäèíå îòðåçêà BC). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ∠FEB = ∠FCB =
π

2
− ∠ABC. Ïî-

ýòîìó ∠FEA =
π

2
− ∠FEB = ∠ABC. Èç ðàâåíñòâà âíóòðåííèõ íàêðåñò ëåæàùèõ

∠FEA = ∠KAE çàêëþ÷àåì, ÷òî AK||FE. Íî AK ⊥ AO. Ñòàëî áûòü, è FE ⊥ AO,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.
Çàìå÷àíèå. Ïðàâèëüíîå èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ (ñâå-

äåíèå çàäà÷è ê ïëîñêîé) îöåíèâàëîñü 4 á.
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Южно-Уральская олимпиада школьников по математике 
Задания и ответы заочного тура (2010/2011 уч.г.) 

 

1. Найдите меньший корень уравнения ( )2 15 17 17 15 0x x+ + + ⋅ = .  
Ответ: .  17x = −

2. Сколько корней имеет уравнение  

( )22 24 3 8 15x x x x 0− + + − + = ? 
Ответ: 1.  

3. Найдите наибольший корень уравнения  
2 22 5 3 2 5 3x x x x 0+ + + + + = . 

Ответ: . 1−

4. Вычислите 18 8 2 18 8 2− + + .  
Ответ: 8.  

5. Найдите среднее арифметическое чисел: .  2, 5, 8,..., 98
Ответ: 50.  

6. У старшего брата денег на 25% больше, чем у младшего брата. Сколько процентов своих денег 
он должен отдать младшему брату, чтобы денег у них стало поровну?  
Ответ: 10%.  

7. Найдите радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник с катетами 5 и 12.  
Ответ: 2.  

8. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник с гипотенузой длины 24, все 
боковые ребра имеют длину 13. Найдите высоту пирамиды.  
Ответ: 5.  

9. Пусть sin cos 1,1α α− = . Найдите sin 2α .  
Ответ: .  0, 21−

10. Найдите наибольшее значение функции 4sin 3cosy x x= − .  
Ответ: 5.  

11. При каком наименьшем  один из корней уравнения  a
( )2 2 2 4x a x 0− − − =  

в 5 раз больше другого?  
Ответ: 1, .  2

12. Найдите остаток от деления многочлена 21 10 5 3x x x+ + +  на двучлен 1x − .  
Ответ: 6.  

 
 



Þæíî-Óðàëüñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ î÷íîãî òóðà (2010/2011 ó÷.ãîä)

Âíèìàíèþ ïðîâåðÿþùèõ!

Îöåíèâàíèþ ïîäëåæàò òîëüêî ïðàâèëüíî ðåøåííûå çàäà÷è èëè

çàäà÷è, ñîäåðæàùèå èäåè, âåäóùèå ê ïðàâèëüíîìó ðåøåíèþ.
Îòäåëüíûå âåðíûå ðàññóæäåíèÿ, íå ïðèâîäÿùèå ê ðåøåíèþ íå

îöåíèâàþòñÿ.

1. Ëàðèñà, Âåðà è Ñàøà ñîáèðàëè ãðèáû. Âåðà ñîáðàëà ãðèáîâ íà 40% áîëüøå, ÷åì
Ñàøà, íî íà 30% ìåíüøå, ÷åì Ëàðèñà. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ Ñàøà ñîáðàë ãðèáîâ ìåíüøå,
÷åì Ëàðèñà?

Îòâåò: íà 50%.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Ñàøà ñîáðàë x ãðèáîâ, à Ëàðèñà y ãðèáîâ. Òîãäà Âåðà ñîáðàëà 1,4x =

0,7y ãðèáîâ. Îòñþäà x = 0,5y, ò. å. Ñàøèíû ãðèáû ñîñòàâëÿþò 50% îò Ëàðèñèíûõ.
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 10 á.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå√
4x − 3x

x2 + x+ 1
+

√
x2 + x+ 1

4x − 3x
=
√
4x− x2.

Îòâåò: 2.
Ðåøåíèå. Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ çàïèñàíà (ïðè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x) ñóììà

ïîëîæèòåëüíûõ âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë. Òàêàÿ ñóììà íå ìåíüøå 2. Ïðàâàÿ ÷àñòü íå
áîëüøå 2: √

4x− x2 =
√

4− (x− 2)2 6 2.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî, êîãäà îáå ÷àñòè ðàâíû 2.√
4− (x− 2)2 = 2 ⇐⇒ x = 2.

Ïîäñòàíîâêà x = 2 â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ òàêæå äà¼ò ÷èñëî 2. Çíà÷èò, 2 � åäèíñòâåííûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 11 á. Åñëè îáíàðóæåíî, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâíû 2, à
ïðàâàÿ ðàâíà 2 òîëüêî ïðè x = 2, íî íå ïðîâåðåíî, ÷òî è ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà 2 ïðè x = 2,
òî 8 á.

3. Íàéäèòå îáú¼ì ÷åòûð¼óãîëüíîé ïèðàìèäû MABCD, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû å¼
âåðøèí: A(−4; 0; 1), B(−2; 2; 1), C(4; 0; 1), D(1;−3; 1),M(4; 4; 4).

Îòâåò: 20.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Òî÷êè A,B,C,D ëåæàò â ïëîñêîñòè z = 1. Âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà

ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè M äî ýòîé ïëîñêîñòè h = 4 − 1 = 3. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû



ïðîùå âñåãî íàéòè, ñëîæèâ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC. Ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
îáùåå îñíîâàíèå AC = 8, à âûñîòû ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 2 è 3. Ïîýòîìó SABCD = 1

2 · 8 ·
(2 + 3) = 20, à VABCD = 1

3SABCD · h = 20.
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 11 á. Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè ìèíóñ 2 á.
Âòîðîå ðåøåíèå. Âîçìîæíî ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è

ïîäñ÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëèòåëåé. Çà ïðàâèëüíî âûïèñàííûå îïðåäåëèòåëè � 5
áàëëîâ, çà ïðàâèëüíî âûïîëíåííûé ïîäñ÷åò - 11.

4. Ïóñòü 0 < x < π
2 . Äîêàæèòå, ÷òî

(cosx+ sinx)2(cos4 x+ sin4 x) > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

(cosx+ sinx)2 = cos2 x+ 2 sinx · cosx+ sin2 x = 1 + sin 2x,

à

cos4 x+ sin4 x = (cos2 x+ sin2 x)2 − 2 cos2 x sin2 x = 1− 1

2
sin2 2x,

óìåñòíà çàìåíà t = sin 2x. Èç óñëîâèÿ 0 < x < π
2 ñëåäóåò, ÷òî 0 < t 6 1. Îòíîñèòåëüíî

íîâîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (1+ t)(1− 1
2 t

2) > 1, êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
t(t− 1)(t+ 2) 6 0. Íà ïðîìåæóòêå (0; 1] ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 12 á.

5. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ïîñòðîéòå ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè x = −2,
x = 2, y = 0 è

y =
1

2

(√
5− x2 + 2

√
4− x2 +

√
5− x2 − 2

√
4− x2

)
,

è íàéäèòå å¼ ïëîùàäü.

Îòâåò: ôèãóðà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1; å¼ ïëîùàäü ðàâíà
4π

3
+ 4−

√
3.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì t =
√
4− x2. Òîãäà 5− x2 = t2 + 1 è

y =
1

2

(√
t2 + 1 + 2t+

√
t2 + 1− 2t

)
=

1

2
(|t+ 1|+ |t− 1|) =

{
t, åñëè t > 1,
1, åñëè 0 6 t < 1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì

y =

{ √
4− x2, åñëè

√
4− x2 > 1,

1, åñëè
√
4− x2 < 1.

Ãðàôèê ôóíêöèè � îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ EA, BC è äóãè îêðóæíîñòè AB (ðèñ. 1).
Ôèãóðó, ïëîùàäü êîòîðîé íóæíî íàéòè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñåêòîðà
êðóãà AOB ðàäèóñîì 2 è óãëîì 120◦ è äâóõ ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðàïåöèé. Ïëîùàäü
ñåêòîðà ðàâíà 1

3 ·4π. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè OD = 2, BC = 2−
√
3, âûñîòà òðàïåöèè DC = 1,

à å¼ ïëîùàäü SODBC = 4−
√
3

2 .
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 13 á. Åñëè ôèãóðà ïîñòðîåíà, íî ïëîùàäü å¼ íå íàé-

äåíà, ñòàâèòü 8 á.
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6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû BD ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ âîêðóã òðå-
óãîëüíèêà îêðóæíîñòü â òî÷êå E. Íàéäèòå BD, åñëè AB = 7, BC = 9, BE = 13.

Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Ïîëîæèì BD = x, ED = y, AD = CD = z, ∠ADB = α.

Ïî ñâîéñòâó ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä, AD·CD = BD·ED, ò. å. xy = z2. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ,
ïðèìåí¼ííîé ê òðåóãîëüíèêàì ABD è BDC,

AB2 = 49 = x2 + z2 − 2xz cosα; BC2 = 81 = x2 + z2 + 2xz cosα.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì x2 + z2 = 65. Êðîìå òîãî, BE = x + y = 13. Òàêèì

3



îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé  xy = z2;
x2 + z2 = 65;
x+ y = 13.

Âûðàæàÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ y ÷åðåç x, à èç âòîðîãî z2 ÷åðåç x2, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
x(13− x) = 65− x2, îòêóäà 13x = 65 è x = 5.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 14 á.

7. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà p, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m
è n, ÷òî pm − 1 = n3.

Îòâåò: 2 è 3.
Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

pm = (n+ 1)(n2 − n+ 1).

×èñëî n+1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p è áîëüøå 1, ïîýòîìó n+1 êðàòíî
p. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî n2 − n+ 1 = pk, ãäå 0 6 k 6 m.

Åñëè k = 0, òî n = 1, p = 2, m = 1.
Åñëè k > 0, òî ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñåë n2 − n+ 1 è n+ 1. Ïîýòîìó p òàêæå

äåëèò ÷èñëî 3 = (n2 − n+ 1)− (n+ 1)(n− 2). Çíà÷èò, p = 3. Ïðè ýòîì m = n = 2.
Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè ïîäáîðîì íàéäåíî îäíî èç äâóõ ðåøåíèé

� 2 á., åñëè îáà � 3 á. (è ïðè ýòîì íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé).

8. Äâà ïàðîõîäà èäóò ïî ìîðþ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè ïî ôèêñèðîâàííûì ïðÿìî-
ëèíåéíûì íàïðàâëåíèÿì. Â 9 ÷àñîâ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áûëî 20 êì, â 9 ÷ 35 ìèí �
15 êì, â 9 ÷ 55 ìèí � 13 êì. Êàêèì áóäåò ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîõîäàìè?

Îòâåò: 12.
Ðåøåíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîðû ïàðîõîäîâ

r1 = v1t, r2 = v2t+ r0,

ãäå t � âðåìÿ (â ÷àñàõ), ïðîøåäøåå ïîñëå 9.00, v1,v2 � âåêòîðû ñêîðîñòåé, r0 � âåêòîð,
íàïðàâëåííûé îò ïåðâîãî ïàðîõîäà êî âòîðîìó â 9.00.

Ïóñòü b = v2 − v1. Òîãäà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðîõîäàìè â ìîìåíò âðåìåíè t
ðàâåí

d2 = |r2 − r1|2 = |bt+ r0|2 = At2 +Bt+ 400,

ãäå A = b2, B = 2br0. Óñëîâèå çàäà÷è äà¼ò ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
A è B: { (

7
12

)2
A+

(
7
12

)
B + 400 = 225,(

11
12

)2
A+

(
11
12

)
B + 400 = 169.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì A = 144, B = −384. Îòñþäà (ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàä-
ðàòà)

d2 = (12t− 16)2 + 144.

Çíà÷èò, íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîõîäàìè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 4/3, ò. å. â 10 ÷ 20
ìèí è ðàâíî 12 êì.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 15 á. Åñëè çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå äâóõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, íî ïîñëåäíÿÿ íå ðåøåíà � 10 á. Åñëè âåðíî íàéäåíî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ïàðîõîäàìè êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, íî íå íàéäåíî å¼ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
� 13 á.
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