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Глава I. Показательная функция 

 
§1.1. Определение, свойства, графики показательной функции 

 
Показательной функцией с основанием a (a>0,a 1) называется функция, 

заданная формулой xy a . 
Общие свойства показательной функции. 
 
1) Область определения функции – множество R всех действительных 

чисел. :y RD . 

2) Область значений – множество R + всех действительных 
положительных чисел  : 0;yE  . 

3) Показательная функция имеет асимптоту, которой является прямая 
ОХ (У=0) 

4)  Показательная функция является непрерывной функцией, монотонно 
убывающей или монотонно возрастающей,  непериодической, общего вида.  

5) Все показательные функции, независимо от a, пересекают ось y в 
точке (0;1). 

 Следующие свойства показательной функции  выражают основные 
свойства степеней (a>0,b>0): 

                                          x y xa aa y  

                                           yx xya a  

                                          
1x

xa
a   

                                           x x xab a b  

                                          
x

x y
y

a
a

a
  

                                          0 1a   
 
 

Показательная функция с основанием a=e, где e – число, приближенно 
равное e 2,718… называется экспонентой. 

 
     Свойства показательной функции при a>1, (рис. 1). 
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1) монотонно возрастающая  
 

2)  lim x

x
a


 

lim 0x

x
a


  

3) Если x>0, то  1xa 
Если x<0, то 0 1xa   

 4) При  функция x   1x ay a     быстрее, чем любая      

степень x , и при  и x  xy a  стремится к 0 быстрее, чем любая 

степень
1

x
. 
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Свойства показательной функции xy a  при 0<a<1 (рис.2). 
 1) Монотонно убывающая 

  li  m 0x

x
a




          2) li  m x

x
a


 

          3) Если x>0, то 1xa   

Если x<0, то  10 xa 
          4) Аналогично п.4 свойств ( 1x ay a  )  
 
 
 
Задания для самостоятельной работы. 
Определите множество значений функции: 

                                               ответы                                                   ответы 

1) f(x) = 
xsin

2

1








                      
1

;2
2
 
  

 11) f(x) = 
xcos5

2

1










                   
1

;32
32
 
  

 

2) f(x) = 
xcos

3

1








                      
1

;3
3
 
  

 12) f(x) =
xcos3

3

1










                    
1

;27
27
 
  

 

13) f(x) =   xsin25                        
1

;25
25
 
  

 3) f(x) = 
xsin

4

1










                     
1

;4
4
 
  

 

14) f(x) =   xcos26                       
1

;36
36
 
  

 4) f(x) = 
xcos

5

1










                     
1

;5
5
 
  

 

15) f(x) =
xsin2

7

1








                     
1

;49
49
 
  

 5) f(x) =
xsin

6

1








                        
1

;6
6
 
  

 

16) f(x) =   xsin29                       
1

;81
81
 
  

  6) f(x) =                         7 xsin 1
;7

7
 
  

 

17)    
2 2

f 4
x

x


                   16,  7) f(x) =                          8 xcos 1
;8

8
 
  

 

18)   
2 1

1;
3

x

x


 
  
 

f                 0;3  8) f(x) = 
xsin2

8

1










                   
1

;64
64
 
  

 

19)  
22

1 ;
7

x

x


 
  
 

f                
1

,
49
  

   9) f(x) =                       3 xcos2 1
;9

9
 
  

 

10) f(x) = 
xsin4

2

1








                  
1

;16
16
 
  

 20)   2 18 xx  f                       0;8                               

 
                                                 
                                                

 
 

1.2.  Методы решения показательных уравнений 
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11..22..11  РРеешшееннииее  ууррааввннеенниийй,,  вв  ккооттооррыыхх  ооббее  ччаассттии  ууррааввннеенниияя  ммоожжнноо  
ппррииввеессттии  кк  ооддннооммуу  ооссннооввааннииюю  

КК  ддааннннооммуу  ттииппуу  ооттннооссяяттссяя  ууррааввннеенниияя  ввииддаа

1
  

1 2( ) ( ) , 0,x xa a a a                                                                        (1) 

 уравнение   (1) равносильно уравнению (2)  1 2( ) ( )x x                            
Пример 1.  Решить  уравнение: 

7 3 4 1
2 5

5 2

x x 
      
   

                                                                                  (3) 

т.к. 

1
2 5

5 2


   
 

, то уравнение (3) можно записать в виде: 

3 7 4 1
5 5

2 2

x x 
      
   

, 3-7x=4x+1, 11x=2 x=2/11.           Ответ {2/11}. 

Пример 2. Решить уравнение: 
x

2 8 0,25
0,125 4

2
x


     

 
, преобразуем левую и правую части уравнения:      

 

1
2 ( 2 8 ) 2

3 2 ( 2 8 ) 2 0 ,5

3 4 1 6 2 ,5

1 1
2 2

8 4

2 2 2

2 2 3 4 1 6 2

3 8 3 8
:

3 3

, 5

x

x

xx

x x x x

x О т в е т




   

  

 
   

 

 

    

    
 

 

Пример 3. 
5 45 5x x x  

5
45 5

x
xx   

5
4x

x
   

 2

4 5 0,x x обозначим x y     

2
1 24 5 0 5;y y y y      1(посторонний корень - п.к.) 

5, 25; :{25}x x Ответ   
 
1.2.2.Уравнения,  в которых левая и правая части  содержат 

показательные функции с разными основаниями  
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КК  ддааннннооммуу  ттииппуу  ооттннооссяяттссяя  ууррааввннеенниияя  ввииддаа

1
  

1 2( ) ( ) , 0, 1, 0,x xa b a a b b                                              (4) 
Для решения уравнения (4) необходимо прологарифмировать обе части 

уравнения, например, по основанию a или b:  1 2( ) ( ) logax x b              

(5) 
откуда определяется корень x. 

Пример 4.  3 1 12 13x x    
Логарифмируя по основанию 2, получим               

или  
23 1 (1 )log 1x x   3

2 23 log 13 1 log 13x x  

2 2

2 2

2 2

(3 log 13) 1 log 13

1 log 13 log 26

3 log 13 log 104

x

x

  


 


                              Ответ:   2

2

log 26

log 104
 32; 18log  

 
      Задания для самостоятельной работы    
Решить уравнения: 
                                       ответы                                                                                                ответы 
1.            { -5}        54 725,04   xx

5. 1292 2  x

x
x                22; log 12  

2.              { -4} 43 32,05   xx

6. 1843 2  x

x
x                 32; log 18    3.               { 3} 64 26,15   xx

4.              {-6} 45 28,05   xx
7. 2 22 log 2 log2 6 2x x        {2} 

 8. 2 21 log 3 log2 6 2x x        {4} 
 
                             

1.2.3. Метод решения показательных уравнений путем введения 
новой переменной 

  

КК  ддааннннооммуу  ттииппуу  ооттннооссяяттссяя  ууррааввннеенниияя  ввииддаа        
( ) ( )x xAa Bb  C  ,,                      ((66))      

где А,В и С –const.  Если a=1/b, то введением новой переменной  

 получим вместо уравнения (6) следующее: ( ) 0xa y  
1

,Ay B C
y

    (7)     или         2 0Ay Cy B    

Пример 5.  1 32 15 2x x    

2 2 15 8 2x x    ,  Положив 2 0xy    получим 

22
15 8 8 15 2 0y y y

y
       

Решая последнее уравнение, получим 1 2

1
2,

8
y y   , 
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и                                                                32 2 3   x x ; :{ 3}Ответ                 

Пример 6. Решить 
3 33 8 3 8

x x
   

6      
   

 

Учитывая, что 
1

3 8
3 8

 


, получим уравнение 

 
3

31
3 8

3 8

x
x 

6     
, введем новую переменную 

 3
3 8

x

y    0 , тогда получим уравнение: 
1

6y
y
   

или 2
1 26 1 0, 3 8; 3y y y y        8  

 3

11) 3 8 3 8 6
x

x     ;  

 3

22) 3 8 3 8 6;
x

x                                        Ответ: {-6;+6}                    

Пример 7 .  
1 1

1
9 26 3 3

x x
x x

  
    0. Решение: ОДЗ: 0x  .  

Введем новую переменную 
1

3 0
x

x y

  , тогда 2

19 26 3 0 3y y y 0        (п.к.); 2

1

9
y   

1
2 21

3 3 2 2 1 0
x

x x x x
x

           , 1; { 1}x Ответ     

Пример 8.  2 22 2 18 2 11 2 33 2 26 0x x x x         
2 22(2 9 2 ) 11(2 3 2 ) 26 0x x x x       

0 6

 

Обозначим , тогда 2 3 2x x y    2 2 22 9 2x xy      
При этом уравнение принимает вид: 

2
1 2

7
2 11 14 0 2;

2
y y y y         

1) 2 3 2 2,x x    делая замену  2 0x z  , получим уравнение  

, которое  не имеет решений. 2 2 3 0z z  
7

2) 2 3 2
2

x x   , делая замену 2 0x z   получим 
3 7

2
z

z
   или 
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2
1 2

3
2 7 6 0 2;

2
z z z z       

a)  12 2x x  1

b) 2 2

3 3
2

2 2
x x   log                                                          Ответ:{1;log2(3/2) }                    

 
  
 
 
 
 
 
    Задания для самостоятельной работы    
Решить уравнения:           ответы            решить уравнения             ответы            

                                       
       1) 2х+1=7+22-х                                       {2} 

5) 
1 2

16 2 3 2х х                   {2} 
2) 43 2 2 26х х              {9} 

6) 
2 21 42 2х х  33           { 2 } 

3) 2 32 4 33 2х х    0    {16} 

7) 18 2 8х х 17          { 1
9

} 4) 313 3 xх   =82              {9} 

8) 3 4 25 2 8 0х х           {9}                                                                            

        9)                                          {  1 sin 1 sin2 4 5 4 44x x     1
1 ,

6
n

n n 
   � } 

10)                                                  {1 cos 1 cos4 2 4x x    33 2 ,n n  � } 

 
1.2.4.Однородные уравнения относительно степеней 
 
К данному виду относятся уравнения типа 

2 0x x x x2Aa Ba b Cb                                                (8) 

так как  то разделим почленно уравнение (8) на 2 0,xb  2xb : 
2

0
x x

a a
A B C

b b
       
   

  

Вводя новую переменную 0
x

a
y

b
    
 

, получим уравнение 

аналогичное (7). 
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Решен разделим на 32х0ие:  2 24 2 2 3 18 3x x x     0x  , 
2

2
4 1


им 
2

8 0
3 3

x x
       

   
.  Обознач

2
0

x

y
 

3
  

 
, тогда получим 

2
2

1 2

9 2
4 18 0, 2( . .),

4 3
y y y п к y


         
 

,              

2
2 2

2
3 3

x

x


         
   

                                                                Ответ:{-2} 

 

ример 10

 
 

П .                  Решить 2 2 2 1 2 1 1 23 2 3 3 2 2 3x x x    x       

2 2 11 1

2 8


   
   

 

Разделим обе части последнего уравнения на

3 3 3 2 1x x     

 22 x , тогда получаем 
2

3 3 1
2 1

x

x x
                                        

2 2 2 
 

                 Ответ: {1/2} 

   
 для самостоятельной работы    

                                                       
       

0           

0       

   Задания
 
ешить уравнения:                                                         Р

                                              Ответы                                                          ответы
1) 2 1 2 15 3 16 15 3 5 0x x x        {-1} 

2 3
6) 2 1 2 13 2 5 6 2 3 0x x x

2) {-2} 1 2 32 6 3x x x      
3) 0   {-1} 2 1 2 15 2 21 10 2 5x x x     
4)     {-2} 2 3 1 2 33 12 4x x x      
5) 19 2 0     {2} 2 1 219 6 4 3x x x     
 

         {-1} 
7)1 025 9 30 15 27 25x x x       {2} 
8) 2 2 2 23 2 19 6 2 3x x x =0      {      -2} 
9) 0164 9 12 27 16x x x          {2} 
10) 0 14 9 37 12 3 16x x x         {2}  

 

1.2.5.Показательные уравнения, содержащие неизвестную в 

Такие уравнения содержат выражения типа 

 
 

основании и в показателе степени 
 

2 ( )
1( ) xx . 

При решении уравнений считается, что 1(x)>0. Однако рассматривается 
также решение, если  

1( ) 0
1) 2 ( )

1
2

( ) 0
( ) 0

xx
x

x






  


      и 
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                           если при 2) 1( ) 0x   получается верное числовое равенство 
путем подстановки в исходное уравнение возм  корней. 

При решении указанных уравнений используется основное 
е либо лога

ожных

логарифмическо тождество рифмирование обеих частей уравнения. 

Пример 11.            Решить   
22 3 1 3x xx x    

Рассмотрим x>0.   Преобразуем уравнение, используя основное  
логарифмическое тождество: 

 

 2
22 3 1 log 3logx x x x

 
2

2
2 2

2 2

2 3 1 log 3logx x x



  
 

 

x

 2
22 3 2 log 0x x x     

2log 0x


22 3 2x x


0  

1

2

3

1

2

1

2

x

x

x


 


 





; 
1

2
x   (п.к.) 

Рассмотрим, когда основание x=0. Обе части уравнения равны нулю. 
x=0 является корнем исходного уравнения. 
                                                                                          Ответ: {0;1;2} 

Пример 12.         1 22 21 1
x x 

     ОДЗ: 0x   x x         

 
Преобразуем уравнение: 

       22 lg 1
0 10

21 lg 1x x  x x 
1   

       2lg 121 lg 1 2x x    x x  

   21 2 lg 1x x x      0

                                                

Пример 13

 2lg 1 0 0;   x x :{0}Ответ  
2 2

3 1
x x

x
    :  

 2 2 lg 3 010 10
x x x  

  

 2 2 lx x  g 3 0x    

;2
1 22 0 1; 2x x x x        

3 4lg 3 0 3 1 2; 4;x x x x                 

Пример 14

:{ 1; 2; 4}Ответ     

 3 2 x
xx x:       Решение:   Прологарифмируем по      

основанию 2, в результате получим   3 2
2 2log logx x x x  

 16

Яг
уб
ов
.Р
Ф



3 2
2log

x
x x

    0
2 

 

3
3 32 21) 0

2 2
2

8

x x x
x x x       

;

                                                             Ответ:   {1;8} 

Пример 15

 2
1 28 0 0( . .); 8x x x п к x       

22)log 0 1;  x x

   5 6 5 62 1 3
x x x x

x x x
           ОДЗ: 0x   .   Решить

Логарифмируя обе части у
уравнение 

равнения, например, по основанию 2, получим 

    2
2 2log 1 5 6 logx x x x      

 переписать в виде 

 5 6 3x x x  

равносильное исходному на области допустимых значений . Полученное 
уравнение можно

      2
2 25 6 log 1 log 3x x x x x       0                    Ответ: {4;9;2}  

  показательных  неравенств 
 

Решение неравенств, содержащих показательную и логарифмическую  
ункции, основано на свойствах этих функций, а также на методах решения 

алгебраических внений. 
При решении неравенств целесообразно начинать решение с определения ОДЗ  
и ис

 
§1.3. Методы  решения

ф
 неравенств и показательных и логарифмических ура

пользовать правила равносильного перехода  при преобразовании 
неравенств, так как в отличие от решения уравнений использовать проверку 
решения неравенства практически невозможно. 

 
11..33..11..  РРеешшееннииее нн  ееррааввееннссттвв  ппууттеемм  ппррииввееддеенниияя  ооббееиихх  ччаассттеейй  

ннееррааввееннссттвваа  кк  ооддннооммуу  ооссннооввааннииюю

 этом используется свойство монотонности  показательной 
функции: 

  
  

 При

( ) ( )f x xa a ( ) ( ),f x x   если  1a   
( ) ( ( ) ( ),f x xa a ) f x x     если  0 1a   

Прим 1 2(0,64)(1,25) (1 )x x ер 16.                 ОДЗ:  
 

0x   

1 2(1 ) 1 4(
5 16 4

x 1 )

5 5

4

4 2 5

x x x   
         

   
     

   
 

x ) 4 51 4(1 x x x 0       
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  5 1

0

x x

x

  

 

0
         5, 25,x x             Ответ:(25,). 

 
11..33..22..  ННееррааввееннссттвваа,,  ссооддеерржжаашшииее  ппооккааззааттееллььнныыее    ффууннккццииии  ппррии  

ррааззллииччнныыхх  оосснноовваанниияяхх  
 Такие неравенства  приводятся к виду: 

1.
Есл ся 

логарифмирование неравен ванию, либо применяется 
основ

р

( ) ( ) , 0, 1; 0,f x xb a a b b     a
и обе части неравенства положительны, то использует

ства по какому-либо осно
ное логарифмическое тождество. 

1

32x xПриме  17.                   Решение:  ОДЗ: 0x   

Прологарифмируем  по основанию 2:   2

1
log 3,

x
x   где 2 3 0log   

  2
2 2log 3lo

0
x xx 2

log 3g 3
0

x

 
   

 интервалов, получим  

Отсюда  
x




Решив неравенство методом

   2 2, log 3 0, log 3x             Ответ:    2 2; log 3 0; log 3    

 
 
 
 
 

11..33..33..  ММееттоодд  ввввееддеенниияя  ннооввоойй  ппееррееммеенннноойй  
  

 
 

ППррии  рреешшееннииии  ннееррааввееннссттвв  вв  ээттоомм  ссллууччааее  ииссппооллььззууееттссяя  ззааммееннаа  

ппооккааззааттееллььнноойй  ффууннккццииии  
 xa

  ннаа  ддррууггууюю  ппееррееммееннннууюю..  

Пример 18.  
1

2
2 1x

x x  2 2 1 2 
0 0

2 1 2 1x x

x

  
 

   Решен

новую переменную 0y  . Решим равносильную 

ие: вводим 

систему неравенств 2x 
  

 
2 2 12

00
1( 1)

0 0

y y

y




 

 2,(0,1) 
y yy y

y y

y

      


  y    
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Переходя к переменной x  с учетом того, что возрастающая функция, 

получим                                         Ответ 

Пример 19

y  

 ,0 1,x   : ,0 1,   

.    3
8 8

x x

tg tg
  

              

 новую переменную

 
   

Вводим  0
8

x

y tg
   .   

 
Тогда исходное

нерав льно системе неравенстенство равноси в: 

2 3 13 3 13
1 3 1

3 0

0 0

y y

y
y y

      2 2
0

0

y y
y

y y

y

   
       

3 13 
  

 

 
    

0;
2

y 
 

     

При переходе к переменной  x  следует учесть, что основание показательной 

функции 1
8

tg

 . 

Следовательно,
8

x

y tg
   

 
- монотонно убывающая функция, поэтому 

8 

3 13
log ,

2tg
x 

 
     

.                              Ответ


:
8

3 13
log ,

2tg


  
     

Пример 20

  

.  

Разделим обе части неравенства на 2x

2 1

4 3 3 0

x x x

2 2

16 2 12 3

4 2 3x x x x

  

    
 

3 0 : 

2
4 4

2 3
3 3

x x
       
   

 0

Введем новую переменную  
4

0
3

x

y
   
 

перейдем к равносильной 

системе неравенств: 

 и 

  1 3

0y y

2 2 3 0y y 0

0

y y  




 

 

  
y (0;3]   

Или  4

3

4
0 3 lo

3
g 3x                                Ответ

x
 
 

: 4

3

( ;log 3  ]

1.3.4. Неравенства, содержащие неизвестную в основании и в 
показателе степени
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К таким неравенствам  относятся неравенства  типа  . 
Таки тей 

неравенства по какому-л  преобразованием с 
использованием основного логарифмического тождества. 

( )( ) 0xf x  
е неравенства решаются либо логарифмированием обеих час

ибо основанию, либо

Пример 21.     
3 5x
32 1xx    

 Решение: 
если 2 0,( 2)x x   , то используя основное логарифмическое тождество, 
преоб часть неравенс ва к виду::  разуем левую т

2log (2 )x
x




2
3 3 5

log (2 ) 03 32 1 2 2
x x

x
x

 


   ,  

 

5

2

3 5x
log (2 ) 0

3
2

x
x

x

   
 

 которое равносильно системе неравенств:

 

 

 

 

2

2

2

3 5
0

3 x
 

log 2 0

2

;1

3 5 50 ; 23 3
log 2 0 5

2 3
1

2

3 5
0

3
log 2 0

x

x

x

x

x
xx

x
xx

x
x

x

x
x

 

 
 

 
                   

  
  

  

 

Объединяя полученные решения, получим    5
,1 ;2

3
x

     
 

Если 2x  , 
неравенство

то исходное неравенство имеет вид: Это верное 
числовое , следовательно, 

10 1 . 
2x   входит в  решений  

данного нер а.                                                        Ответ

множество

: авенств  5
,1 ;2

3
     

. 

 
 

Глава II. Логарифмическая функция 
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§2.1. Cвойства, графики. Решен ач, использующих  свойства 

 

ие зад
логарифмической функции 

Определение. Логарифмом  числа b , b>0, по основанию a, a>0, a 1,  
азывают такое число c, что ac=b, записывается в виде c=logab. 

Из определения логарифма следует основное логарифмическое тождество 
      alogab = b      

Примеры:   log39 =2, log55
3 = 3, log 1/27)=-3 

Та я 
любого x верно равенств

logaa
x=x,                                                                                  (2) 

я любого 

н

                                                                       (1) 


3(
к как из основного логарифмического тождества следует, что дл

о 

то логарифмом может быть любое действительное число. 
Формула (2) следует из свойства обратной функции: дл x  , 

прин
g(f(x ля любого x, 
прин нкции g(x),  справедливо 
соот x

 на (0,). 
След ет ровно один 
коре

адлежащего области определения функции f(x) справедливо соотношение 
))=x, где g(x) - обратная к f(x) функция; точно так же д
адлежащего области определения обратной фу

енош ние f(g(x))=x. Если рассмотреть уравнение вида a =b, где a,b 
известные числа, x - искомая величина, то показательная функция y=ax, a>0, a 
 1, л яв яется монотонной и принимает все возможные значения

еовательно, при условии  a>0, a 1, b>0 уравнение ax=b им
нь, который называется логарифмом числа b по основанию a и 

обозначается logab. 
Для любого допустимого основания a непосредственно из определения 

логарифма следует, что loga1=0 и  logaa=1. 
 
Теорема 1. (логарифм произведения). Пусть существуют числа  logab  и 

logac, a>0, b>0, c>0,   a  1. Тогда существует число logabc и верно равенство 
logab + logac = logabc                                                                (3) 
Доказательство. 
logabc существует, так как >0, a 1,  а bc следует из  теоремы. 

Из о
a  >0  условий

ак как из равенства a  =a  следует x=y, получается (3). 

и 
logac , а 
лога елей нет. 

пределения логарифма и свойства показательной функции следует, что 
alogab+logac = alogabalogac = bc = alogabc 

x yт
Замечание. Если формулировать свойство (3) в виде равенства 

logabc=logab + logac, то следует обязательно требовать существование  logab  
, кроме существования    logabc.    ( Например,    log2((-8)(-6))существует
рифмы сомножит
 
Теорема 2.(логарифм степени.) Пусть существует число logab, то есть  

a>0,
c  и справедливо 

равенство a a

Доказательство: 

 b>0, a  1.  
Тогда для любого числа c существует число logab

 clog b = log bc                                                                        (4) 

 21

Яг
уб
ов
.Р
Ф



Так как чи ло b>0  в любой степени больше нуля , то l gab
c  существует. 

Тогда  
aclogab = (alogab)c = bc = alogabc

         ч.т.д. 
 

с o

Теорема 3.(логарифм частного). Пусть существуют числа logab и logac, 
т.е. a > 0, b > 0, c > 0, a  1. Тогда существует число  loga(b/c)  и верно 
равенство  

logab - logac = loga(b/c)                                                                    (5) 
 
Доказательство: 
Используя теоремы (1) и (2), получаем  
log b - log c = log b +log (c-1) = log (bc-1) =loga(b/c)  ч.т.д. 

еорема 4

a a a a a

 
Т . (формула перехода к новому основанию). Пусть существует 

logab, 

= logcb/ logca                                                                              (6) 

уществование logcb и logca следует из того , что a >0, b>0, c>0 и с1; 
logca 

т.е. a > 0, b > 0, a  1. Тогда для любого числа c такого, что c > 0, c  1, 
существуют числа logcb и logca и верно равенство 

logab 
Доказательство: 
С
 0, т.к. a  1. 
clogcalogab =(clogca)logab = alogab = b =clogcb 

Следовательно, logcalogab = logcb  ч.т.д. 
Из доказанных теорем (2,4) следуют следующие формулы: 

1
log logaa

x x

   
 

                                                                   (7) 

log log 1b a                                                                          (8) a b

log logaa
x x                                                            (9) 

Таблица основных формул для логарифмов. 

 log log loga ab c bc   a

log log loga a ab c
c

  
 

 
b 

log loga ax x   

log
log

log
b

a
b

x
x

a
  

1
log logax x


  

a 
 
 

log log 1a bb a   

log logaa
x x
   
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Упражнения: 
1. Найти числовые значения выражений: 

пример: 

3

3 3 3 3 3 3

log 4
log 2 2log 2 log 4 log 3 2log 4 log 169 3 3 3 3 3 16      . 


  2.Найти значения следующих выражений (a > 0, a  1): 

3 3 8log 3 log 2 log 274 ?,27 ?,4 ?   

  2

3

1
4log 5log 1log 4log 2 3?, ?, 2 ?, ?,log ?,log ?aaa a

aa
a a a a a a       

          ь, какие из указанных ниже логарифмов положительны, а 
какие 

;  ;  ;  

       3.Выяснит
отрицательны: 

2log 5 0,2log 0,8 5log 2 1

5

log 7  

  4.Выяснить, какое из указанных чисел больше другого: 

3 4log 4 log ; 
1

3 3 5

2 3
log log

       ;  
4 25 4    0,1lo 0,2g 2 log 0,34; 

5
5log 3 22 3   ; 

  5.Найти  lo

1
log  

 

,  если   49g 32 2log 14 a ; Найти если 15log 49 ? ,

7log 9 a   и   b7log 45 . . 

6. Доказать следующие тождества: 

     log log log / 1 log
ax a a a

bx b x x    

log
log ;

log
a

a

b

x
b

x
                

1
1 2

2

log
log

log
a

a

a

x
x x

x
  

 
Определение. мической ф анию 

 отображение  числу  
Логариф ункцией переменной x по основ

a называют , которое  x ставит в соответствие число  равное
logax.  Из определения логарифма следует, что число a должно быть 
по

Свойства: 
1. Область определения функции D(logax)=(0,). 
2. Область значений функции E(logax)=(-,+), уравнение logax = y при 

любом действительном y имее а один корень x = ay.
3. Периодичность. Логарифмическая функция не является 

перио

 координат. Так как уравнение 
logax=0 име нный корень x=1, то у логарифмической функции есть 

ложительным и не равным единице, а x>0. 

т всегд  

дической, т.к. она определена только для положительных чисел x. 
4. Четность или нечетность. Логарифмическая функция не является 

четной или нечетной, т.к. она определена только для положительных чисел x. 
5. Точки пересечения графика с осями

ет единстве
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одна точка пересечения с осью абсцисс (1;0). Точка нуль не принадлежит 

 a>1, то значения 

нкции 

 другой 

7. Наи еньшее значения. Логарифмическая  функция не 
имеет ,  

a
если a>1, возрастает. 

Доказ
ogax2. Из определения 

y

 

области определения, поэтому точек пересечения с осью ординат нет. 
6.  Промежутки знакопостоянства функции. Если

логарифмической функции отрицательны на промежутке (0,1) и 
положительны на (1,). Если 0 < a < 1, то значения логарифмической фу
положительны на промежутке (0,1) и отрицательны на промежутке (1,). 

Доказательство: 
Пусть a >1 и x >1 . Докажем, что в этом случае значения 

логарифмической функции положительны. Предположим противное, т.е.  
существует такое x >1 , что logax = y  0. Тогда в силу возрастания 
показательной функции с основанием a >1 получаем, что ay  a0 =1. С
стороны по основному логарифмическому тождеству 

alogax = x  > 1, 

получили противоречие, т.е. предположение неверно. 
 

большее и наим
 наибольшего и наименьшего значений так как областью значений этой 

функции являются все действительные числа и эта функция монотонна. 
 

8. Интервалы возрастания и убывания. Если      0< <1, то функция 
y=logax убывает на всей своей области определения, и 

ательство: 
Пусть x1>x2>0 и a>1. Пусть y1=logax1, y2=l

огарифмической функции  л
ay1 = x1 > x2 = a 2 
Из свойства возрастания показательной функции с основанием  a>1  

получаем, что y1 > y2  ч.т.д. 
Аналогично при 0<a<1 логарифмическая функция убывает. 
 
9. Асимптоты. Единственной асимптотой графика  логарифмической 

функц рдинат. ии является ось о
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                                    log , 1ay x a 

 25

                               log ,0 1y x a a

Упражнения: построить графики следующих функций. 
 
1)y= log2x 
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 x           

 

) y=2-x 

2)     y=2

3
 
4) y=log2x 
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3
x               5) y= +2-x 

 

            

 
 

 
   
  6)y=log2(x-1) 

 

             7) y=exp(cosx) 
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           8) y=log2x-1 

  
    

ЗЗааддааннии

 
 
      9) y=lg(sinx) 
 

 
яя  ддлляя  ссааммооссттоояяттееллььнноойй  ррааббооттыы  

Построить г нкций:  2. рафики фу

3log3 ;xy  3log3 xy                                                       2) 1)  

3log2 xy  x
                          4) 3log sin3y   3) 

3log3 xy   3log3 xy                   6) 5) 

2
3

1 log
25

x
y             8) 2log 2y x 7)   

9)   12 3xy    
 

       10) 5 55
log 2 logx x 

 y 
              

 Сравнение логарифмов
   Пример 1. Сравнить log 3 и log 5 

обеих частей на число k 2 
2 3

первый способ: умножение 
k=2     2log 2 3   2log 3 5 
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                   log 2 3 2   log 3 5 2  

м
1<log 3<2              1<log 5<2 

м lo л м

      3<log 2 9<4          2<log 3 25<3 
поэтому log 2 3>log 3 5 
второй способ: деление отрезка попола  

2 3

           сравни g 3 и log 5 с чис о2 3  
2

3  - серединой отрезка (1;2) 

             log 2 3
2

3                         log 3 5
2

3  

            log 2 3  log 2 2 2                log 3 5 log 3 3
3

2  
3

                     3 2 2

3

                              53 2

3

 
            возведем обе ч сти сравнения в квадрат а  
                    9>8                            25<27 

         поэтому log 2 3>
2

3               lo 5<g 3 2

3  .                                Ответ log 5<log 3. 

третий способ: используем неравенство о среднем арифметическом и среднем 

3 2

геометрическом чисел ab 
2

a  b  

3log
рассмотрим от ошн ение 5log3 =

2

2log5log 33 
2

2log5log 33  =
2

10log3  1 

отношение меньше 1, когда числи елт ь меньше знаменателя, поэтому 
        log 3 5<log 2 3. 
    Пример 2. Сравним log  4 и log3 4

    Оба логарифма находятся в промежутке (1;2) 
5 

ма 
1024;        5log 5=log 3125 

           log 3125<6 

     Будем умножать на числа k 2 
K=2             2log 4=log 16;            2log 5=log 25  3 3 4 4

     оба логарифма находятся в промежутке (2;3) 
k=3              3log 4=log 64 ;           3log 5=log 125 3 3 4 4

      оба логарифма находятся в промежутке (3;4) 
k=4              4log 4=log 256;          4log 5=log 625 3 3 4 4

       оба логариф находятся в промежутке (4;5) 
k=5              5log 3 4=log 3 4 4

                       6< 3log 1024< 7  5<
поэтому log 5<log 4. 

4

4 3

2

3log5log 44  =
2

15log4

4log3

4 =log 5 <1 Другим способом:                 3log5 log4 4

     Пример 3. Сравнить log 32  и 3 7  
Оба числа находятся в промежутке (1;2) 

к полож ны по отношению к середине отрезка –числу 
2

3  Определим, ка  они рас е
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log 32 
2

3 log=
2

3
2             3 7 

2

3  

        3 2 2

3

                             7>
8

       >  

27  

  9 8

 log 32 >
2

3                           3 7 >
2

3  

оба числа больше 
2

3  и меньше 2. 

     Ср м  (
2

3 ;2) – числом 
4

7        авни  их с серединой

log 23 
4

7 =log 2 2 4                      
7

4

73 7   

 4

7

3

3

4

7      3 2                                         7  

64

49       81    2 7                                       1>

     81<  128

log 2<3 4

7                                       3 7 > 7  
4

       Пример 4. Сравнить log 43  и 4 2  
 промежутке (1;2) 

вним м

Оба числа находятся в

 
2

3  Сра  их с число

2

3  log 43 2

3                    4 2 

       4 3 2

3

                     2<
16

     16<27 

81  

оба числа больше 1 и меньше 
2

3  

2

3 ) – числом 
4

5Сра  с серединой (1; вним их       

 log 43 
4

5            4 2 
4

5  

       43 4

5

                                    2
4

4

4

5  

< 4

5

256>243                                      2<
256

                              Отве625 т
4 2 <log                 

 

 
д   т л  р ы

l

43

За ания для самос ояте ьной абот  

Сравнить log 87  и og ; log 35  и98  
3

2 ; log и 252  
3

2 ; log +log и 4; log +log и2. 52 35  32 23
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1. Доказать: 
1  2

2log

1


2log 

 

числить без та2.  Вы блиц:  
 040lg tg  040lg tg  042lg tg  050lg tg  a) …..

b) 10log.......4log3log 9  32

c)  03lg tg  06   .......9lg 0 tg  080lg tg  lg tg

  







2

3
lg

5

4
lg nx lg

2

1
lg5


tgmm  3. Найти x, если 

 4. Найти  xlg ,  если 
3 sin3


b

x 
253

2

cos5 dca    

5. Сколько корней имеет уравнение 
xtgx lg  

6.  При каких x  имеет см ражениеысл вы    xsinlog 1,0  

7. Доказать тождество  b
xa

x
log1

log
 a

a   
blog

8. Вычислить 8
3

, если a3log12   log

9. ,  еслиВычислить  log 2003  ba  3log;5log 23  

10. ычис
1) если
   В лить  

,8log30   ba  3lg,5lg  

2) 3 25lg ,если b64lg  

11. Вычислить    a) 
7log2 1

     b) 22 







2




5

2

1 8log
3 324log   

12.  Вычислить   

1)  1036
13




   2)log  324log
13




  

3) 25lg

5lg

5      4)  5,0log 3 42
 

5)   3327 

   6)

1

log
4log3log2

2

55 8115,1

 

3log

5log

3log

log3 135

405

3

15

  







  log5

1 57
49

1
log  8) 3

3
5 49

7

  7) 2log9log5log 54   

;
11

1
log;09,0log

3

13,0  ba13. Сравнить a  и b   

1) 

14.  Сравнить: 
3 77  и  7log5,049log25,1 25,082   

2) 4 и 5log   log3  4
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3) 53log 62 7     и    
3log

3

1
2log 6

7 63    

15.  Найти значение a, при котором три числа   aaa lg21,99lg,lg    составляют 

арифметическую прогрессию. 

16.  Найти значение a, при котором три числа  2log3 a , a1413log3  ,  228log a   3

составляют арифметическую прогрессию. 
17.  Найти значение a, при котором три числа

м три числа      составляют 

19. Найти  a,

 5,634;62;2  aaa   составляют 

геометрическую прогрессию. 
18.  Найти значение a, при которо 63;23;9 2  aaa

геометрическую прогрессию. 
 значение  при котором три числа   

)125(log2  a ,  1,12log 1
4 a составляют арифметическую прогрессию. 

20.   Доказать, что числа  
2log

1 ,
2log

1

6

,
2log

1

123

    составляют арифметическую 

21.   Каждая
прогрессию. 

 из двух троек чисел  alg , blg  , clg     и     ba 2lglg  , cb 3lg2lg  ,  

ac lg3lg     является  арифметической прогрессией   

быть сторонами треугольника? 
 

, с ог

 уравнения, решаемые, исходя из 
опред

п  простые ло
 

. Могут ли  числа  a, cb,

§ 2.2.Решение уравнений одержащих л арифмическую функцию 
 

.2.1.Логарифмические2
еления логарифма 
 
У ражнения  на гарифмические уравнения:  

1

39

log 1,5x 
 
 

  Пример 1.                                              Ответ {3}   

Пример2.                                          Ответ {21}  3log 12 2x  

2 2

1 2
log

3x

   
 

Пример 3.                                         Ответ {-1/2} 

Пример 4.  
11 3 2

2
log log log 0

 


1 x
 


Пример 5

 
                   Ответ {3/4} 

1
273

loglog 27 1
x 

 
 
 

.                                        Ответ {3} 

Пр sin

4sin cos
g 3

4x

x x 
lo имер 6.     

 
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Решение: 
sin3x=(1/4)(4sinx-cosx),  sinx >0,  sinx  1, (4sinx - cosx) >0. 

osx(sinxcosx -1/4)=0 

б) /12 +n, n Z 
Пример 7

sinx(sin2x -1) +(1/4)cosx=0, c
a)cosx=0 (п.к. ,т.к. sinx  1) 

sin2x=1/2                               Ответ   x=/12 +k, kZ; x=5
.  Найти точки п функции  ересечения графика 

2log (y  4 1 3 6)x x     с осями координат 

Положим  y=0, тогда
Решение: 

2log ( 4 1 3y 6) 0x x      , 

4 1 3 6 1x x      и 4 x x1 3 7     .
е. ПустьРешим это уравнени  0tx 24 x t  24 x t 4   , тогда , , 

И уравнение примет д ви  23 11tt 7  уда, отк  23 11 7 t   t 
2 23 1 49 1t    1 4t t , 22 14 60 0t t   , или 2 7 30 0t t   , отку

1t 10  ( 2t < 0, чт
да 

о невозможно на множестве R, так как3 , 2t    4 0x  , при 

x 4 0 рx  , п
Значит, 

и x 4). 
4 3x  , откуда 4 9x  , и  x=-5. Таким образом, график 

пересекает ось абсцисс в точке (-5,0). 

.2.2. Линейные уравнения, решаемые потенцированием 

Уравнения типа

 
2
 

 ( ) log ( )loga af x x   a  1> 0, равносильны системе 

      

( ) 0
( ) 0
( ) ( )

x
f x
f x x














 


Пример 8.   lgx - lg11 = lg19 - lg(30-x), 

                      Ответ: {19,11} 
Решение:  ОДЗ   x(0,30) 

30x -x2 =209                                                          
Пример 9   (lg8 - lg(x-5))/(lg(x+7) -lg2) = -1 

8/                          Ответ {29} 

(1/2)

Решение: ОДЗ: x > 5;  
lg(8/(x-5) = -1lg((x+7)(1/2)/2)=lg(2/(x+7)(1/2)) 

(x-5) = 2/(x+7)(1/2)                                                                                  

Пример 10.   log5(x-2) +log5(x
3 -2) +log0,2(x -2) =4 

(Указание: привести к одному основанию)                            Ответ {3} 
Пример 11.   lg2x/lg4x -15=2                                             Ответ {9/2;25/8} 
Пример 12.   xlog23 -1 = - log218                                           Ответ  {-2} 

 
 

2.2.3. Уравнения вто тносительно логарифма. 
Замена неизвестного 

 

рой и выше степени о
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В данном разделе рассматриваются уравнения, в которых 
логарифмическая функция заменяется вспомогательной переменной. 
     Пример 13.    lg2x -lgx4 = lg25 -4 

Решение: ОДЗ: x > 0;    пусть t = lgx, тогда  
    t2 - 4t - (lg25 -4) =0;  t1,2 =2  lg5;                                  Ответ x={20,500} 

     Пример 14.    (17 - lgx)/(4lgx) = 4lgx                          Ответ {10(-17/16)}U10 
     Пример 15.   3 log2

2(sinx) + log2(1 - cos2x) =2    
                             Ответ: x=/6 + 2k, k 0,1,2,...    x=5/6 + 2n, n0,1,2,... 

     Пример 16.   logx(125x)log25
2(x) = 1   

       Решение: ОДЗ: 0, 1.x x   Перейдя к новому основанию, 
получаем 

   2
5 5

5

log 125 log
4

log

x x

x
 ,      2

5 5 5log 125 log log 4log5x x x  , 

  2
5 53 log log 4log5x x x  , пусть  5logt x , тогда 

2( 3 4)t t t   0 1 0 1t x  , (п.к.); 2 1t x 5        Ответ {5;1/625} 
Пример 17.   log3log4log3

2(x - 3) =0      

Решение: ОДЗ: 3x  , тогда   2
4 3log log 3 1x   , 

 2
3log 3 4x     3log 3 2x      

3 9 12

1
3

9 8

x x

x x

   
 
   
 

29                                                          Ответ {12; 28/9} 

Пример 18.           2 2
3log ( 6) 2x x x   

Решение:  Согласно ОДЗ 

X > -3, x -2; 2
3 62log 2x x x    ,далее получаем следующее 

уравнение 2 6 3x x x    , решая которое получаем ответ.         Ответ {1;3} 

          Пример 19. 4 24log 2 1 log 4x x     

            Решение: 

44log 2 1 log 4x   2 x , положим 21 log 0x t    тогда  

2
21 log x t ,  тогда имеем  22( 1 1) 4tt      22( 2) 4t t    и  

 или  , решая которое получаем два корня  1
2)22( 2) (4 tt    2 8 20tt    0 2t   

и   (посторонний корень), и  2 10t   2log 3x                                  Ответ {8}. 

    

ЗЗааддааччии  ддлляя  ссааммооссттоояяттееллььнноойй  ррааббооттыы  

Решить уравнения                                           ответы 
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   

   

 

 

4 2

4 2

3 8 2

2 81 3

3 64 2

271) log 10 14 1 log 8
2

152) log 10 46 1 log 2
2

13) log log 9 log 3 3;
27

14) log log 8 log 2 2;
16

15)log log log 3 27;
3 9

x x

x x

x x

x x

x x

  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  
  
 
  

   

   

 

 

 

 

6)    4 2
9log 20 54 2 log 6
2

x x
  
 
  

     

 
   

 
   

2lg 5 1
7) 2 4

lg 2 1

lg 5 19
8) 2 7

lg 3

x

x

x

x











 

 

 

 
   

2

2

lg 3 3 1 19) 2
2lg

lg 3 16 21
10) 2 5

lg 1

x x

x

x x

x

  
 
  

 


 




 

 

   
  

3 3

2 22

11)1 log log 5 2 2

12) log log 3 2 log 1 2

x x

x x

  

    
  

 
2.2.4. Уравнения, содержащие неизвестные в основании логарифмов 
 
 В данном разделе  рассматриваются  несколько различных типов 

уравнений. 
Уравнения вида  ( ) ( )log log( ) ( ) x xf x g x  можно решать с 

помощью перехода к числовому основанию, но учитывать, что 
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( ) 0, ( ) 1
( ) 0, ( ) 1

( ) 0
( ) 0

x x
x x

f x
g x

 
 








 
 




 

 
Пример 20.   3 2

3 22
(2 1) (4 4 )log log

x xx x x x x


     

Решение: ОДЗ состоит из двух промежутков  0 < x < 1  и 
1 < x < . Переходя к логарифмам по основанию, например, 2, получим 

уравнение 
3 2

2 2
3 2

2 2

log (2 1) log (4 4 )
log log (2 )

x x x x
x x x
 




  равносильное исходному на ОДЗ, 

которое можно записать в виде 

22

2 2 2

2log 2loglog (2 1)
log 2log log (2 1)

(2 1)xx
x x x

x 
 


, обозначив 2

2

log (2 1)
log

x
x

t  , решим 

уравнение относительно t,  получим  t1 =1 и  t2 = -1.                         Ответ {1/2}. 
Уравнения вида  (x) (x)g(x)log f (x) log   можно решать с помощью 

перехода к  основанию, содержащему неизвестную. О.Д.З. определяется  
системой. 

( ) 0, ( ) 1
( ) 0, ( ) 1

( ) 0
( ) 0

x x
x x

f x
g x

 
 








 
 




 

 
Пример 21.    2 3

8
4

log log 0x xx x   

Решение: ОДЗ состоит  из всех x, удовлетворяющих условиям x > 0, x  
4, x  1/8. Здесь удобно перейти к логарифмам по основанию x, но сначала 
проверим является ли  x=1 корнем исходного уравнения. Проверка 
показывает, что  x=1  является корнем исходного уравнения. Перейдя  теперь к 
логарифмам по основанию x, учитывая, что x>0,x1,x4,x1/8, получим 
уравнение 

2 3log log 0
log 8log

4

x x

x
x

x x
x x
   далее  2 3 0

1 log 4 log 8 1x x
 

 
, 

преобразуется к виду   или 12 , которое 
имеет единственный корень x=212. Ответ: {1,212}. 

2(1 log 8) 3(1 log 4) 0x x    log 2 1x 
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Замечание: уравнения вида  
( ) ( )

( ) ( )

( ) log ( )

( ) log ( )

log

log
x x

f x g x

h x g x

x x
 

 



 можно решать 

переходя от этих уравнений к их следствиям, т.е. от первого уравнения к  
h(x)=g(x), а от второго к совокупности f(x)=g(x) и (x)=1. Затем проверить 
какие из найденных корней будут корнями исходного уравнения. 

Пример 22.   2
1 sin 1 sin( 1) log (3lo 2)g x x x xx x x        

Решение: перейдем к следствию     x2+x-1=3x+2,  найдем корни   x1=3   и  
x2=-1(п.к., т.к. функция в основании логарифмов отрицательна). Проверяем 
первый корень.                                                                                      Ответ {3} 

Пример23.  
2 2

2 (1 x x) (1 x x)
sinx cos x cosx sinx 1 cosx

log log         

Решение.   Совокупность уравнений 

2

2

1 1

sin cos cos sin 1 cos

x x

x x x x


   

     x
 

является следствием исходного уравнения. Первое уравнение приводится к 
виду cosx = 1, но так как cosx неотрицателен, то .2x k  При любом 

2 ,k k kx ,  функция  2sin cos cos x x x  равна 2, т.е. при этих  xk 

основания логарифмов равны 2. Поэтому решениями будут те 2 ,k k ,kx    

для которых 2 01 k kx x  . Только x0=0 удовлетворяет этому условию, и 

следовательно, является решением исходного уравнения. 

Решения уравнения 2 11 x x   есть 0, 1 x x    Так как          

,
2 1sin1 sin ,cos1 cos

4 2 3 2
      то  

2 2 1 2cos1 1,sin1 cos 1 cos1 1
2 4 2

sin1 1          

 Только 1x   удовлетворяет исходному уравнению. Следовательно, 
решениями являются x=0 и x=1.                                                      Ответ {0;1} 

Уравнения вида ( ) ( )log f x g x a , где a=n, n –натуральное число 

решаются переходом к следствию  ( )
n( ) f xg x  . 

Пример 24.    2
2 1(2 4 1) 2log x x x    . 

Решение. ОДЗ: 
1( ;1) (1; )
2

2 2( ; 1 ) 1 ;
2 2

x

x




  
  

   

 

      





 

Уравнение является следствием исходного 

уравнения, корнями которого будут x1=4 и x2=0. Подходит x=4.         Ответ{4}                 

22 4 1 (2 1x x x    2)
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Уравнения  25,26,27  решаются  логарифмированием обеих частей. 

Пример25.    x
log

2
x +2 = 256 

    Решение:        x  (0,  );   log2x=t;  t2 +2t - 8 =0; 
t1,2 = {-4;2}                                                                          Ответ  {1/16;4} 

Пример 26.                                         Ответ  {100;1/100} 
(1/4)lgxx  =10          

Пример 27.      (x + 7)lg(x +7) =10                                      . Ответ  {3;-69/10} 
 

Задачи для самостоятельной работы 
Решить уравнение                                         ответы 

  
  

   

   

2

3

5 5 5

2

1 11) log 5 4 log 1
2 4

32) 1 log 7 4 log 3 1
4

13) log log 5 2 log log 6 25;
125

64) log 2 log 7 1 6

x

x

x x

x

x

x

x x x

x

    
         

  
 
  
  
 
  

 
  
 

  

   

    

  

 

  
 

  

3

2 2

4 15) 1 log log 3 1 3
3

46) 2 log 9 5 log 1
5

x

x

x

x

  
      

  
 
  

   

   
 

    2
1 17) log 6 5 log 1
2 5xx

    
         

    

  

   

1
4

2 2 2

lg

lg 7

18) log log 2 2 log log 12 8;
16

19) 10 100;
100

6910) 7 10 3;
10

x x

x

x

x x x

x

x


  
 
  

  
 
  
  
 
  

   



  

 

§2.3 Решение неравенств 
 

2.3.1.  К  решению логарифмических неравенств сводятся некоторые 
задачи на отыскание области определения функции 

Пример 28. Найти область определения  функции  2lg( 7 13)y x x    

        Решение:  lg(x2 - 7x + 13)  0 
2

2

7 13

7 13 1

x x

x x





  
  

0
                                              Ответ: (-,3)(4,+) 
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Пример 29.   y = lgx + (x+1)(1/2)                      Ответ:   {x>0} 
Пример 30.  y = lg sinx                                   Ответ:  {(2k;+2k),k} 

Пример 31.  1 3
2

3log log
3

x
x

y 


                    Ответ:     (6;+Ґ ) 

Пример 32.  1 2
2

log log 2xy                   Ответ:  [0;2)U(2;4] 

 
2.3.2. Решение неравенств типа  logf(x)(x)k 

 
Решения неравенств, рассматриваемых в  данном  разделе,  сводятся к 

решению   совокупности следующих систем. 
0 ( ) 1

0 ( ) ( )
m

f x

x f x



    

 

 
    или     

( ) 1

( ) ( )
m

f x

x f x




   




 

Пример 33.   log(3-x)(x-2,5) > 0     
         Решение:      

3-x>1

5
1

2
 

0<3-x<1
5

;35
21

2

x

x


    
       

                                                     Ответ (5/2;3) 

Пример 34. log(x-1) (2(x-2)(x-4)/(x+5))1       Ответ  (8-43;2)U(8+43;) 

Пример35.    Ответ: 1- 21

2

1+ 21(-3;-2) (-2; ) ( ;3) (3; )
2

  
                                

Пример 36. 
2

1
2

log log (x -10x+22) >0
x 

 
 
 

 

Решение: неравенство равносильно совокупности систем a) и b) 

 
1

2

2

log 1
1

) ;
210 22 1

x
a x

x x

      
    

3 7;
 

1

2

2

0 log 1
)

0 10 22 1

x
b x

x x

   
    

                  Ответ:    
 1

;3 7;
2

   
 


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Пример 37. 
2

7 1

3

30
log log 0

6

x x

x

 



 

Решение: неравенство равносильно  

2 30 1

6 3

x x

x

 



2

0

30 1

6 3

x

x x

x


   

 

  или     
2

0

30 1

6 3

x

x x

x



  

 

 

                                                   Ответ: 
16 2 292

( ;6) (1 37; )
3 3

x


 
 

 

Пример 38.     log ((2x+2)/(5x-1))(10x2 +x - 2)  0               Ответ  (-;-1)U(1;) 

Пример 39.   
1

2
13 2
23 2

log 4 2(log ( 3) log ( 3) )x

x

x x 
  

        Ответ (3;9) 

 
2.3.3. Неравенства вида logf(x)(x)logf(x)h(x) 

Неравенства данного раздела  сводятся к решению следующих систем: 
( ) ( ) 0
( ) 1
x h x

f x




 


     и      
0 ( ) (
0 ( ) 1

)x h x
f x





 
 

 

Аналогично  logf(x)(x)  logf(x)h(x) 

 
0 ( ) (

( ) 1
)x h x

f x





 


      и      
0 ( ) (
0 ( ) 1

h x x
f x

)



 
 

 

 
Пример 40.   2 2

2 2log ( 4 3) log
x x

x x x    

Решение: неравенство равносильно совокупности следующих систем: 

       или 
2

2 2

1

4 3 0

x

x x x






   

2

2 2

0 1

0 4 3

x

x x x





 
   

 Ответ:
3

( ; 1) ( ;1
4

x    )  

 

Пример 41.    4 4lg 7 lg 1x xx x     

Решение: перепишем неравенство  в виде  

4

7
lg 0

1x

x

x





, где x 1, 7x     

Неравенство эквивалентно совокупности двух систем 
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 2

5

3

1

7 1

x

x

x

x x

 
   


  


 и     Ответ: 

 2

1 4

4

7

7 1

x

x

x

x x

   
 
  
   

1

( 3; 1) ( 1;2) (3;4) (4;5)     

 
Пример 42.       2 224 2 24 2

log 6 log 4
x x x x

x x
   

    

  Решение: Неравенство эквивалентно совокупности следующих систем: 

2

0 6 4x x    


2

24 2 1

6 4 0

0 24 2 1

x x

x x

x x

           

    

 

 

6; 1

1 2 6 1 2 6
;

2 2

1;4

1 2 6 1 2 6
6; ;4

2 2

x

x

x

x

   


     
 
 

                






 

                                                  Ответ: 
1 2 6 1 2 6

; 1 ;4
2 2

     
 

  






 

 
Пример43.

 2
3 2 1 3 3 1(log (2 )(log ) (log (3 1))(log ( 2))x x x xx x x x      1)
Решение: переходя к основанию  (3 )x  , получим 

2
3 3log log ( 2)

2 1 0

2 1 1

x xx x

x

x

   
    
3 1 0

3 1 1

x

x

  
 

 

2

2

3 1

0 2

0 3 1

0 2

1

3
0

x

x x

x

x x

x

x

  


   
      
  










   Ответ: 1
( ;0) (0;2) (2;3)

3
x     

 
Пример 44.  2 221 4 21 4

log 7 log ( 3)
x x x x

x x
   

    

    Решение: неравенство  эквивалентно совокупности следующих 
систем: 
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2

2

21 4 1

7 3

0 21 4

0 7 3

x x

x x

x x

x x

   


   
        

0

1
     

 
 

   
 

2 2 6;2 2 6

3;2

3;2 2 6 2 2 6;7

2;7

x

x

     
   


 

                                                            Ответ:   2 2 6;2 2 2 6;7   

 

Пример 45. 
21

8
log 0

2 3x

x

x x




 
 

  Решение:   неравенство эквивалентно совокупности систем 

2

1 1

0 8 2

x

3x x x

  


    
    или   

2

1 1

8 2 3

x

x x x

  


0    
 

Решение первой системы 8x  ; у второй системы решений нет. 
                                                                                       Ответ:    8;x 

 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 
Решить неравенство                                                                 ответы 

  3
21) log 1 1 ; 1 0;

3 2
U

x
 
  
 
    

   

2
1 42) 2 log 1 0 ; 1

3x
  
    
  

    



 

3)  1
2

2 2log 3 0 1;
3x

  
    
  
   




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   

 

   

 

   

2

2 2

4) 2 log 3 1 0;1 9;

15) 1 3log 2 0 0; 1;
8

lg 7 10 4 26) 2 ;1 1;
3lg

1 87) 1 log 8 7 0 ;1 1;
7 7

8) log log 1 1 1;0 1;2
2 1

x

x

x

U

U

x x
U

x

x U

x x U
x

 
  
 

 
  
 
   
      
   

       

  

  

 
 

  

   




  

 

   

   

 

     

2

2

2

2 2

4;8
415) log 4 4;0
2

2 4 416) log 25 40 16 2 ; ;1 1;
3 5 5

817) 1 log 0 ;1 1;8
9 8 9

118) log log 3 3 3; 1 1;3

4 419) lg 3 0 2;
3

x

x

x x U
x

x x U U

x U
x

x x U
x

x

 
 
 
 

   
      
   
  
       

   
      
   

  


   

 


     

   

 

   

 

 

   

   

2

2

2

33

2

2

lg 81 144 64 4 8 89) 2 ; ;1 1,
5 9 9lg

210)log 3 0;2 4;6
3

111) 3 log log 6 1 0;
3

4 412) log 9 24 16 2 0,1 1; ;2
3 3

313) log 5 7 3 2 ;1 1;
4

14) log 1

x

x

x

x x
U U

x

x x U
x

x x

x x U U

x x U

   
      
   

 
 

 
 
 

  
    
  

 
  
 

 
 

 


  

  

   

   







2 4 4 56 24 9 2 0;1 1; ;
3 3 3

x x U U
   
      
   

  
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 
  

   

   

2
3

2 22

2

2 2

1 820) log 3 8 1 ;0 ;3
3 3

21) log log 3 2 log 1 0;2

22) log 1 , 4 0;
2

2 123) 1 log log 1 1;0 1;2

x x U

x x

x U
x

x x U
x

   
   

   



 
 
 

 
     

 

  

   

 


   

  



 

24)                                                         xx 32log12log 25,0  







2

1
;

3

1                               

25)  
2

5
3loglog

3

1  xx                                                                  







2;
2

1   

26)        xx 22 log2log1 64,025,1  
2

                                                    







;32
2

1
;0    

27)                                                               8434 
22 cossin xx  






  nn 

3

2
;

3
  

28)                                                             233 101052
22 xxx     1;3  

29)                                                                       2

122log3  xxx    ;31;0    

30) 
25

5 4  1
17

5lg 2 



  xx

                                                                  



















2
5
201

5
;

2

225   

31)                                                                       13 44log 2
6  xx    5;6262;1     

32) 1
5,0

04,05
5

2,0 


 x
x

                                                              ;3   

33)   032log 2

3

14  xx                                                             ;5151; 

34)    )28(log32log
4

1
2

4

1 xxx                                            ;51;4    

35)  0
1

712
loglog 22 




x

x                                                          





  ;
10

9
1;    

36)  
  0

3log

2log

5

5 



x

x                                                                    ;33;2    

37)  1loglog 3

2

1  xx                                                              







2

3
;1              

 38) 0
2

1
log

5

3 
x

                                                                   ;3  

 
 
 

ГГллаавваа  IIIIII..  РРааззллииччнныыее  ззааддааччии,,  ссввяяззаанннныыее  сс  ллооггааррииффммииччеессккоойй    ии  
ппооккааззааттееллььнноойй  ффууннккцциияяммии  
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ан§§  33..11..  ССммеешшаннныыее  ууррааввннеенниияя  ии  ннееррааввееннссттвваа,,  ссооддеерржжаащщииее  

ллооггааррииффммииччеессккууюю  ии  ппооккааззааттееллььннууюю  ффууннккццииии  
  
ВВ  ннаассттоояящщеемм  ррааззддееллее  рраассссммааттррииввааююттссяя  ррааззллииччнныыее  ууррааввннеенниияя    ии  

ннееррааввееннссттвваа,,  ккооттооррыыее  ссооддеерржжаатт  ппооккааззааттееллььнныыее  ии  ллооггааррииффммииччеессккииее  ффууннккццииии..  

Пример 1  . 
2

7 7log log7 14x xx         
Решение:   ОДЗ: x>0 

7log7 xx Согла фмическ  тождеству   сно основном омуу логари , 

тогда  
2

7 7log log7x xx   и исходное неравенство принимает
2 2
7 7log log 214x x

 вид: 

72 7 7 7 log 1x      

 


 7 7log 1 log 1 0x x   

7 7 7 7

1
1 log 1 log og log 7

7
x x     

1
7

7
x        Ответ: 

1
;7

7
 
 
 

l                         

Пример 2 1

2

3 9
3 2 2 3 log

2 4
x x x

x


  


.                              Ответ: {-7/2} 

Пример 3.       3                        Ответ {3;1/3} 
log

3
2
x
 + x

log
3
x
 = 6                     

g x log log x log x

                           

Решение:  x>0;   (3lo 3 ) 3x + x 3  = 6;2x 3  = 6;  log3xlog3x = 1;    

                                                                                                Ответ {3;1/3}
                                                                                                                  
Пример 4.   log  (x2-6x +9) < 0                         Ответ (0;1)U(2;3)U(3;4) 

2x -1

Пример 5.  2  =6x Ответ {10;100} 2lgx +23 lg2                                                                                

Пример 6.   1
2 2 2 2 2 2log (1 9 ) log (1 3 ) log ( 3 )

9
x x x

x x x


           
5

                                                                         Ответ: (-3/2;-1)(-1/2;0) 

Пр    1x xx    2 2log 4 4 log 2 3  имер 7.      

Решение: 

   1
2 2log 4 4 log 2 log 2 3x x     2

x

 2 2log (4 4) log 2 2 2 3x x       x

потенцируя по основанию 2, получим 24 4 2 2 3 2x x x      

                                                               2 22 4 2 2 3 2x x x      

Вводим новую переменную 2 0xy    
2

1 23 4 0 4; )y y y y    
Проверка  подстановкой x=2 

1( . .п к  2 4 2x x     ;
в исходное уравнение подтверждает, что             

ответ {2}. 
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Пример 8.  . 
22lg 310xx x     

Решение:   ОДЗ: x>0 
ируем обе части уравнения по основанию 10. Прологарифм

22lg lg 1 3lgx x x   
32lg 3lg 1 0x x    

Раскладывая левую часть на множители, получим: 

1)

  2lg 1 2lg 2lg 1 0x x x     

1

1
lg 1

10
x x     

2
2,3

1 3
2lg 2lg 1 0 lg

2
x x x


      2)

     
1 3 1 3 

2 2
2 310 ; 10x x 

1 3 1

2 2
2 310 ; 10x x

 

   Ответ:
1 3 1 3

2 2
1

;10 ;10
10

   
 
  

3

                  

Пример 9    2 2
6 62 log log9 9 10 9x x

 

  .  . , 

З:x>0,x1  Используем зам  переменнойРешение: ОД ену    2
6log9 1xy



   
2

1 210 9 0 9; 1y y y y       

   
2

6
2log1

6 61)9 9 log 1 log 1x x x
      

1
;6

6
x   

  2
6log02)1 9 9 x



   не имеет решения.                                     твет:{1/6;6}                

Пример 10

О

   lg 3
2log 9 2 10 xx      .   

Решение: ОДЗ:x<3 

 2log 9 2 3x 3;2 9 2x xx       

8
9 2 0

2
x

x
   ,   2 0x x Замена переменной

;                                                                

ЗЗааддааччии

2 9 2 8     2 0xy    

2
19 8 0 8 2xy y y x       3( . .)п к  

2 1 2 0   xy x :{0}Ответ  

  
  ддлляя  ссааммооссттоояяттееллььннооггоо  рреешшеенниияя..

            РРеешшииттьь    ууррааввннееннииее                 ооттввееттыы  
  

                                                                                                                                                

1. 1
2lg

loglog 2
2

3
3  xx                                                              {3} 6lg2

2. 2                                                         coslogsinlog sincos  xx xx 2


,
4

k k  
 

�   

10085 1  x

x
x3.                       {2}                                                           
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 
 

  1
3log

4log2 25,0 


x

x
                                                         {3} 4. 

3log

1

26


 x

5.  
3log

2
33log3

x

x                                                                {
2

131 } 

k


4
}6. 2lg1lg1 33                                                            {   tgxtgx

1
01,0lg2lg2

lg1̀3lg



 xx        1; 

2

1 }                                                             {  7.

8. 0233  2xx                                                                          {
2log2

1

3

} 

9. 
 

 12
9

1
log

2

1
1log 33











x
xx

                                                           {3} 
12 

10. x2
2

2 log22)(log                                                                     { 1;
1 } 
4

 12

3
3 1log21 3




x
x                                                                      {  3}11. 

 
    21lg3lg17lg

3lg2lg2




xx

x 1
 .                                                       { 12.

9

49 } 

122

1

2

1

3229 
 xxxx  

2

1 .                                                                 { } 13. 

14. 2log)(log
2

1
2

2  xx                                                                   {4; 
2

1 } 

15.                                                                    {32;  5
1log5 
x

x            
5

1 } 

16. 1lg4  xx                                                            {1} 5lg2lg 

17. 3log3log3log2
93 xxx                                                             {9; 

3

1 } 

 
3

4lg

11lg
3





x

x  18.             3                                                                  { ;8}

  12 x                                                                     {3;1} 19. 134log 1
3  x

20.   1log
3

log 2
33 








x
xx                                                                    {

9

1 ;3;1} 

  3lg x    n                                                        {3} 51125lg
3

1
100 321. 

122

1

2

1

2334 
 xxxx  22.                                                                      {

2

3 } 

23. 
5

7    23log                                                              { } 5log1
2

1

2

1  xx
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24. 43232 




 





 

xx

                                                           {2;-2} 

25.  3 .                                                                        {xxxx 3227221 

2
1

2

1 1
21 log 3

log
3


  

 
 

} 

26.     2 2lg 2 9 lg 2 1 lg 2 1 {2}x x     

27. 33log3log3log 2  xxx x                                                                 {  8 3;
3

1
} 

28.                                                                   {8;4.} 05log64log 2  xx

29.                                                                     { 81; 03log81log 3  xx 3

1 } 

30.    07log16log 23  x
x

                                                              {8;16} 

31.    02log16log 2  x
x

                                                                {4; 1

16
} 

 
§§  33..22..  УУррааввннеенниияя  ии  ннееррааввееннссттвваа,,    ппррееддллааггааввшшииеессяя  ннаа  

ввссттууппииттееллььнныыхх  ээккззааммееннаахх  вв  ррааззллииччнныыее  ВВУУЗЗыы  
  

                ВВ  ддаанннноомм  ппааррааггррааффее  рраассссммааттррииввааююттссяя  ппррииммееррыы  ззааддаачч,,  ппррееддллааггааввшшииеессяя  вв  
ММГГТТУУ  иимм..  НН..ЭЭ..ББааууммааннаа,,  ММГГУУ,,  ММФФТТИИ,,  ММИИЭЭММ,,  ММЭЭИИ  вв  ттееччееннииее  ннеессккооллььккиихх  
ппооссллеедднниихх  ллеетт..    
  

Пример 1.     logcosxsinx + logsinxcosx - 2 =0                    Ответ {/4 + 2k} 

Пример2.   2

1
3log log 2

2 xa x
a

x  
 
 

 x                              Ответ {a;a(4/3)} 

Пример 3.   2
1 4 2

2

1
log log log log

2 xx x x   x             Ответ {2;1/2} 

Пример 4.  sin(lgx)+cos(lgx)=1                   Ответ {102k;10(1/2+2n),n,k } 
 

Пример 5.         2
2 2log 3 16 13 log 2 2xx x   3

Решение:  ОДЗ:
1 1 2

, ,
3 3 3

x
      
  





 

 
 

2
2

2

log 3 16 13
2 0

log 2 3

x x

x

 
 


 
 

2

2 2

2

3 16 13
log

2 3
0

log 2 3

x x

x

x

 


  

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 
  

2

2 2

3 16 13
1

2 3 6 4 9
0 0

2 3 1 2 3 3 1

x x

x x x

x x

 


  
  

   x
  

С учетом ОДЗ решение неравенства имеет следующий  

вид: 2 58 1
;

6 3
x

 
 
 

.                                         Ответ: 2 58 1
;

6 3

 


 
 

Пример 6. Решить 
 12

2
2 2

1 log 4 log 13

0
2 3 2 10 8

x x

x x x x

   


    
 

Решение: 
   

   
2 2

2 22 2

log 2 8 log 13
0

2 3 2 10 8

x x

x x x x

  


    
 

   
         2 2 2 2

2 8 0

13 0

2 8 13
0

2 3 2 10 8 2 3 2 10 8

x

x

x x

x x x x x x x x




 
  
    
          

 

                                                                          
5

: ( 4;11) \{1; }
3

Ответ   

Пример 7. log(1/3)log2((x
2 - x- 12)/(x+3))>0  Ответ (-15;(1 - 73)/2)U(5;6) 

 
Пример 8.  logx+19x/2  log1/x+19/(2x)                             Ответ [1/2;1]U[2;) 
 
Пример 9.  log2

2x + logx4  -1                                        Ответ (0;1/2]U(1;) 
 
Пример 10.  log2

2x +3log2xlog2(x-2) +2log2
2(x-2)  0  

                                                                          Ответ (2;1+2]U[(1/2)(3+5);3) 
 
    Пример 11.   lg2(x+1)lg(x+1)lg(x-1) + 2lg2(x-1)                       Ответ [2;3]  
                                                                                                     
Пример 12.  log3x + log3x3  5/2             Ответ [1/27;1/3)U[1/3;3(3+33)/4] 
 
Пример 13.  lg(1/x)lg(105x)lg(x/103)  0                   Ответ [10-5;1]U[103;) 
 
Пример 14.  log3

3x -5log3
2x +8log3x < 0                                     Ответ (0;1) 

 
Пример 15.   log1/3(x-1) +log1/3(x+1)+log35 -x =1                     Ответ {2} 
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Пример 16.  (log2x +logx8)/logx(2x) 3                          Ответ (0;1/2)U(1;8] 
 
Пример 17.   log2

2(-x) - 1 - log2(-x/2) =0                                   Ответ {-2;-1} 
 

Пример18.   2

8 2 7 1 3
log (4 2) 0x x

  
    

                                                                        Ответ  (2 2;1 3;2 2)                   

Пример 19.    2

1
log 5 2

2x
x                 Ответ 

1 1
( 1; ) ( ;0) (0;1)

2 3
     

 
Пример 20. . 7 42 1log (7 4) log (2 1) 0xx x x       

                                                     Ответ   
1 3 1

( ; ) ( ;0) (0; )
2 7 3

      

Пример21.  2 2

2 2

36 4
28 4 log 2 log 7

log 2 log 7
x x

x x
     

 
  

                                                                              Ответ ( 112x  ) 

Пример 22.      2

2
20 2 99 2

log 99 2 log 20 2 3x x x
x x x  

      

Решение: ОДЗ (-11;9)  Обозначим , 

тогда  наше неравенство преобразуется в 

   2
20 2log 99 2xt x  x

  t-1 2
0

t

t


 , или 

  учитывая, что20-2x>1 на множестве 

допустимых значений получаем 

 
  
   

2
(20 2 )

2
20 2

2
20 2

log 99 2 0

log 99 2 2

log 99 2 1

x

x

x

x x

x x

x x







   

      



   
   

11; 1 3 11

11;7 43/5;

79; 79

   

     





1 3 11;9

9

 

 

               Ответ:    11; 1 3 11 79 ; 7 43 / 5; 79 1 3 11;9               

Пример 23.   
2

2
13 99

2 4

99 13
log 2log 3

4 2x x x
x x x        

   

         
  




 

Решение: ОДЗ :
11 1 4 6 1 4 6 1 4 6 1 4 6 9

; ;
2 2 2 2 2 2

x
        

    
    

  ;




 

 50

Яг
уб
ов
.Р
Ф



Пусть 2
13

2

99
log

4x
t   

 

  
 

x x  , тогда наше неравенство перепишется 

в виде  
2 3 2

0
t t

t

 
 , решениями будут   ;0 1;2t    . Пусть 

13
1

2
x  , тогда  будет возрастающей функцией, при этом условии решаем 

следующее двойное неравенство 

t

299

4x
x x  

 

 
13

2

1 log 2   
 

 . Его 

решением  являются 73 5 7 73
; ;

2 2 2 2
x

  
  
  






0t. При   имеем неравенство 

2
13

2

99
log 0

4x
x x   

 

   
 

 решением которого с учетом ОДЗ будут  

11 1 4 6 
 
 

1 4 6 9
; ;

2 2 2 2
x

     
  

 
 . В случае 

13
0

2
1x   , т.е. когда  

является убывающей функцией решений нет. 

t

                 Ответ: 11 1 4 6 73 5 7 73 1 4 6 9
; ; ;

2 2 2 2 2 2 2

           
     
      

   ;
2





 

 
 

Глава. IV. Нестандартные методы решения 
  

§§  44..11..  ППееррееххоодд  кк  ннооввоойй  ппееррееммеенннноойй,,  ппооллууччааееммоойй  
ллооггааррииффммииррооввааннииеемм..  

ВВ  ддаанннноомм  ррааззддееллее  рраассссммааттррииввааююттссяя  ууррааввннеенниияя,,  ппррии  ппррееооббррааззооввааннииии    
ккооттооррыыхх    ииссппооллььззууююттссяя  ссллееддууюющщииее  ффооррммууллыы::

c a
  

log logc ba b                                                                                                                                                                                               ((11))  
log loga ba b b a

                                                                                       (2) 
1log lognnn

a ba b


 b a
                                                                                       (3) 

справедливость этих формул можно установит логарифмированием 
выражения(1) по основанию с; формул (2) и (3) по основанию a или b. 

Пример1. 2 2log log 55 2x 15x                                                      Ответ {2} 
 

Пример2. 2 log 2log2 xx x 4                                                    Ответ {2} 
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Пример3  .
344

3log log 39 4 3xx x  0                                          Ответ {3} 
  

Задачи для самостоятельного решения 
                 Решить уравнения                                        Ответы 
 

         

lg lg3

lg lg2

lg lg2

1) 3 3 18 {100}

2) 6 2 28 {100}

3) 2 2 24 {1000}

x

x

x

x

x

x





  
 
 

          4 3

1
log 3 log 2 14) 3 { ;3}

9
x

x
 
 
     

          

3

16 3

81 2

1
log 27 log 2

1
log 8 log

15) 3 { ;3}
81

16) 2 { ;2}
16

x

x

x

x

 
 
 

 
 
 





  

              
1

lg4 lg

lg9 lg

lg4 lg

7) 2 12 {100}

8) 8 3 9 {100}

9) 3 2 16 {1000}

x

x

x

x

x

x 

  
  
  

  
§§  44..22..ЗЗааммееннаа  ппееррееммеенннныыхх  

  
При решении уравнений данного раздела используется замена 

переменных. 
Пример 4. Решить уравнение: 

      2
7 7 7log 3 2 log 3 2 log 3 2 logxx x x x      

Решение: ОДЗ: 
3

0 ;
2

1x x    

Перейдем к основанию 7. 

   2 2
7 7 7log 3 2 log 3 2 log 2log7x x x    x

7

 

Пусть  7log 3 2 ,logx u x  
2 22 0 ( )(v v u v u     

v

0

 тогда исходное уравнение запишется     

 2 )u u v 
Получаем следующую совокупность двух уравнений: 

 
 

7 7

7 7

log 3 2 log 0

log 3 2 2log 0

x x

x x

  

  
 

Решение первого уравнения: 
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  2
1 2

1
3 2 1 2 3 1 0 1; ;

2
x x x x x x          

Первое решение не подходит по ОДЗ.  

Решение второго:  2 2
1 23 2 2 3 0 3; 1;x x x x x x         

Оба решения не входят в ОДЗ.                                                  Ответ:{1/2}. 
 

§ 4.3.Эквивалентная замена выражения 
 
При решении смешанных неравенств иногда бывает целесообразно 

использовать следующее свойство показательных и логарифмических 

функций: знак выражения ba ac  совпадает со знаком выражения 
, а выражение  имеет один знак  с выражением 

, что позволяет заменить логарифмическую и показательную 

функции на более простые выражения. 

 1a b 

 1a b 
c

1

loga b

Пример 5.    
   

2

2 2
0

4 ln 1

x

x x






 
   

Решение:  ОДЗ: 0, 1x x   

  
 
 2

2
1

2
0

4 1 1 4

xx
x x x x

       
   

0                              Ответ:   4, 2x  

 
Пример 6. Решить неравенство:  

23 22 4

4 2

4 1

1 4

x x x
x x

x x

 
   

      
, 

Решение: 0x   

  
4

2
2

1
1 2 3 0

4

x
x x x

x

 
      

 
  4 2 24 1 3 2x x x     0,  

                       Ответ:    2 2
2 3; 2 3;0 0; 2 3 ; 2 3

3 3

  
          
  

  




 

Пример 7: Решить 
   

2

2 3

15 2 11

log 5 1 log 7 1
0

2 2
x x

x x

x x


 



 

Заменим каждый множитель на выражение того же знака 

    
2

2 1 5 2 3 1 7 2
0

15 2 11

x x x x

x x

   


 
 при условии 

1 1 1
, ,

5 2
x x x  

3
 

                                                                                   Ответ: 1 2 1
; ;

5 7 2

       
  

Пример 8.     
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2 2
1 3 1 2

2 3

1 5 5 1 1 3 5
log 6 log 3 log log 3

2 4 4 4 2 2 4
x x x x x x x

                           
 

 Решение: О.Д.З. 

2 5
3 0

4
1 5

6 0
2 4

x x

x x

   

    


       
1 5 

;
2 2

x  
 

 

Переходя к новым основаниям исходное неравенство можно 
преобразовать к следующему виду: 

2
3

2
2 3 3

3

5
log 3

1 5 5 1 5 4
log 6 log 3 log

2 4 4 2 4 log 2

x x
x x x x x

                       
     

2
3 2 2

5 1 5 1 5
log 3 log log 6 0

4 2 4 2 4
x x x x x

                         
  

2 5 1 5 1 5
3 1 6 0

4 2 4 2 4
x x x x x

                           
 

(Т.к.  знак выражения  log2a-log2b тот же что и у  a-b) 

 
2

3
6 0

2
x x x
      
 


2

3
6

2
x x x
      
 

 0  Ответ:
3 5

2;
2 2

  
     




                     

Пример 9.    . 22

2 2

2 32 3

4
2 log log ( 2 2)

1 x xx x

x
x x

x   


   


 

Решение: 2 2
2

2 3 2 3

4
1 log log 2 2

1x x x x

x
x x

x   


   


 

2 2

2
2

2 3 2 3

( 2 3)( 4)
log log 2 2

1x x x x

x x x
x x

x   

  
 


   

2

2

2

(x+1)(x-2)(x+4) -1
(x+1) x -2x-2

³0
(x -2x-3)-1

(x+1)(x-3)>0(Þx -2x-2>0,x+1¹0)
(x-2)(x+4)>0





 






    

3
x 

10 0
( (1 5)( (1 5))

3

4

x x

x

x


     

 
  

 

10

3

3 1

x

x

  
   5

                                                      Ответ: 10
(3;1 5) ( ; )

3
   

 
§§  44..44..  ИИссппооллььззооввааннииее  ссввооййссттвв  ппооккааззааттееллььнноойй  ии  ллооггааррииффммииччеессккоойй  

ффууннккцциийй  
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4.4.1. Решение на основе анализа области допустимых значений 

 
При решении уравнений данного раздела рассматривается область 

определения функции. 

Пример 10.         2log log 4 6 0x
x    

Обычно при решении неравенств такого вида рассматриваются два 
случая: 0<x<1 и x>1, переходя к соответствующей совокупности двух систем 
неравенств. 

Для данного неравенства целесообразно рассмотреть область 

определения функции. 4 6 0x 1x     
Следовательно, исходное неравенство равносильно следующему: 

 2log 4 6 1x    Отсюда   4 6x 2  ,   2 32 2x 
3

2
x   Ответ:

3
;

2
  
 

 

Пример 11.      2
1 3

2

log 5 6 1 4 log 1 1x x x x         

Решение: Рассмотрим области определения выражений, входящих в 
уравнение.    

 2
1

2

log 5 6 1x x    , т.е.    
2

2

2

5 6
0 5 6 2

5 4

x x
x x

x x

        
  

0

0

   1;2 3;4x   

   3

1 3 4
log 1 1 0 4;

1 0 1

x x
x x

x x

   
           

 

Область допустимых значений содержит одну точку х=4.   Ответ {4}. 
 

44..44..22..  ИИссппооллььззооввааннииее  ссввооййссттвв  ммооннооттооннннооссттии  
  

РРеешшеенниияя  ууррааввннеенниийй  ддааннннооггоо  ррааззддееллаа  ооссннооввыыввааююттссяя  ннаа  ииссппооллььззооввааннииии  
ммооннооттооннннооссттии  ффууннккцциийй..  

Пример 12. 2 3 4  3x x x  
Решение: Показательные функции 2x,3x,4x  -  непрерывные  и монотонно 

возрастающие,  следовательно функция   2 3 4x xу x     также непрерывная 
и монотонно возрастающая. 

При х=0      у=1+1+1=3 

При х<0       2 3 4x x xу     3

3При  x>0     ,    следовательно решением исходного 

неравенства являются  x<0.                                                                Ответ: (-;0) 

2 3 4x x xу    
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Пример 13.    6log 1 6x x    

Решение: ОДЗ: x<1. При x=-5 обе части уравнения равны 1, x=-5 
является корнем исходного уравнения. Докажем, что –5   - единственный 
корень. Функция 6log 1y x     в своей области определения (x(-;1)), 

убывает, функция y=x+6 – возрастает. Следовательно, других корней 
уравнение не имеет. 

  
44..44..33..  ММееттоодд  ммаажжооррааннтт  

  
Мажорантой данной функции f(x) на множестве Р называется такое число М, 
что либо f(x)М для всех xР, либо f(x)М для всех xР   

 

Пример 14.  
22 66 5 2x x 11x x      

Решение: Левая часть не больше четырех. Равенство четырем  достигается в 
точке 3x  .  Правая часть имеет минимум  в точке х=3, и равна в этой точке 
четырем. Пересечение областей значений левой и правой частей исходного 
уравнения равно четырем, при  х=3. Следовательно, х=3 является корнем 
данного уравнения.                                                                                    Ответ:{3} 

 

Пример 15.    2 2
2log 3 2 2 3x x x x      

Решение: Область значений  функции, стоящей в левой части уравнения   
   –(-;2],   причем,  наибольшее значение, равное двум, достигается в точке 
х=1.  Область значений функции в правой части равна  [2;+),  наименьшее 
значение  при   х=1. Пересечение областей равно двум. Следовательно, корень 
уравнения равен 1                                                                                                        
Ответ: {1} 

 
 

Глава V. Системы уравнений 
 
При решении систем уравнений, содержащих показательную и 
логарифмическую функции, используются в основном те же методы, что и при 
решении систем рациональных уравнений, такие как замена переменных, 
подстановка, разложение на множители, равносильные преобразования и др. 
Кроме этого, при решении рассматриваемых в данной работе задач 
необходимо учитывать свойства показательной и логарифмической функций. 
Рассмотрим примеры решения систем уравнений. 
Пример 1. Используем подстановку и замену переменных. 

                                                                             
 

  2

1









62

4)4(log
ln

2

xye

yx

Решение: 
Область допустимых значений: y>0. 

 56

Яг
уб
ов
.Р
Ф



Преобразуем уравнение (2):                                                  (3) xy 26
Подставляя (3) в уравнение (1), получим:      , 4)210(log2  xx

откуда следует               и 10-2х=24-х                   (4) xx  4)210(log2

Используем замену переменных 2x=t>0. 
Уравнение (4) принимает вид: , которое имеет корни t1=8 и t2=2. 016102  tt
Переходя к переменной х, получим х=1 и х=3. 
Подставим полученное решение в выражение (3): у1=4, у2=-2 (посторонний 
корень).С учетом ОДЗ                                                                           Ответ: (1; 4). 
Пример 2. Используется подстановка и преобразование с учетом свойств 
логарифмической функции. 

                                                                       










)3(log2log

1log
2

22 xy

xy

)6(

)5(

Решение: 
Запишем ОДЗ: x>0, y>0, y 1. 
Из (5) следует, что у=х                                                                               (7) 
Подставляя (7) в (6), получим                             (8) )3(log2log 2

22  yy

После преобразования уравнение (8) принимает вид: 
),3(log)4(log 2

22  yy  откуда следует, что                             (9). 0342  yy

Уравнение (9) имеет корни у1=1, у2=3. Корень у1=1противоречит ОДЗ. Из 
выражения (7) получим, что х=3.                                                       Ответ: (3,3). 
Пример 3. (МФТИ 1998г.) Используется преобразование уравнений, 
подстановка и переход к совокупности. 






























1log

2loglog

2

2

3/1

2

3

yx

y
x

y
x

y

x

                                                              
)11(

)10(

Решение: 
Преобразуем уравнение (10) исходной системы: 

2)(log)(log 33 



 








 xy

x

y
yx

y

x                                                          (12) 

Запишем ОДЗ: 0)(  yx
y

x                                                                    (13) 

С использованием свойства логарифмической функции уравнение (12) 

принимает вид:  2log
2

3 







y

x                                                           (14) 

Потенцируя систему уравнений (14), (11), получим 

































2

3

2

9
2

yx

y

x

yx

y

x

                                                                     
)16(

)15(
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С учетом ОДЗ система уравнений (15), (16) равносильна совокупности двух 

систем:


































2

3

2

3

yx

y

x

yx

y

x

                                                                     
)18(

)17(

Решая систему уравнений (17), получим х=3/2, у=1/2 и систему уравнений (18) 
с корнями х=-3, у=1.                                                        Ответ: {(3/2; 1/2); (-3; 1)}. 
В следующих примерах № 4, 5 воспользуемся введением новых переменных, в 
результате чего исходная система сводится к алгебраической системе 
уравнений. 

Пример 4.  










18316

33316
yx

yx

Положив 16х=u>0, 3y=v>0, получим алгебраическую систему уравнений: 







18

33

vu

vu
                                                                                        

)20(

)19(

Выразим из уравнения (19) u=3v+3 и подставим в (20):  
06

1833
2

2





vv

vv

откуда   v1=-3 (п.к.)  v2=2 
Найдем u2=9 

Исходная система равносильна следующей:  










23

916
y

x

которая имеет решение:                                          Ответ: (log43; log32). 






2log

3log

3

4

y

x

Пример 5. (МГУ 2001 г.)   








 

4log5

)(log52

3

2
3

1

x

x
y

y

Решение. 
ОДЗ: x>0 
Воспользуемся заменой переменных  u=log3x, v=5y>0, 

тогда исходная система уравнений принимает вид:  










4u

0u2
10

v
v    

)22(

)21(

Выражая u из (22): u=4-v (23) и подставляя в (21), получим квадратное 
уравнение v2-4v-5=0, которое имеет корни v1=5, v2=-1. Так как v=5y>0, то 
значение v2=-1 является посторонним. Из (23) следует, что u=-1. Исходная 

система равносильна следующей:  ,     имеющей решение х=1/3, у=1. 








55

1log3

y

x

Ответ: (1/3, 1). 
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Рассмотрим системы уравнений, содержащих переменные в показателе 
степени и в ее основании ,а также под знаком логарифма и в его основании. 














3

12

xy

yx
yx

yx

                                                                                   
)25(

)24(
Пример 6. 

Решение: 
ОДЗ: x>0, y>0 
Используя основное логарифмическое тождество, представим исходную 
систему в следующем виде: 






















xyyx

yxyx
xyyx

yxyx

lg3lg)(

lg12lg)(

1010

1010
lg3lg)(

lg12lg)(

                                            
)27(

)26(

Из уравнения (26)  x
yx

y lg
12

)(
lg


                                                                 (28). 

Подставим (28) в уравнение (27): 

xx
yx

lg3lg
12

)( 2


  или 03

12

)(
lg

2











 yx
x                                                         (29) 

Из (29) следует х=1 либо у+х=6. Подставляя х=1 в выражение (28), получим 

у=1. Подставим у=6-х в выражение (28):
2

lg
)6lg(

x
x                                  (30) 

Потенцируя уравнение (30), получим квадратное уравнение х2-13х+36=0, 
имеющее корни х1=4, х2=9, которым соответствуют у1=2, у2=-3 (п.к.) 

Ответ: {(1,1); (4,2)}. 

Пример 7. (МГУ 1998 г.)                                              









xy

yy

y

x

33loglog2

3

3 )32(

)31(

Решение: 
ОДЗ: y>0, y 1 
Прологарифмируем уравнение (31) по основанию 3: 

yyx 33 log1log  , из которого
y

y
x

3

3

log

log1
                                               (33) 

Преобразуем (32):   x
y

y 3
log

1
log2

3
3                                              (34)               

Подставим (33) в (34):   
y

y

y
y

3

3

3
3 log

)log1(3

log

1
log2


                                  (35) 

Заменяя  log3y = t  и  приводя  к общему  знаменателю уравнение (35), получим  
2t2-3t-2=0, которое имеет корни t1=2, t2=-1/2. Из условия t1=2 следует, что 
log3y=2, откуда у1=9.  

Из условия log3y=-1/2 следует, что 
3

1
2 y . Подставим у1 и у2 в выражение 

(33), в результате чего получим х1=3/2, х2=-1.                Ответ: {( 
2

3 ;9);(-1; 
3

1 )}. 

 
В следующих примерах используются равносильные преобразования 
уравнений системы, а именно переход к разности или сумме уравнений. 

 59

Яг
уб
ов
.Р
Ф



Пример 8. (МГУ 2003 г.)   










1)(log7

17)(log
2

1

7

7

yx

yx

xy

xy

                                              
)37(

)36(

Решение. 
Вычтем из (36) уравнение (37):   0)(log7  yx                                                (38) 
Подставим (38) в (36): 7ху=1. Исходная система уравнений (36), (37) 
равносильна следующей: 









17

0)(log7

xy

yx
                                                                                                       

)39(

)38(



































1

0

1

0

0

1

x

y

y

x

xy

yx
                                                                Ответ: {(0,-1);(1,0)} 

Пример 9. (МГУ 2003 г.)    













99431249

9974494
7log

3log

3

7

yyxx

yyxx

Решение. 
Преобразуем исходную систему: 











93437127

9337474
22

22

yyxx

yyxx

                                                                    
)41(

)40(

Введем новые переменные u=7x>0, v=3y>0. 
Тогда система уравнений (40), (41) запишется следующим образом: 











9412

944
22

22

vuvu

vuvu
                                                                              

)43(

)42(

Вычитая из (42) уравнение (43), получим равносильную систему: 











9412

05163
22

22

vuvu

vuvu
                                                                              

)45(

)44(

Решим уравнение (44) относительно u: дискриминант уравнения (44) равен 
D=196v2 

Откуда 

3

5
6

1416

2

1

2,1

v
u

vu

vv
u








                                                                               
)47(

)46(

Подставляя (46) в (45), получим    946025 222  vvv

Или , 981 v2

3

1
v  

Так как v>0, то u1=5/3, v1=1/3. Подставляя (47) в (45), получим   944
9

22
2

 vv
v  

Или 9,9
9

2

 v
v  
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V=-9 является посторонним корнем. Следовательно, v2=9 u2=3. 
Найдем неизвестные х и у: 

293

3log37

1
3

1
3

3

5
log

3

5
7

7

7









y

x

y

x

y

x

y

x

                                                      Ответ: {(log75/3, -1);(log73; 2)}. 

Пример №10. (МГУ 2000г.) В этом примере используются методы 

подстановки, замены переменных и преобразования.        







18

2log)(log 42

yx

yxy x

)49(

)48(

Решение: 

Запишем ОДЗ: y>0, x>0, x
4

1
  

Используем  замену  переменных:   yvxu 22 log;log    
Тогда уравнение (48) запишется следующим образом: 

2
2

)( 



u

v
vu  или                                                                     (50) 042  uvuv2

Решим уравнение (50) относительно v. Найдем дискриминант 

4

2log

2
2

)4(

)4(168

2

1

2,1

22











y

y

v

uu
v

uuuD

 

Подставляя у=4 в (49) получим 8х-4=1, откуда х=5/8.   
Второе решение уравнения (50) равно 

22  uv                                                                                                                (51) 
Откуда получим : 2loglog 22  xy                                                                    (52) 
Потенцируем  (52):  ху=1/4                                                                                 (53)                   
Решим систему уравнений (49), (53) 

























8

1
4

1

4

1

18

2

1

x

x

xy

yx
 

Оба корня противоречат ОДЗ.                                                       Ответ: (5/8, 4). 
 

Задачи для самостоятельного решения. 
Решить систему уравнений:                                                      ответы 

1.  









 2464

126464 22

yx

yx

                                                    
























4

1
;

6

1
;

6

1
;

4

1  
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2. МГУ 2001 г.   








 

1log3

3log

2

1
2

y

y
x

x

                                              







4

1
;1  

3. МФТИ   










14log

12log2
3

2

2

y

y

x

x
                                                     






 2;

32

1  

4. МГУ 2000 г.   










12log)2(log)2(log

3loglog3

5
3

1255

55 3

xyxy

yx
                     5;1

5. МГУ 2000 г.                                               (2;1) 













1532

5335529
112 yxyx

yxyxyx

6.                                                      {(1; 2);(4;1/2)} 







1loglog

52

22 yx

yx

7. 









4)(log

57623

2
xy

yx

                                                                                (2; 6) 

8.                                                          {(5, 1);(-4, 10);(-3, 9)} 









6

11272

yx

y xx

 9. 










16
3

8
loglog

xy

yx xy                                                      {(8, 2);(1/4, 64)} 

10. 










4

5
lglg

510log10log

yx

yx

                                                       )10;10();10;10( 44  

11. 



























118

36

65

3

2

2

3

yxxy

yxyx

                                                   {(12, 10);(-10, -12)} 

12.                                                          {(3, -1);(3, 1)} 













642)(

16)(
2 yx

yx

yx

yx

13. 












1
1

933

8324

yy

x

x

y
y

x

                                                              







2

1
;

2

3
;4;2  

14.                                                  {








xy

yx

xy

xy
9    33;3;1;1 } 

15. МФТИ 2004 г.   










2
)2(log

)5()3)(2(

y

x
y

yyxx

x

                        (4; -2) 

16. МГУ 2003 г.     










122

0)83(log)(log5

22

2

132

yyxx

yyx
                                (-2; 3) 
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17. МГУ 2003 г.                     













1142239

04239
1

11

yyxx

yyxx







 

2

1
;2log

2

3
3  

18. МГУ 2003 г.                            








 

8932542

093243 1

yyxx

yyxx







 23log;

2

1
3  

19. МФТИ 1984 г. 












y
x

y

yx

yx

xy

25
5

2
5

2

log36
log

)(log

loglog5

2                      














 3

6
3 2

3 3log;)6(log;
25

1
;5  

20. МФТИ 1999 г. 












1log)4
2

1(log

1)(log)25(log

2
93

2
93

xx
y

yxxy
                            2;21  

21. МФТИ 2000 г.










42

)2(log2)2(log)(log)(log

22

2
2

2

1

2

1
2
2

yxyx

yxyxyxyx
     

















4

21
;

4

43
;0;2  

22. МФТИ 2003 г.   

















132

)13(log

1)345(log

)32(log

)135(log

22

2

2

5

5

xxyyx

yx

xy

xy

yx

                     





  2

2

1
;1

2

1
33

 

23. МФТИ 1998 г.   























0
6

log

4
12

log)2(log

5

2

1
22

2

xy

yx
xyyx

                   {(2, -3);(-6, 1)} 

24.                                                                     












2logloglog

2logloglog

2logloglog

16164

993

442

yxz

xzy

zyx









3

32
;

8

27
;

3

2  

25.
 

 

2 2 2

2 3 3

1log log 2log 2;2
log 2

log log 2log
x

x y x

x x y x

  
      



 

 
 

26.                                                                                                        (4;2)                

27. 








y

xx

x

y

16log

45












2

1
32

832

3

1

2

1

32

log2log2

log2log2

yx

yx

                                                                                         (2;2) 

 

28.




















81

10loglog23 12

xy

yx
x

y                                                                              (3;27)(27;3) 
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  29. 




















81

10log
log

1
3

xy

y
y x

x                                                                            (3;27)(27;3) 
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