
6 êëàññ. Ðåøåíèå çàäà÷.

B 1. ×èñëèòåëü èçíàìåíàòåëü äðîáè � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ×èñëèòåëü
óâåëè÷èëè íà 1, à çíàìåíàòåëü íà 10. Ìîæåò ëè ïðè ýòîì óâåëè÷èòüñÿ äðîáü?
Åñëè äà,òî ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì
2016.

Îòâåò : 58.
B 2. Ëèìîíàäîïðîâîä ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç ãîðîäà Ê, Ì è ×

â ñòðàíó Ëèìîíèþ. Êîðîòûøêè, æèòåëè ãîðîäà Ê, íåñàíêöèîíèðîâàííî çàáè-
ðàþò 10 % ñëàäêîãî ïðîäóêòà, Ìàëûøêè èç ãîðîäà Ì - 20%, à ×åáóðàøêè èç
ãîðîäà × - 30 %. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïðîèçâîäèòåëþ íóæíî óâåëè÷èòü ïðî-
èçâîäñòâî, ÷òîáû còðàíà Ëèìîíèÿ íå èñïûòûâàëà íåäîñòàòêà â ýòîì ñëàäêîì,
õîòÿ è î÷åíü íåïîëåçíîì ïðîäóêòå (çàâîä ðàáîòàåò òîëüêî íà ýêñïîðò â ñòðàíó
Ëèìîíèþ).

Ðåøåíèå.

V0 = 0, 9 · 0, 8 · 0, 7 · V1 � îáúåì ïðîäóêòà, êîòîðûé ïîëó÷àåò ñòðàíà ïî-
ñëå íåñàíêöèîíèðîâàííûõ äåéñòâèé æèòåëåé òðåõ ãîðîäîâ, ãäå V1 � èñõîäíûé
îáúåì.

V1 = V0
9
10 ·

4
5 ·

7
10

; V0 = 500
252V1 = 1 248

252V1 = 1 62
63V1;

Ïîëó÷àåì,÷òî íà 62
63 · 100% ≈ 98, 4% íóæíî óâåëè÷èòü ïðîèçâîäñòâî.

B 3. ×àñû ïðîáèëè ïîëíî÷ü. Êàêîé óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåë-
êîé áóäåò ÷åðåç 2016 ìèíóò?

Ðåøåíèå.

2016 ìèí.= 33 ÷. 36 ìèí.= 24 ÷. + 9 ÷. + 36 ìèí.= 24 ÷. + 9 ÷. +3
5÷.=

= 24 ÷. + 48
5 ÷.

360◦

12 = 30◦ � óãîë,êîòîðûé ïðîõîäèò ÷àñîâàÿ ñòðåëêà çà ÷àñ.
48
5 · 30◦ = 48◦ · 6 = 288◦ � óãîë ÷åðåç 9 ÷. 36 ìèí.
360◦

60 = 6◦ � óãîë ìåæäó ñòðåëêàìè ÷åðåç 1 ìèíóòó.
36 · 6◦ = 216◦ � óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêîé ÷åðåç 36 ìèí.

Èñêîìûé óãîë α = 288◦ − 216◦ = 72◦.
Îòâåò: 72◦.
B 4. Ïðè êàêèõ n ñóùåñòâóåò ðîâíî 2016 îòðåçêîâ, êîíöû êîòîðûõ ðàñïî-

ëîæåíû â öåëûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0, n]?
Ðåøåíèå.

n+ (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1 = 1+n
2 n = 32 · 63, ò.å. n = 63.

Îòâåò : 63.
B 5. Êîðîâà è ëîøàäü ñúåäàþò êîïíó ñåíà çà 2 ñóòîê. Ëîùàäü è îâöà

ñúåäàþò êîïíó ñåíà çà 3 ñóòîê. Êîðîâà è îâöà ñúåäàþò êîïíó ñåíà çà 4 ñóòîê.
Ñêîëüêî ñåíà íàäî ïðèãîòîâèòü íà îäíè ñóòêè äëÿ ñòàäà èç 20 êîðîâ, 16 îâåö
è 4 ëîøàäåé?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü V1 � êîëè÷åñòâî ñåíà, êîòîðîå ñúåäàåò êîðîâà çà ñóòêè, V2 � ëîøàäü,
à V3� îâöà.


V1 + V2 = 1

2 ;

V1 + V3 = 1
4 ;

V2 + V3 = 1
3 ;

Ïîëó÷àåì, ÷òî 
V2 = 7

24 ;

V3 = 1
24 ;

V1 = 5
24 ;

Â èòîãå,

26V3 + 20V1 + 4V2 =
16

24
+

100

24
+

28

24
=

144

24
= 6

Îòâåò : 6.
B 6. Êðåñò ñîñòàâëåí èç ïÿòè ðàâíûõ êâàäðàòîâ. Ðàçðåæüòå åãî íà òàêèå

÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî (áåç äûð è ïåðåêðûòèé) ñîñòàâèòü êâàäðàò.

Ðåøåíèå.

B 7. Ðàñøèôðîâàòü ðàâåíñòâî
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tg × tg = ctg

Ðåøåíèå.

Îòâåò : 25× 25 = 625.
B 8. Íà èíòåëëåêòóàëüíîé âèêòîðèíå áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ëåãêèõ,

ñðåäíèõ è òðóäíûõ âîïðîñîâ. Çà ïðàâèëüíûé îòâåò íà ëåãêèé âîïðîñ ó÷àñò-
íèê ïîëó÷àë 4 áàëëà, íà ñðåäíèé � 5 áàëëîâ, à íà òðóäíûé � 6 áàëëîâ. Çà
íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ëåãêèé âîïðîñ ó ó÷àñòíèêà âû÷èòàëîñü 2 áàëëà. Íà
íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ñðåäíèé âîïðîñ � 1 áàëë, à çà íåïðàâèëüíûé îòâåò íà
òðóäíûé âîïðîñ áàëëû íå âû÷èòàëèñü. Ïåòÿ îòâåòèë ïðàâèëüíî íà 10 âîïðîñîâ
è ïîëó÷èë íà 30 áàëëîâ ìåíüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî áàëëîâ.
Ñêîëüêî âñåãî âîïðîñîâ áûëî ïðåäëîæåíî íà âèêòîðèíå?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü íà âèêòîðèíå áûëî x ëåãêèõ, y ñðåäíèõ è z òðóäíûõ âîïðîñîâ. Ïóñòü
Ïåòÿ îòâåòèë íà a ëåãêèõ, b ñðåäíèõ è c ñëîæíûõ âîïðîñîâ. Òîãäà îí íåïðà-
âèëüíî îòâåòèë íà x− a ëåãêèõ âîïðîñîâ è y− b ñðåäíèõ âîïðîñîâ. Ïîýòîìó îí
ïîëó÷èë 4a− 2(x− a)+ 5b− (y− b)+ 6c = 6(a+ b+ c)− 2x− y áàëëîâ. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ 6(a+ b+ c)− 2x− y = 4x+ 5y + 6z − 30 èëè 30 + 6 · 10 = 6(x+ y + z)
èëè x+ y + z = 15.

B 9. Ìîæíî ëè ê ÷èñëó 999 ïðèïèñàòü ñïðàâà åùå ÷åòûðå öèôðû òàê,
÷òîáû ïîëó÷åííîå ñåìèçíà÷íîå ÷èñëî ñòàëî êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?

Îòâåò : 9998244 = 31622, 9997921 = 31612

B 10. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé íàäî ðàçðåçàòü êðóãëûé òîðò,
÷òîáû åãî ìîæíî áûëî áû ðàçäàòü ïîðîâíó êàê òðîèì, ÷åòâåðûì, òàêè ïÿòå-
ðûì?

Ðåøåíèå.
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7 êëàññ. Ðåøåíèå çàäà÷.

B 1. ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ×èñëèòåëü
óâåëè÷èëè íà 1, à çíàìåíàòåëü íà 10. Ìîæåò ëè ïðè ýòîì óâåëè÷èòüñÿ äðîáü?
Åñëè äà, òî ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì
2016.

Ðåøåíèå.

B 2. ×àñû ïðîáèëè ðîâíî 3 ÷àñà. Êàêîé óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé
ñòðåëêîé áóäåò ÷åðåç 20 ÷àñîâ 16 ìèíóò?

Îòâåò :143◦.
B 3. Â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè äàí êâàäðàò n×n ñ âåðøèíàìè â öåëî÷èñ-

ëåííûõ òî÷êàõ, ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Îêàçàëîñü,÷òî ìîæíî
ñîñòàâèòü 20162 ðàçëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû
îñÿì êîîðäèíàò, à âåðøèíû � öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó
êâàäðàòó. ×åìó ðàâíî n?

Îòâåò: 63
B 4. Åñëè îò íåêîòîðîãî äâóçíà÷íîãî ÷èñëà îòíÿòü 2, òî ðåçóëüòàò íàöåëî

ðàçäåëèòñÿ íà 3, à åñëè îòíÿòü íå 2, à 3, òî ðàçäåëèòñÿ íå íà 3, à íà 2. Åñëè ê
÷èñëó ïðèáàâèòü 4, òî ðåçóëüòàò ðàçäåëèòñÿ íàöåëî íà 5, à åñëè îò íåãî îòíÿòü
5, òî ðàçäåëèòñÿ íà 4. Áîëåå òîãî, åñëè îò ýòîãî ÷èñëà îòíÿòü 5, òî ðàçäåëèòñÿ
íàöåëî íà 6, à åñëè æå îò íàøåãî ÷èñëà îòíÿòü 6, òî ðàçäåëèòñÿ íà 5. È ýòî
åùå íå âñå : åñëè ê ýòîìó çàìå÷àòåëüíîìó ÷èñëó ïðèáàâèòü 7, òî ðåçóëüòàò
ðàçäåëèòñÿ íà 8, à åñëè ïðèáàâèòü 8, òî ðàçäåëèòñÿ íà 7. ×òî æå ýòî çà ÷èñëî?

Îòâåò : 41.
B 5. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé íàäî ðàçðåçàòü òîðò, ÷òîáû åãî

ìîæíî áûëî ðàçäàòü ïîðîâíó êàê òðîèì, òàê è ÷åòâåðûì?
Ïðåäóïðåæäåíèå.×àñòè íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå. Îòâåò 12 (=ÍÎÊ[3,4])

íåâåðåí.
Óêàçàíèå. Åñëè òîðò ðàçðåçàí íà 5 ÷àñòåé è ýòè ÷àñòè ðîçäàíû ïîðîâíó

òðîèì, òî õîòÿ áû îäíîìó èç òðîèõ äîñòàëàñü âñåãî ëèøü îäíà ÷àñòü. Â òàêîì
ñëó÷àå ýòà ÷àñòü ñîñòàâëÿåò 1

3 òîðòà. Ïîñêîëüêó 1
3 > 1

4 , òî â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå òîðò íåëüçÿ ïîðîâíó ðàçäàòü ÷åòâåðûì.

Ðåøåíèå.

Îòâåò : 6 ÷àñòåé : 1
4 ;

1
4 ;

1
4 ;

1
12 ;

1
12 ;

1
12 .

B 6. Ìîæíî ëè êâàäðàò ðàçðåçàòü: a) íà 2016 êâàäðàòîâ; á) íà 2012 êâàä-
ðàòîâ.

Ðåøåíèå.

Ìîæíî.
à) 2016 = 1 + 2015 = 1 + (2 · 1008− 1).

á) 2012 = 1 + 2011 = 1 + (2 · 1006− 1).

B 7. Íà èíòåëëåêòóàëüíîé âèêòîðèíå áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ëåãêèõ,
ñðåäíèõ è òðóäíûõ âîïðîñîâ, âñåõ èç íàçâàííûõ ïîðîâíó. Çà ïðàâèëüíûé îòâåò
íà ëåãêèé âîïðîñ ó÷àñòíèê ïîëó÷àë 3 áàëëà, íà ñðåäíèé � 4 áàëëîâ, à íà
òðóäíûé � 6 áàëëîâ. Çà íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ëåãêèé âîïðîñ ó ó÷àñòíèêà
âû÷èòàëîñü 3 áàëëà. Íà íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ñðåäíèé âîïðîñ � 2 áàëë, à çà
íåïðàâèëüíûé îòâåò íà òðóäíûé âîïðîñ áàëëû íå âû÷èòàëèñü. Âàñÿ îòâåòèë
áîëåå, ÷åì íà ïîëîâèíó âîïðîñîâ ïðàâèëüíî è ïîëó÷èë 30 áàëëîâ.

Íà ñêîëüêî âñåãî âîïðîñîâ Âàñÿ îòâåòèë ïðàâèëüíî, è ñêîëüêî âñåãî âîïðî-
ñîâ áûëî ïðåäëîæåíî íà âèêòîðèíå?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü íà âèêòîðèíå áûëî n ëåãêèõ, n ñðåäíèõ è n òðóäíûõ âîïðîñîâ. Ïóñòü
Âàñÿ îòâåòèë íà a ëåãêèõ, b ñðåäíèõ è c òðóäíûú âîïðîñîâ. Ïîýòîìó îí ïîëó÷èë
3a− 3(n− a) + 4b− 2(n− b) + 6c = 6(a+ b+ c)− 5n áàëëîâ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
6(a + b + c) − 5n = 30, èëè 6(a + b + c) = 30 + 5n. Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà
ïîëó÷àåì, ÷òî n : 6. Òîãäà, î÷åâèäíî, n ≥ 6. Ïðè n = 6 îáùåå ÷èñëî âîïðîñîâ
íà âèêòîðèíå 3n = 18. Èç íèõ Âàñÿ îòâåòèë ïðàâèëüíî íà

a+ b+ c = (5 · 6 + 30) : 6 = 10

âîïðîñîâ, ÷òî ñîñòàâëÿåò áîëåå ïîëîâèíû îò 18. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå
óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè a = 5, b = 3, c = 2.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè n > 6 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè n > 6 è, çíà÷èò, ñ ó÷åòîì äåëèìîñòè íà 6, ïðè n ≥ 12, îòíîøåíèå ÷èñëà
ïðàâèëüíî äàííûõ Âàñåé îòâåòîâ ê ÷èñëó âîïðîñîâ ðàâíî

a+ b+ c

3n
=

5 + 5n : 6

3n
=

5

3n
+

5

18
< [n ≥ 12] <

5

36
+

5

18
=

15

36
<

1

2
,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è î òîì, ÷òî Âàñÿ ïðàâèëüíî îòâåòèë áî-
ëåå ÷åì íà ïîëîâèíó âîïðîñîâ. Òàêèì îáðàçîì, Âàñÿ ïðàâèëüíî îòâåòèë íà 10
âîïðîñîâ èç 18, ïðåäëîæåííûõ íà âèêòîðèíå.

B 8. Ïðèäóìàéòå 2016 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. óêîòîðûõ è ñóììà, è ïðîèçâå-
äåíèå ðàâíû.

Ðåøåíèå.

1 · 1 · 1 · · · · 1︸ ︷︷ ︸
2014

·6 · 404 = 2424.

2014 + 6 + 404 = 2424.
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Îòâåò :1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2014

, 6, 404.

B 9. Ñóììó äâóõ äðîáåé

2017

99999
+

2015

9999

îáðàòèëè â äåñÿòè÷íóþ äðîáü. Êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà 2016 ìåñòå ïîñëå çàïÿòîé?
Îòâåò : 5.
B 10. Ìîæíî ëè ê ÷èñëó 9999 ïðèïèñàòü ñïðàâà åùå ÷åòûðå öèôðû òàê,

÷òîáû ïîëó÷åííîå âîñüìèçíà÷íîå ÷èñëî ñòàëî êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?
Ðåøåíèå.

99992 = 99980001.
Îòâåò : íåò.
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8 êëàññ. Ðåøåíèå çàäà÷.

B 1. Îäíàæäû ïåðâûé âòîðíèê ìåñÿöà ÿ ïðîâåë â Ñàìàðå, à ïåðâûé âòîð-
íèê ïîñëå ïåðâîãî ïîíåäåëüíèêà � â Áåëãîðîäå. Â ñëåäóþùåì ìåñÿöå ÿ ïåðâûé
âòîðíèê ïðîâåë â Ñàðàíñêå, à ïåðâûé âòîðíèê ïîñëå ïåðâîãî ïîíåäåëüíèêà �
â Òîëüÿòòè. Êàêîãî ÷èñëà è êàêîãî ìåñÿöà ÿ áûë â êàæäîì èç ãîðîäîâ?

Ðåøåíèå.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â Ñàìàðå 1 ÷èñëà ìåñÿöà, â Áåëãîðîäå � 8 ÷èñëà, ñëåäî-
âàòåëüíî, ÷òîáû â ñëåäóþùåì ìåñÿöå 1 ÷èñëî áûëî âòîðíèêîì, íàäî ÷òîáû
ïðîøëî ðîâíî ïî ñåìü äíåé íåäåëè 4 ðàçà, à çíà÷èò ïåðâûé ìåñÿö áûë ôåâðà-
ëåì ïðîñòîãî, íå âèñîêîñíîãî ãîäà. Â èòîãå, 1 ôåâðàëÿ � Ñàìàðà, 8 ôåâðàëÿ
� Áåëãîðîä, 1 ìàðòà � Ñàðàíñê, 8 ìàðòà � Òîëüÿòòè.

B 2. Íàéäèòå ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, ó
êîòîðîãî ïåðâûå äâå öèôðû îäèíàêîâû è ïîñëåäíèå äâå öèôðû îäèíàêîâû.

Îòâåò : 7744.
B 3. C ïîåçäà ñîøëè äâà ïàññàæèðà è íàïðàâèëèñü â îäèí è òîò æå

ïóíêò. Ïåðâûé ïîëîâèíó âðåìåíè øåë ñî ñêîðîñòüþ a, à âòîðóþ ïîëîâèíó ñî
ñêîðîñòüþ b. Âòîðîé øåë ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè ñî ñêîðîñòüþ a, à âòîðóþ ñî
ñêîðîñòüþ b. Êîòîðûé èç íèõ ñêîðåå ïðèøåë ê ìåñòó íàçíà÷åíèÿ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ïåðâûé ïàññàæèð ïðèøåë â êîíå÷íûé ïóíêò ÷åðåç t1 ÷àñîâ, à âòî-
ðîé ÷åðåç t2 ÷àñîâ. Ðàññòîÿíèå äî ìåñòà íàçíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç d. Òîãäà
ïåðâûé ïàññàæèð çà ïåðâóþ ïîëîâèíó âðåìåíè t1

2 ïðîøåë ðàññòîÿíèå at1
2 , çà

âòîðóþ bt1
2 . Îòñþäà :

at1
2

+
bt1
2

= d, t1 =
2d

a + b
.

Âòîðóþ ïîëîâèíó ðàññòîÿíèÿ, ò.å. d
2 , øåë ñî ñêîðîñòüþ a. âòîðóþ ïîëîâèíó

ñî ñêîðîñòüþ b. Îòñþäà:

t2 =
d

2a
+

d

2b
=

d(a + b)

2b
.

Âîçüìåì ðàçíîñòü

t2 − t1 =
d(a + b)

2ab
− 2d

a + b
=

d((a + b)2 − 4ab)

2ab(a + b)
=

d(a− b)2

2ab(a + b)
.

Òàê êàê âñå ìíîæèòåëè â ïðàâîé ÷àñòè ïîëîæèòåëüíû, òî t2 − t1 > 0, ò. å.
t2 > t1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ïðèøåë ðàíüøå âòîðîãî ( ïðè a = b áóäåò
t1 = t2).

B 4. Ïî âûñîòå, îïóùåííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà è ðàçíîñòè îñòðûõ
óãëîâ ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC � èñêîìûé. Ïðîâåäåì âûñîòó CD è ìåäèàíó CM .
Èçâåñòíî, ÷òî

∠DCM = ∠CAB − ∠CBA.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî CM = 1
2AB.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèâ òðåóãîëüíèê CDM , ìîæíî áóäåò ëåãêî ïîñòðîèòü
è òðåóãîëüíèê ABC.

B 5. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Íàéäèòå íàèìåíüøåå
n òàêîå, ÷òî

S(n) + S(n + 1) = 2016.

Îòâåò : 5 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
110

89

B 6. Âåðøèíû êóáà íàõîäÿòñÿ â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ, à ðåáðà êóáà
ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî óêàçàòü 20163 ðàçëè÷íûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ãðàíè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû ãðàíÿì êóáà
è íàõîäÿòñÿ öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ. ×åìó ðàâíî ðåáðî êóáà?

Ðåøåíèå.

0 . . . n︸ ︷︷ ︸
n+1

;

( (n+1)n
2 )3 = 20163;

63 · 62 = 63·64
2 = n(n+1)

2 , îòñþäà n = 63.
B 7. Âû÷èñëèòü

3
√
N,

ãäå
N = 10 . . . 030 . . . 030 . . . 01,

ãäå â êàæäîé ãðóïïå 2016 íóëåé.
Ðåøåíèå.

Ýòî ÷èñëî èìååò 3 · 2016 + 4 öèôðû è ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê

N = 1 · 103·2017 + 3 · 102·2017 + 3 · 102017 + 1 = (102017 + 1)3 = 1 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2016

1

3
√
N = 102017 + 1.

B 8. ×èñëèòåëü äðîáè óâåëè÷èëè íà 26%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ íàäî
óìåíüøèòü çíàìåíàòåëü, ÷òîáû äðîáü âîçðîñëà â 2016 ðàç?

Ðåøåíèå.
m
n � èñõîäíàÿ äðîáü.
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m
(
1 + p

100

)
n
(
1− q

100

) = 2016
m

n
;

1 +
p

100
= 2016

(
1− q

100

)
;

100 + p = 2016− 100− q · 2016;

q =
2015

2016
· 100− p

2016
;

p = 26 ïî óñëîâèþ, ò.å.

q =
201474

2016
=

(
100− 1

16

)
% = 99, 9375%.

B 9. Êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a ïðåâðàòèòü â ïðÿìîóãîëüíèê, ðàçðåçàÿ åãî íà
íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé ïðèòîì òàê, ÷òîáû ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà îòíîñè-
ëèñü êàê 3 : 1

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà a, ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà x.
Òîãäà :

3x2 = a2,

îòêóäà:

x =
a√
3

=
a
√

3

3
.

Áîëüøàÿ ñòîðîíà

3x = a
√

3 = a tg 60◦.

Ñòðîèì ∠BAN = 60◦ è ïðîäîëæàåì AN äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíèåì
BC â òî÷êå E. Èç òðåóãîëüíèêà ABE èìååì:

BE = AB · tg 60◦ = a tg 60◦ = 3x,

ò. å. BE � áîëüøàÿ ñòîðîíà èñêîìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Îò âåðøèíû B ïî

BA îòëîæèì ìåíüøóþ ñòîðîíó BM = a
√
3

3 è ïðîâåäåì MN ‖ BC äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ AE.

Òîãäà èìååì:

CE = BE −BC = a
√

3− a = a(
√

3− 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ AMN è ABE çàêëþ÷àåì :

MN

BE
=

AM

AB
.

Îòñþäà :

MN =
AM ·BE

AB
=

(
a− a

√
3

3

)
· a
√

3

a
= a(
√

3− 1).

Ïîëó÷àåì, ÷òî
CE = MN,

çíà÷èò, ∆AMN = ∆PCE.
Òàê æå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

∆ADP = ∆NFE.

Èòàê, äëÿ ïðåâðàùåíèÿ êâàäðàòà ABCD â òðåáóåìûé ïðÿìîóãîëüíèê äî-
ñòàòî÷íî ðàçáèòü åãî íà òðè ÷àñòè : MBCPN , AMN è APD.

B 10. Ðàçãàäàéòå ðåáóñ
∗ ∗ 2

×
∗ 2

∗ 0 0 ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 1 1

Ðåøåíèå.

Òðîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ
1 1 2

×
2 2

1 0 0 1
1 0 0 1

1 1 0 1 1
Òàáëèöà óìíîæåíèÿ
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0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 11
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9 êëàññ. Ðåøåíèå çàäà÷.

B 1. Íàçîâåì õðîìîé ëàäüåé ôèãóðó, êîòîðàÿ áüåò êàê îáû÷íàÿ ëàäüÿ,
íî íå äàëåå, ÷åì íà 2 êëåòêè. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õðîìûõ ëàäåé ìîæíî
ïîñòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8× 8?

Ðåøåíèå.

22. Â êàæäîé ãîðèçîíòàëè ìîæåò áûòü íå áîëåå òðåõ õðîìûõ ëàäåé, íà
ñîñåäíåé ãîðèçîíòàëè òîæå íå áîëåå 3-õ, à íà òðåòüåé � íå áîëåå äâóõ, ò.å.
8− 6 = 2. Ïîëó÷àåì íå áîëåå : 3 + 3+ 2+ 3+ 3+ 2+ 3+ 3 = 22 èëè 24− 2 = 22
(äâå ãîðèçîíòàëè íå ïî 3, à ïî 2).

B 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n êâàäðàò ìîæíî ðàçäåëèòü íà n òðåóãîëü-
íèêîâ, ïëîùàäè êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 3 : 5 : . . . : (2n− 1)?

Ðåøåíèå.

Ïðè n = 1 è n = 2 � íåò.
Åñëè n = 3, òî ïëîùàäü ñàìîãî áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå ïîëîâèíû

ïëîùàäè êâàäðàòà: 5
9 > 1

2 , ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðè n = 4 � ìîæíî,òàê êàê 1+7 = 3+5.
B 3. Äàíû 2016 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ak = k!, k = 1, 2016. Ìîæíî ëè èç ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáðàòü 2015 ÷ëåíîâ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ áóäåò òî÷íûì
êâàäðàòîì?

Ðåøåíèå.

S = (a1 · a2)(a3 · a4) . . . (a2015 · a2016) = (1!)2 · 2 · (3!)2 . . . (2015!)2 · 2016.
Òàê êàê ak+1 = ak(k + 1), òî
S = (1!)2 · (3!)2 . . . (2015!)2 · (2 · 4 . . . 2016) = (1!)2 · (3!)2 · . . . (2015!)2 · 21008 · 1 ·

2 . . . 1008 = (2504 · 1! · 3! . . . 2015!)2 · 1008!, ò. å.
a1 · a2 . . . a1007 · a1009 . . . a2016 = N2

B 4. Íàéòè âñå ïðîñòûå p è öåëûå x òàêèå,÷òî
x(x+ 1)(x4 − x+ 1) = 13p− 1.
Ðåøåíèå.

Ïåðåïèøåì â âèäå

(x2 + x)(x4 − x+ 1) + 1 = 13p;

x6 + x5 − x3 − x2 + x2 + x+ 1 = 13p;

(x6 + x5 + x4)− (x4 + x3 + x2) + (x2 + x+ 1) = 13p;

(x2 + x+ 1)(x4 − x2 + 1) = 13p;

Âîçìîæíû ñëó÷àè:
1) {

x2 + x+ 1 = 1;

x4 − x2 + 1 = 13p

x2 + x = 0, ò.å. x1 = 0, x2 = −1, ñëåäîâàòåëüíî, 13p = 1,p /∈ Z
2) {

x2 + x+ 1 = 13;

x4 − x2 + 1 = p

x2 + x− 12 = 0, îòñþäà x1 = 3, x2 = 4 è p1 = 73, p2 = 241.
3) {

x2 + x+ 1 = 1;

x4 − x2 + 1 = 13p

x4 − x2 = 0, ò. å. x1 = 0, x2 = 1, x3 = −1, ïîëó÷àåì, ÷òî 13p1 = 1, 13p2 = 3,
13p3 = 1, p1, p2, p3 /∈ Z

3) {
x2 + x+ 1 = 13;

x4 − x2 + 1 = p

x2 = 4, ïîëó÷àåì x1 = 2, x2 = −2,ò. å. p1 = 7, p2 = 3.
Èòàê, ïðè x1 = −2 p1 = 3, x2 = 2 p2 = 7, x3 = 3 p3 = 73, x4 = −4 p4 = 241.
Îòâåò: x1 = −2 p1 = 3, x2 = 2 p2 = 7, x3 = 3 p3 = 73, x4 = −4 p4 = 241.
B 5. Ïóñòü f(x) = ax2 + bx + c, c 6= 0. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå f(x) =

2016x+ 1 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.
Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

f(f(x)) = 20162x+ 2017.

òàêæå íå èìååò êîðíåé.
Ðåøåíèå.

1) a > 0, òîãäà
f(x) > 2016x+ 1, ∀x,

â ÷àñòíîñòè

f(f(x)) > 2016f(x) + 1 > 2016(2016x+ 1) + 1 = 20162x+ 2017, ∀x.

2) a < 0, òîãäà
f(x) < 2016x+ 1,

ñëåäîâàòåëüíî,

f(f(x)) < 2016f(x) + 1 < 2016(2016x+ 1) + 1 = 20162x+ 2017, ∀x

B 6. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàíû AA1 è
áèññåêòðèñû BB1, a

AM
MA1

= BM
MB1

. Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåä-
ðåííûé.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü AM
MA1

= BM
MB1

= k.
Ïîëîæèì B1M = d, MA1 = e, AB = c, BC = a.
Òîãäà ïî ôîðìóëàì äëèí áèññåêòðèñ BB1 â òðåóãîëüíèêå ABC è BM â

òðåóãîëüíèêå ABA1: {
(k + 1)d = 2cd

c+a cos B
2 ;

kd =
2c a

2

c+ a
2
cos B

2 .
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k + 1

k
=

2

c+ a
(c+

a

2
),
a

c
= k − 1.

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû â òðåóãîëüíèêå AA1B

ke

e
=

c
a
2

=
2c

a
=

2c

c(k − 1)
,

k = 2
k−1 ,

k2 − k − 2 = 0, k = 2.
Çíà÷èò, a = c(2− 1) = c. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
B 7. Íà êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî âûïóêëûõ ÷àñòåé ìîãóò ðàçðåçàòü ïëîñ-

êîñòü ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà?
Ðåøåíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé. Ïóñòü âåðíî ïðè n − 1. Øàã
èíäóêöèè: n. n-ÿ ïðÿìàÿ ìîæåò ïåðåñå÷üñÿ ñî âñåìè n − 1 ïðÿìûìè (ïðîäîë-
æåíèÿìè ñòîðîí), òàê æå äîáàâèòñÿ åùå è n êóñêîâ, ñëåäîâàòåëüíî,

n(n− 1)

2
+ n =

n2 − n+ 2n

2
=

n2 + n

2
=

n(n+ 1)

2
.

B 8. Ó íåêîòîðîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñóììà Sn óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ S1007 = S1009. ×åìó ðàâíà S2016?

Ðåøåíèå.

S1007 = a1 + · · ·+ a1007;

S1009 = a1 + · · ·+ a1009;

a1008 + a1009 = 2a1 + 2015d = 0;

S2016 =
a1 + a2016

2
· 2016 =

2a1 + 2015d

2
· 2016 = 0.

B 9. Äàíà âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íè íà
îäíî èç ÷èñåë 2, 3, 5, 7. Êàêèì ïî ñ÷åòó áóäåò ÷èñëî 3377, åñëè ïåðâûé ÷ëåí
ðÿäà ðàâåí 11?

Ðåøåíèå.

11, 13, 17, . . . , 3377

Un = 3n+ 1 + 1−(−1)n

2

3377 = 3n+ 1 + 1−(−1)n

2
U1123 = 3377
Âûïèøåì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðàòíûå 5
5 · 5, 5 · 7, 5 · 11, 5 · 13, . . . , 5 · 673.
Èõ 673 = 3n+ 1 + 1−(−1)n

2 , n = 226.

5 = 3n+ 1 + 1−(−1)n

2 , n = 1.
Âñåãî èõ áóäåò 224, òàê êàê

673 = 3n+ 1 +
1− (−1)n

2
, n = 224.

Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 889 ÷èñåë, íå êðàòíûõ 30.
Âûïèøåì ÷èñëà, êðàòíûå 7 :

7 · 5, 7 · 7, 7 · 11, 7 · 13, . . . , 7 · 481.

Òàêèõ ÷èñåë áóäåò 160. Íî ñðåäè íèõ åñòü è ÷èñëà, êðàòíûå 5 :

5, 5 · 5, 5 · 7, . . . , 5 · 95.

Ýòèõ ÷èñåë 32.
Èòàê, ÷èñëî 3377 èìååò íîìåð, ðàâíûé

899− 160 + 32 = 771.

B 10. Â ïëåìåíè äðåâíèõ øóìåðîâ ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä ¾êðà-
ñèâûé¿ , åñëè èç åãî òðåõ ðåáåð, êîòîðûå èçìåðÿëèñü öåëûìè ÷èñëàìè, ìîæíî
ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Êàêîé íàèìåíüøèé îáúåì êðàòíûé 2016
ìîæíî áûëî áû îòìåðèòü ñ ïîìîùüþ ¾êðàñèâîãî¿ ïàðàëëåëåïèïåäà?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû ¾êðàñèâîãî¿ ïàðàëëåëåïèïåäà, òîãäà a2 + b2 = c2 è
ïðîèçâåäåíèå èçìåðåíèé ïàðàëëåëåïèïåäà äîëæíî äåëèòüñÿ íà 60.

Ïðè äåëåíèè a, b, c íà 5 îñòàòîê ðàâåí ±1, ò.å. a, b, c = 3m±1⇒ a2+ b2 6= c2;
Ïðè äåëåíèè a, b, c íà 3 îñòàòîê ðàâåí ±1, ò.å. a, b, c = 5m± 21⇒ a2 + b2 =

= 5N +

(
2
5

)
; c2 = 5N +

(
1
4

)
, ò.å. abc : 60.

2016 = 4 · 8 · 63 = 12 · 8 · 21;
5V = 60 · 168, ò.å. íàèìåíüøèé îáúåì � 60 · 168 .
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10 êëàññ. Ðåøåíèå çàäà÷.

B 1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = 2sin x + 2cos x.

Ðåøåíèå.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà a+ b ≥ 2
√
ab èìååì

2sin x + 2cos x > 2
√
2sin x2cos x = 2

√
2sin x+cos x =

= 2

√
2
√
2( 1√

2
sin x+ 1√

2
cos x)

= 2
√
2
√
2 sin(x+π

4 ) ≥ 2
√

2
√
2(−1) =

= 2 · 2−
√

2
2 = 21−

√
2

2 .

Äîñòèãàåòñÿ ïðè

sin(x+
π

4
) = −1;

x+
π

4
= −π

2
+ 2πn;

x = −3π

4
+ 2πn, n ∈ Z.

Îòâåò : 21−
√

2
2 .

B 2. Ó Ñåðåæè áîëüøå 50 ÷åðíûõ è áåëûõ øàðîâ, ïðè÷åì áåëûõ áîëüøå,
÷åì ÷åðíûõ. Îêàçàëîñü,÷òî îí ìîæåò âûëîæèòü øàðû 2016 ñïîñîáàìè â ðÿä
òàê, ÷òî íèêàêèå äâà ÷åðíûõ íå ëåæàëè ðÿäîì. Ñêîëüêî øàðîâ áûëî ó Ñåðãåÿ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü p � êîëè÷åñòâî áåëûõ, à q � ÷åðíûõ. N = Cqp+1 � êîëè÷åñòâî ìåñò,
íà êîòîðûå ìîæíî âûëîæèòü ÷åðíûå øàðû.

p > q;
p+ q > 2q;
2p > p+ q > 50;

Cmn+1 =
(n+ 1)!

m!(m− n+ 1)!
;

Cmn =
n!

m!(m− n)!
;

(n+ 1)!

m!(m− n+ 1)!
>

n!

m!(m− n)!
;

n+ 1 > m− n+ 1;
2n > m;

Cm+1
n =

n!

(m+ 1)!(m− n+ 1)!
;

Cmn =
n!

m!(m− n)!

n!

(m+ 1)!(m− n+ 1)!
>

n!

m!(m− n)!
;

m− n > m, ò. å. 2m > n;

C2
N =

N(N + 1)

2
=

64 · 63
2

;

p(p+ 1)

2
= 2016 = 32 · 63;

p(p+ 1) = 64 · 63;
Ïîëó÷àåì, ÷òî p = 63; q = 62, âñåãî 62 + 63 = 125 øàðîâ.
Îòâåò : 125 øàðîâ.
B 3. Äàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê M , äëÿ êîòîðûõ MC2 =MA2 +MB2.
Ðåøåíèå.

Ïóñòü òî÷êà M âçÿòà â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC òàê, ÷òî

MC2 =MA2 +MD2

Íà îòðåçêå MB ïîñòðîèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê BMM1.
Òðåóãîëüíèê MBC ðàâåí òðåóãîëüíèêà M1BA òàê êàê BC = BA, BM =

BM1 è ∠MBC = ∠M1BA. Ñëåäîâàòåëüíî. M1A = MC. Òàê êàê MM1 = MB,
òî MC2 = MA2 +MB2 = MA2 +MM2

1 è òðåóãîëüíèê AMM1 � ïðÿìîóãîëü-
íûé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠AMB = 30◦.

Èòàê, åñëè òî÷êà îáëàäàåò óêàçàííûì â óñëîâèè çàäà÷è ñâîéñòâîì è íàõî-
äèòñÿ âíå òðåóãîëüíèêà ABC, òî îíà ëåæèò íà äóãå ñåãìåíòà, îïèðàþùåãîñÿ
íà ñòîðîíó AB è âìåùàþùåãî óãîë â 30◦.

Ñîâåðøåííî òàêèì æå ïóòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè òî÷êàM ëåæèò âíóòðè
òðåóãîëüíèêà è îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, òî îíà ëåæèò íà äóãå ñåãìåíòà,
îïèðàþùåãîñÿ íà ñòîðîíó AB è èìåþùåãî óãîë â 150◦.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî òî÷êà M ïðèíàäëåæèò îäíîé èç óïîìÿíóòûõ äóã,
íàïðèìåð âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó ABC. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

MC2 =MA2 +MD2
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Ïðîèçâåäÿ òî æå ïîñòðîåíèå, ÷òî è âûøå, ìû ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê AMM1á ó
êîòîðîãî óãîë AMM1 � ïðÿìîé, èáî

∠AMM1 = ∠AMB + ∠BMM1 = 30◦ + 60◦ = 90◦.

Òàê êàê

MM1 =MB

è
AM1 = CM,

òî

CM = AM2
1 = AM +MM2

1 = AM2 +MB2.

Èòàê, èñêîìûì ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç âåðøèíû A è B òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè÷åì åå öåíòðîì ñëóæèò òî÷êà ,
ñèììåòðè÷íàÿ âåðøèíå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB (êîíöû òàêæå ïðèíàäëåæàò
èñêîìîìó ãåîìåòðè÷åñêîì ìåñòó).

Ñîâñåì ïðîñòî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîîðäèíàò. Ïðèìåì âåð-
øèíó A çà íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à âåðøèíó B � çà åäè-
íè÷íóþ òî÷êó îñè OX. íàïðàâëåíèå îñè OY âûáåðåì òàê, ÷òîáû âåðøèíà C
íàõîäèëàñü â ïåðâîì êâàäðàíòå. Òîãäà åå êîîðäèíàòàìè áóäóò ñëóæèòü ÷èñëà(

1
2 ,
√
3
2

)
. Ïóñòü òî÷êà M(x, y) j,îáëàäàåò óêàçàííûì â çàäà÷å ñâîéñòâîì.

MC =

√√√√(x− 1

2

)2

+

(
y −
√
3

2

)2

,

MA =
√
x2 + y2,MB =

√
(x− 1)2 + y2 è MC3 =MA2 +MB2.

Ñëåäîâàòåëüíî, x2 + y3 − x+
√
3 · y + 1

4 = 0, èëè
(
x− 1

2

)2
+
(
y +

√
3
2

)
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òó æå îêðóæíîñòü, î êîòîðîé øëà ðå÷ü âûøå.
B 4. Âíóòðåííèå óãëû A1, A2, . . . , A2016 âûïóêëîãî 2016-óãîëüíèêà A1,

A2, . . . ,A2016 îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ìîæíî ëè
îïèñàòü îêðóæíîñòü âîêðóã ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà?

Ðåøåíèå.

Íåëüçÿ. Äîïóñòèì,÷òî ìîæíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1, α2, . . . ,α2n−1 � õîð-
äû,ñîåäèíÿþùèå ñîñåäíèå âåðøèíû, òîãäà

∠A1 =
1

2
(α1, α2, . . . , α2n−1),

∠A2 =
1

2
(α1, α2, . . . , α2n)

. . .

∠A2n =
1

2
(α1, α2, . . . , α2n−2).

Ñëîæèì âñå ÷åòíûå è âñå íå÷åòíûå

A1 +A3 + · · ·+A2n−1 =
1

2
((n− 2)α1 + (n− 2)α3 + · · ·+ (n− 2)α2n−1)

A2 +A4 + · · ·+A2n =
1

2
((n− 2)α1 + (n− 2)α3 + · · ·+ (n− 2)α2n−1),

ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû, íî òàê êàê âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ, òî A1 +A3 + · · ·+A2n−1 < A2 +A4 + · · ·+A2n � ïðîòèâîðå÷èå.

B 5. Ïóñòü P(N) � ïðîèçâåäåíèå öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N . Ñêîëü-
êî ñóùåñòâóåò ñåìåðîê ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(M,M+1,M+2,M+3, . . . ,M+6), â çàïèñè êîòîðûõ íåò íè îäíîãî íóëÿ òàêèõ,
÷òî P(M) + P(M + 1) + · · ·+ P(M + 6) = 2016.

Ðåøåíèå.

Mk = xyznk; nk+1 = nk + 1;
P(Mk) = x · y · z · nk;
2016 = xyz(n1 + n2 + · · ·+ n7) = x · y · z · S;
1) {

n1 = 1;

n7 = 7;

S= 28.
2016 = 28 · xyz;
xyz = 23 · 32;
x = 1, 9; y = 1, 9; z = 1, 9
x 1 2 2 3 4
y 8 4 6 8 6
z 9 9 6 3 3
n 6 6 3 3 6
n = 24;
2) {

n1 = 2;

n7 = 8;

S = 35, 2016 íå äåëèòñÿ íà 35, ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèé íåò.
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3) {
n1 = 3;

n7 = 9;

S= 42;
xyz = 24;
x 1 1 2 2
y 3 4 2 4
z 8 6 6 3
n 6 6 3 6
n = 21;
Âñåãî : 21 + 24 = 45 ðàçëè÷íûõ ñåìåðîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Îòâåò : 45.
B 6. Íà îòðåçêå [0,4] ÷èñëîâîé îñè ðàñïîëîæåíû 63 ðàçëè÷íûå òî÷êè ak

k = 1, 63. Äîêàæèòå,÷òî íà ýòîì îòðåçêå íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

1

|x− a1|
+

1

|x− a2|
+ · · ·+ 1

|x− a63|
< 2016.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ak < ak+1 (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè). Íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäèí îòðåçîê [am; am+1], äëèíà êîòîðîãî áîëüøå

4
64 = 1

16 (êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ
64). Íå òðóäíî äîêàçàòü ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Â êà÷åñòâå x âîçüìåì ñåðåäèíó
ýòîãî îòðåçêà

x =
am + am+1

2
.

|x− am| =
1

2
|am+1 − am| ≥

1

32

|x− am+1| =
1

2
|am+1 − am| ≥

1

32

|x− ak| =
1

2
|am + am+1 − 2ak| =

1

2
(ak − am+1) +

1

2
(ak − am) >

1

32
;

1

x− a1
+

1

x− a2
+ · · ·+ 1

x− a63
< 32 · 64 = 2016.

B 7. Ïóñòü

f1(x) = f(x), fk(x) = f [fk−1(x)].

Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f(x), îòëè÷íàÿ îò íóëÿ, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî

f1() + f2(x) + · · ·+ f2015(x) = f2016(x).

Ðåøåíèå.

Ïóñòü f(x) : f(x) = kx, f2(x) = kf(x) = k2x =⇒ fn(x) = knx.
kx+ k2x+ · · ·+ k2015x = k2016x.
Ïóñòü g(0) = −1, òîãäà g(k) = k2015 − k2015−1

k−1 , f g(2) = 1, ñëåäîâàòåëüíî
ñóùåñòâóåò k0 ∈ (0; 1) : g(k0) = 0.

f(x) = k0x.

B 8. ×åðåç òî÷êó , ëåæàùóþ âíóòðè äàííîãî êðóãà, ïðîâåñòè õîðäó òàê,
÷òîáû îíà ðàçäåëèëàñü â òî÷êå A â äàííîì îòíîøåíèè m : n.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü BC � èñêîìàÿ õîðäà. Ïðîâåäåì èç òî÷êè C ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ
ðàäèóñóOB, äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êåD ñ ïðîäîëæåíèåì îòðåçêàOA. Èç ïîäîáèÿ
òðåóãîëüíèêîâ BAO è DAC èìååì:

AD

OA
=
DC

OB
=
AB

AC
=
m

n
.

Îòñþäà:

AD =
OA ·m
n

,DC =
OB ·m
n

.

Íî OA è OB � äàííûå îòðåçêè. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçêè AD è DC ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü. Îòñþäà âûòåêàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

1) Íàõîäèì îòðåçîê AD è îòêëàäûâàåì åãî íà ïðîäîëæåíèè OA.
2) Íàõîäèì îòðåçîê DC è èç òî÷êè D îïèñûâàåì ðàäèóñ DC îêðóæíîñòü,

âîîáùå ãîâîðÿ, â äâóõ òî÷êàõ C1 è C3.
3) Ñîåäèíèâ C1 è C2 ñ A è ïðîäîëæèâ C1A è C2A äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæ-

íîñòüþ â òî÷êàõ B1 è B2 ïîëó÷èì äâå õîðäû: B1C1 è B2C2, äàþùèå ðåøåíèå
çàäà÷è.

B 9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ m, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

2 sinx+m = cosx+ 2m tg x

èìååò äâà ðåøåíèÿ, òàêèõ,÷òî |x| < π
2 .

Ðåøåíèå.
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cosx 6= 0;
cosx(2 tg x− 1) = m(2 tg x− 1);

tg x =
1

2
;

x = ± arctg
1

2
;

cosx = m,−1 ≤ m ≤ 0;

x = ± arctgm+ 2πn, |x| ≥ π

2
;

cosx = m, 1 > m > 0;

x = ± arccosm;

Åñëè m = 1á òî x = 0 è x = arctg 1
2 ;

Ïóñòü α = arctgm = arccosm, òîãäà

cosα =
1√

1 + tg2 α
=

1√
1 + 1

4

=
2√
5

Îòâåò: m = 1, 2√
5
.

B 10. Ïóñòü [a]� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà (íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,íå ïðåâîñ-
õîäÿùåå ), {a}� äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà , ãäå {a} = a − [a].Âûÿñíèòü, ñêîëüêî
ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà:{

([|x|] + |y|)([|y − 2|] + |x|)(|x2 − 4|+ |y − 3|)(x2 + y2 − 2y − 15) = 0;

{x}+ {y} = 1.

Ðåøåíèå.

{x}+ {y} = 1

1) [|x|] + |y| = 0
y = 0,−1 < x < 1
2) [|y − 2|] + |x| = 0
x = 0, 1 < y < 3
3) {

x = ±2;
y = 3;

4) x2 + y2 − 2y − 15 = 0
x+ y = m
x2 + y2 − 2y − 15 = 0
m2 − 2my + 2y2 − 2y − 15 = 0
2y2 − 2(m+ 1)y +m2 − 15 = 0
(m+ 1)2 − 2m2 + 30 < 0
−m2 + 2m+ 31 < 0
m2 − 2m− 31 > 0
m > 1 +

√
1 + 31 = 1 + 4

√
2

m < 1−
√
32
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11 êëàññ. Ðåøåíèå çàäà÷.

B 1. Äâà îäèíàêîâûõ êóáà ñ ðåáðîì a èìåþò äèàãîíàëè íà îäíîé è òîé æå
ïðÿìîé, âåðøèíà âòîðîãî êóáà ëåæèò â öåíòðå ïåðâîãî, è âòîðîé êóá ïîâåðíóò
âîêðóã äèàãîíàëè íà 60◦ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó. Íàéòè îáúåì èõ îáùåé ÷àñòè
è ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà.

Ðåøåíèå.

Îáùàÿ ÷àñòü ýòèõ äâóõ êóáîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïðàâèëüíûõ òðå-
óãîëüíûõ ïèðàìèä, ñëîæåííûõ âìåñòå îñíîâàíèÿìè, ïðè÷åì ïëîñêèå óãëû ïðè
âåðøèíàõ ýòèõ ïèðàìèä âñå ïðÿìûå, òàê ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé 1

6 êóáà ñ ðåáðîì b = AB. Èñêîìûé îáúåì V îáùåé ÷àñòè êóáîâ ðàâåí,
ñëåäîâàòåëüíî,

2
b3

6
=
b3

3
.

Îñòàåòñÿ íàéòè ðåáðî b. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî âûñîòà êàæäîé èç ïèðà-

ìèä ðàâíà b
√
3

3 , êàê òðåòü äèàãîíàëè êóáà ñ ðåáðîì b. Íî óäâîåííàÿ âûñîòà
ïèðàìèäû ðàâíà ïîëîâèíå OB äèàãîíàëè çàäàííîãî êóáà ñ ðåáðîì a, ò. å.

2

3
b
√

3 =
a
√

3

2
,

ò. å.

b =
3

4
a.

Îáúåì ðàâåí 9a3

64 .
B 2. Íàéòè ñóììó äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

|x3 − 3x2 + 5x+ 3| = 14.

Ðåøåíèå.

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé

x3 − 3x2 + 5x− 11 = 0, x3 − 3x2 + 5x+ 17 = 0,

êîòîðûå ïîñëå ïîäñòàíîâêè x = y + 1 ïðåîáðàçóþòñÿ â óðàâíåíèÿ

y3 + 2y − 8 = 0, y3 + 2y + 20 = 0.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ëåâûõ ÷àñòÿõ ñòîÿò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ôóíê-
öèè, ïðèíèìàþùèå êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

y = x3 − 3x2 + 5x ↑ y(x) = const � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
y′ = 3x2 − 6x+ 5 , D < 0, ñëåäîâàòåëüíî, y′ > 0 äëÿ ëþáîãî x.
x3 − 3x2 + 5x− c = 0, x = y + 1, c1 = 11, c2 = −17.
y3 = 2Y = 3− c = 0
y = u+ v;
u3 + 3uv(u+ v) + v3 + 2(u+ v) + 3− c = 0;{

uv = − 2
3 ;

u3 + v3 = −q;

{
u3v3 = − 8

27 ;

u3 + v3 = −q;

t2 + qt− 8
27 = 0, ∆ = q2

4 + 8
27 = (3−c)2

4 + 8
27 > 0

y = 3

√
− q

2 +
√

∆ + 3

√
− q

2 −
√

∆

Óðàâíåíèÿ èìåþò, ñëåäîâàòåëüíî, ðîâíî ïî îäíîìó äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ,
êîòîðûå, ñîãëàñíî ôîðìóëå Êàðäàíî, ðàâíû

y1 =
3

√
4 +

√
8

27
+ 16 +

3

√
4−

√
8

27
+ 16

è

y2 =
3

√
−10 +

√
8

27
+ 100 +

3

√
−10−

√
8

27
+ 100

ñîîòâåòñòâåííî. Èñêîìàÿ ñóììà ïîýòîìó ðàâíà

y1+1+y2+1 = 2+ 3

√
4 +

√
8
27 + 16+ 3

√
4−

√
8
27 + 16+ 3

√
−10 +

√
8
27 + 100+

+ 3

√
−10−

√
8
27 + 100

B 3. Â êðóã âïèñàí ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Ïîëüçóÿñü òîëüêî ëèíåé-
êîé, ïîñòðîèòü 1

n ÷àñòü ðàäèóñà, ãäå n = 2, 3, 4, 5 . . . .
Ðåøåíèå.

Äëÿ ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF
1. Ïðîâîäèì AD.
2. Ïðîâîäèì CF .
3. Ïðîâîäèì AE. Îòðåçîê O1 = 1

2R.
4. Ïðîâîäèì B1. Îòðåçîê O2 = 1

3R; ýòî ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ
B1C è 21O

O2

R
=
O1

C1
=

1

3
.

5. Ïðîâîäèì BO.
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6. Ïðîâîäèì C2. Îòðåçîê O3 = 1
4R.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ 23O è 2CD :

O3

R
=
O2

D2
=

1

4

7. Ïðîâîäèì D3. Îòðåçîê O4 = 1
5R.

8. Ïðîâîäèì E4. Îòðåçîê O5 = 1
6R; è ò. ä.

B 4. Ïóñòü P(N) � ïðîèçâåäåíèå öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N . Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë N1, N2, N3,
N4 . . .N7, â çàïèñè êîòîðûõ íåò íóëåé,òàêèõ,÷òî P(N1) + P(N2)+ . . .+ P(N7)=
= 2016 ?

Ðåøåíèå.

x = 1, 9, y = 0, 9, z 6= 0, z + 6 6= 0.
P(N1) = xyz
P(N2) = xy(z + 1)
. . .
P(N7) = xy(z + 6)
P(N1)+P(N2)+· · ·+P(N7) = xy(z+z+1+· · ·+z+6) = xy(7z+21) = 7xy(z+3).
xy(z + 3) = 32 · 9
1) z = 1, xy = 8 · 9
(8,9,1); (9, 8, 1)
2) z = 2, xy · 5 = 32 · 9,
(x, y) /∈ ∅
3) z = 3, xy = 48
(6,8,3); (8,6,3)
Îòâåò : 4.
B 5. Ðåøèòü ñèñòåìó{√

2 arccosx− arccos y · (|x|+ |y| − 1) = 0;
√

2 arccos y − arccosx · (|x+ y|+ |x− y| − 1) = 0

Ðåøåíèå.

Ïîñòðîèâ ãðàôèêè ôóíêöèé, íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû : (− 1

2 ; 1
2 )(1), (−1; 0)(2), (− 1

2 ;− 1
2 )(3), (0;−1)(4),

( 1
2 ;− 1

2 )(5), ( 1
2 ; 1

2 )(6), (1; 1)(7).
Ñîñòàâèì ñèñòåìó : {

x = 2y2 − 1;

x = 1− y

Ïîëó÷àåì, 2y2 + y − 2 = 0

y =
−1 +

√
17

4
;

x =
5−
√

17

4
;

Îòâåò : (± 1
2 ;± 1

2 ), (−1; 0), (0;−1), (1; 1), ( 5−
√
17

4 ; −1+
√
17

4 ).

B 6. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà

[(
√

29 +
√

21)2016],

ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.
Ðåøåíèå.

α =
√

29 +
√

21, β =
√

29−
√

21 ∈ (0; 1), βn ∈ (0; 1).
Êîðíè:
a = α2 = 50 + 2

√
609

b = β2 = 50− 2
√

609
x2 − 100x+ 64 = 0
Sn : Sn = an + bn : Sn − 100Sn−1 + 64Sn = 0, S0 = 2.
an + bn = (a+ b)︸ ︷︷ ︸

100

(an−1 + bn−1)− ab︸︷︷︸
64

(an−2 + bn−2).

Sn − 100(Sn−1 − Sn−2) = 36Sn−2
Sn = 36Sn−2(mod100) = 62Sn−2 = 64Sn−466Sn−6 = 6100Sn−1008,
S1008 = 61008S0 = 61008 · 2 = 2253(mod100)
64 = 1296 ≡ −4(mod100), 222 ≡ 22(mod100), 212 ≡ −4(mod100)
2253(222)11 · 211 ≡ 222 · 211 = 233 = (212)2 · 29 ≡ 24 · 29 = 212 · 2 = −8 ≡ 92
[α2016] = [a1008] = [S1008 − b1008] = S1008 − 1 ≡ 92− 1 = 91(mod100).
B 7. Ïîñòðîèòü òàêîé òðåóãîëüíèê ABC ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè,

óãëû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:

3 sin
A

2
· sin B

2
· cos

C

2
+ sin

3A

2
· sin 3B

2
· cos

3C

2
= 0.

Ðåøåíèå.

Èìååì:

sin
A

2
· sin B

2
=

1

2

(
cos

A−B
2
− cos

A+B

2

)
=

1

2

(
cos

A−B
2
− sin

C

2

)
è
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sin
3A

2
·sin 3B

2
=

1

2

(
cos

3

2
(A−B)− cos

3

2
(A+B)

)
=

1

2

(
cos

3

2
(A−B)− sin

3

2
C

)
Áóäåì òåïåðü ïðåîáðàçîâûâàòü ëåâóþ ÷àñòü äàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è ðà-

âåíñòâà :
3 sin A

2 ·sin
B
2 ·cos C

2 +sin 3A
2 ·sin

3B
2 ·cos 3C

2 = 3
2 cos A−B

2 ·cos C
2 −

3
2 ·sin

C
2 ·cos C

2 +

+ 1
2 · cos 3

2 (A− B) · cos 3C
2 + 1

2 sin 3
2C · cos 3

2C = 3
2 cos A−B

2 · sin (A+B)
2 − 3

4 sinC −
1
2 cos 3

2 (A−B) · sin 3
2 (A+B) + 1

4 sin 3C = 3
4 (sinA+ sinB)− 3

4 sinC − 1
4 (sin 3A+

sin 3B) + 1
4 sin 3C.

Èòàê, óãëû òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ

3 sinA+ 3 sinB − 3 sinC − sin 3A− sin 3B + sin 3C = 0.

Ïðåîáðàçóåì ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì :

3(sinA+ sinB − sinC) + (sinA− sin 3A) + (sinB − sin 3B)− (sinC − sin 3C).

Äàëåå:

2(sinA+ sinB − sinC)− 2 cos 2A · sinA− 2cos2B · sinB + 2 cos 2C · sinC = 0

è
sinA(1− cos 2A) + sinB(1− cos 2B) = sinC(1− cos 2C).

Ýòî äàåò íàì:

sin3A+ sin3B = sin3 C.

Òàê êàê
a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R,

òî èñêîìîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà èìååò âèä :

a3 + b3 = c3,

ò. å. ïî òåîðåìå Ôåðìà òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ñóùåñòâóåò.
B 8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ïàð ÷èñåë (m; k), òàêèõ, ÷òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, çàäàííûõ ðåêóðñèâíûì ñîîòíîøåíèåì

xn+2 +
1

xn+1
= xn, x1 = m,x2 = k

ñîñòîèò ðîâíî èç 100 ÷èñåë.
Ðåøåíèå.

xn+1 6= 0
xn+2xn+1 − xn+1xn = −1, ãäå xn+2xn+1 = an+1 è xn+1xn = an
a1 = x1 · x2 = m · k;
an+1 = a1 + dn = mk − n
an+1 = xn+2 · xn+1 = 0⇒ xn+2 = 0

n = mk ⇒ xn+2 = 0 è ∃xk : ∀k > n+ 2
x1, x2, x3, . . . , xmk+2.
m · k + 2 = 100, ò.å. m · k = 98.
m 1 2 7 14 49 98
k 98 49 14 7 2 1

Îòâåò : 6 ïàð.
B 9. Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà êîíå÷íîå

÷èñëî ïîïàðíî íåðàâíûõ êâàäðàòîâ?
Ðåøåíèå.

B 10. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
≤ (a2 − a+ 1)3

a2(a− 1)2

èìååò ðîâíî à) 2016 öåëûõ ðåøåíèé, á) 2017 öåëûõ ðåøåíèé.
Ðåøåíèå.

a 6= 1, a ≥ 2, a ∈ N . Ìíîãî÷ëåí 6 ñòåïåíè. ñëåäîâàòåëüíî, 6 êîðíåé.
Åñëè x = a �êîðåíü, òî êîðíè x2 = 1− a, x3 = 1

a , , x5 = 1
1−a , x6 = a

a−1 .
1) a = 2.
x1 = 2, x2 = −1, x3 = 1

2 , x4 = 1
2 , x5 = −1, x6 = 2.

(x− x1)2(x− x2)2(x− x3)2 ≤ 0
3 ðåøåíèÿ {-1 ; 1

2 2}.
2) a ≥ 3
a

a−1 = x6 ≤ x ≤ x1 = a,
1
a = x3 ≤ x ≤ x4 = 1− 1

a ,
1− a = x2 ≤ x ≤ x5 = 1

1−a ,

a ≥ 3, 1a ≤
1
3

−a ≤ −3, 1− a ≤ −2
0 > − 1

a ≥ −
1
3 , 1 > x4 ≥ 2

3
− 1

2 ≤
1

1−a < 0
a

a−1 = 1 + 1
a−1 = 1− 1

1−a
x1 ≥ 3, x2 ≤ −2, x3 ∈ (0; 1

3 ]
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x4 ∈ [ 23 ; 1)
x5 ∈ [− 1

2 ; 0)
x6 ∈ (1; 3

2 ]
{2, 3, . . . , a} (a− 1) ðåøåíèå
{−1− 2 . . . a− (a− 1)} (a− 1) ðåøåíèå
Âñåãî öåëûõ ðåøåíèé 2a− 2:
a)2a− 2 = 2016, a = 1009.
á)2a− 2 = 2017, a /∈ ∅.
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