
11 êëàññ

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå p3 − q3 = 11r, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé
÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, p > q, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî q.

Ïóñòü r = 2. Òîãäà p3 − q3 = (p − q)(p2 + pq + q2) = 2 · 11. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì p = q+2 è 3q2 +6q+4 = 11. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: q = 2. Òîãäà p3 − 23 = (p − 2)(p2 + 2p + 4) = 11r. Î÷åâèäíî, p = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (p−2)(p2+2p+4) ýòî 11, à âòîðé r. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ p2+2p+4 = 11 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò p− 2 = 11, ò.å. p = 13. Îòñþäà ïîëó÷àåì r = 199.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 + 4x sin y − 4 cos2 y.
Îòâåò: −4.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì 4 sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå x2 + 4x sin y + 4 sin2 y − 4 = (x+ 2 sin y)2 − 4. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −4.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà x = −2 sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà 4x cos y+8 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = −2 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x100 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå
100× 100 ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

4 .
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −10000
Ðåøåíèå: logxk

xi

4 = logxk
xi− logxk

4. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
4 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 1002.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 2 è ðàâíû 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 1002(1− 2) = −1002 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 2.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1000 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � ñîðîêîâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(1000)

f(1000)
< 240.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k − 1) . . . (k − n+ 1)akx

k−n,
à ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå òûñÿ÷è, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 1000nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî êîãäà n = 1 è k = 1000. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî
x ÷èñëî 1000, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (1000) > P (k)(1000).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(1000) = (P (x)ex)(40)(1000) =
= e1000

(
C0

40P (1000) + C1
40P

′(1000) + . . .+ C40
40P

(40)(1000)
)

6 e1000
(
C0

40P (1000) + C1
40P (1000) + . . .+ C40

40P
(1000)

)
6

6 e1000
(
C0

40 + C1
40 + . . .+ C40

40

)
P (1000) = 240e1000P (1000)240f(1000). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé

ñóììå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðî-
ãîå, ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(1000) < 240f(1000), îòêóäà äåëåíèåì íà f(1000) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåí-
ñòâî.

5. (3 áàëëà) Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. CD � ìåíüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè C íà AB. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà A ïåðåñåêàåò îòðåçîê CH.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü CD = a, AD = BC = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, AB = 2b −
a. Òîãäà BH = AB−CD

2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì CH =
√
BC2 −BH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, AH = AB − BH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ADH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà A ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê DH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå CDH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü BH.
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6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 10 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð
òåòðàýäðà ñîñòàâëÿåò 180. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 3000.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 10
2 · 180 = 3000, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 2f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 3.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 3 = 2f(x) + 3.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 2f

(
x+

1

x

)
= 2(f(x) + 3) = 2f(x) + 6.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 3.
Òîãäà 2f(3) = f(32) = f(9) = f(3 + 2 · 3) = f(3) + 9, îòêóäà f(3) = 9. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3) + 3 = 12. C äðóãîé

ñòîðîíû, 2f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 30, îòêóäà f(5) = 30 6= 12.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 180 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

2 · 359
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 179 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 179 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 59 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 179, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 179.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 179 = 59 · 3 + 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî îäíà äâîéêà.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 179, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 59 òðîåê

è îäíîé äâîéêè, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 359 · 2, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå p3 − q3 = 5r, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.
Îòâåò: p = 7, q = 2, r = 67.
Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé

÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, p > q, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî q.

Ïóñòü r = 2. Òîãäà p3 − q3 = (p− q)(p2 + pq + q2) = 5 · 11. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì p = q + 2 è 3q2 + 6q + 4 = 5. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: q = 2. Òîãäà p3 − 23 = (p − 2)(p2 + 2p + 4) = 5r. Î÷åâèäíî, p = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (p− 2)(p2+2p+4) ýòî 5, à âòîðé r. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ p2+2p+4 = 5 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò p− 2 = 5, ò.å. p = 7. Îòñþäà ïîëó÷àåì r = 67.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 − 6x sin y − 9 cos2 y.
Îòâåò: −9.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì 9 sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå x2 − 6x sin y + 9 sin2 y − 9 = (x− 3 sin y)2 − 9. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −9.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà x = 3 sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà −6x cos y+18 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = 3 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x60 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå 60×60
ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

8 . Íàéäèòå
íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −7200
Ðåøåíèå: logxk

xi

8 = logxk
xi− logxk

8. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
4 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 602.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 2 è ðàâíû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 602(1− 3) = −602 · 2 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 2.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 100 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � äâàäöàòàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(100)

f(100)
< 220.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k− 1) . . . (k−n+1)akx

k−n, à
ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå ñòà, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 100nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
êîãäà n = 1 è k = 100. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x ÷èñëî
100, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (100) > P (k)(100).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(100) = (P (x)ex)(20)(100) =
= e100

(
C0

20P (100) + C1
20P

′(100) + . . .+ C20
20P

(20)(100)
)

6 e100
(
C0

20P (100) + C1
20P (100) + . . .+ C20

20P
(100)

)
6

6 e100
(
C0

20 + C1
20 + . . .+ C20

20

)
P (100) = 220e100P (100) = 220f(100). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé ñóì-

ìå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå,
ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(100) < 220f(100), îòêóäà äåëåíèåì íà f(100) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

5. (3 áàëëà)
Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. BC � ìåíüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà,

îïóùåííîãî èç òî÷êè B íà AD. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà D ïåðåñåêàåò îòðåçîê BH.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü BC = a, AB = CD = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, AD = 2b −

a. Òîãäà AH = AD−BC
2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì BH =

√
AB2 −AH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, DH = AB − AH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê CDH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà D ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê CH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå CBH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü BH.

6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 3 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðà-
ýäðà ñîñòàâëÿåò 60. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 90.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 3
2 · 60 = 90, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 3f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 2 = 3f(x) + 2.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 3f

(
x+

1

x

)
= 3(f(x) + 2) = 3f(x) + 6.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 4.
Òîãäà 3f(3) = f(32) = f(9) = f(3+2 ·3) = f(3)+12, îòêóäà f(3) = 6. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3)+4 = 10. C äðóãîé

ñòîðîíû, 3f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 40, îòêóäà f(5) = 20 6= 10.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 120 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

2 · 339
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 119 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 119 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 39 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 119, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 119.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 119 = 39 · 3 + 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî îäíà äâîéêà.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 119, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 39 òðîåê

è îäíîé äâîéêè, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 339 · 2, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå 11p = q3 − r3, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.
Îòâåò: q = 13, r = 2, p = 199.
Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé

÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, q > r, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî p.

Ïóñòü p = 2. Òîãäà q3 − r3 = (q − r)(q2 + qr + r2) = 2 · 11. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì q = r+2 è 3r2 +6r+4 = 11. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: r = 2. Òîãäà q3 − 23 = (q − 2)(q2 + 2q + 4) = 11p. Î÷åâèäíî, q = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (q−2)(q2+2q+4) ýòî 11, à âòîðé p. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ q2+2q+4 = 11 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò q − 2 = 11, ò.å. q = 13. Îòñþäà ïîëó÷àåì p = 199.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 4x2 + 4x sin y − cos2 y.
Îòâåò: −1.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå 4x2 + 4x sin y + sin2 y − 1 = (x + 2 sin y)2 − 1. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −1.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà 2x = − sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà 4x cos y− 2 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = −2 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x200 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 2 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå
200× 200 ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

9 .
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −40000
Ðåøåíèå: logxk

xi

4 = logxk
xi− logxk

9. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
9 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 2002.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 3 è ðàâíû 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 2002(1− 2) = −2002 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 3.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 200 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � äåñÿòàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(200)

f(200)
< 1024.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k − 1) . . . (k − n+ 1)akx

k−n,
à ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå äâóõñîò, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 200nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî êîãäà n = 1 è k = 200. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî
x ÷èñëî 200, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (200) > P (k)(200).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(200) = (P (x)ex)(10)(200) =
= e200

(
C0

10P (200) + C1
10P

′(200) + . . .+ C10
10P

(10)(200)
)

6 e200
(
C0

10P (200) + C1
10P (200) + . . .+ C10

10P
(200)

)
6

6 e200
(
C0

10 + C1
10 + . . .+ C10

10

)
P (200) = 210e200P (200)210f(200). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé ñóì-

ìå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå,
ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(200) < 210f(200), îòêóäà äåëåíèåì íà f(200) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

5. (3 áàëëà) Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. BC � áîëüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè D íà BC. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà B ïåðåñåêàåò îòðåçîê DH.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü AD = a, AB = CD = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, BC = 2b −
a. Òîãäà CH = BC−AD

2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì DH =
√
CD2 − CH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, BH = BC − CH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ABH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà B ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê AH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå ADH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü DH.

6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 12 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð
òåòðàýäðà ñîñòàâëÿåò 300. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 7200.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 12
2 · 300 = 7200, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 2f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 5.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 5 = 2f(x) + 5.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 2f

(
x+

1

x

)
= 2(f(x) + 5) = 2f(x) + 10.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 5.
Òîãäà 2f(3) = f(32) = f(9) = f(3 + 2 · 3) = f(3) + 15, îòêóäà f(3) = 15. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3) + 5 = 20.

C äðóãîé ñòîðîíû, 2f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 50, îòêóäà f(5) = 50 6= 20.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 150 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

2 · 349
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 149 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 149 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 49 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 149, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 149.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 149 = 49 · 3 + 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî îäíà äâîéêà.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 149, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 49 òðîåê

è îäíîé äâîéêè, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 349 · 2, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå 5p = q3 − r3, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.
Îòâåò: q = 7, r = 2, p = 67.
Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé

÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, q > r, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî p.

Ïóñòü p = 2. Òîãäà q3 − r3 = (q − r)(q2 + qr + r2) = 2 · 5. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì q = r + 2 è 3r2 + 6r + 4 = 5. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: r = 2. Òîãäà q3 − 23 = (q − 2)(q2 + 2q + 4) = 5p. Î÷åâèäíî, q = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (q− 2)(q2 +2q+4) ýòî 5, à âòîðé p. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ q2 +2q+4 = 5 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò q − 2 = 5, ò.å. q = 7. Îòñþäà ïîëó÷àåì p = 67.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 + 8x sin y − 16 cos2 y.
Îòâåò: −16.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì 16 sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå x2+8x sin y+16 sin2 y−16 = (x+4 sin y)2−16. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −4.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà x = −4 sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà 4x cos y− 8 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = −4 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x100 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå 80×80
ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

16 . Íàéäèòå
íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −19200
Ðåøåíèå: logxk

xi

16 = logxk
xi−logxk

16. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
16 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 802.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 2 è ðàâíû 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 802(1− 4) = −802 · 3 = −19200 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 2.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 100 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � òðèäöàòàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(100)

f(100)
< 230.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k− 1) . . . (k−n+1)akx

k−n, à
ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå ñòà, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 100nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
êîãäà n = 1 è k = 100. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x ÷èñëî
100, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (100) > P (k)(100).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(100) = (P (x)ex)(30)(100) =
= e100

(
C0

30P (100) + C1
30P

′(100) + . . .+ C30
30P

(30)(100)
)

6 e100
(
C0

30P (100) + C1
30P (100) + . . .+ C30

30P
(100)

)
6

6 e100
(
C0

30 + C1
30 + . . .+ C30

30

)
P (100) = 230e100P (100)230f(100). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé ñóì-

ìå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå,
ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(100) < 230f(100), îòêóäà äåëåíèåì íà f(100) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

5. (3 áàëëà) Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. CD � áîëüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà CD. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò îòðåçîê AH.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü AB = a, AD = BC = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, CD = 2b −
a. Òîãäà DH = CD−AB

2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì CH =
√
AD2 −DH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, CH = CD − DH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê DCH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà C ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê AH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå ABH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü AH.

6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 5 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðà-
ýäðà ñîñòàâëÿåò 120. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 500.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì,
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 5
2 · 120 = 500, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 3f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 5.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 5 = 3f(x) + 5.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 3f

(
x+

1

x

)
= 3(f(x) + 5) = 3f(x) + 15.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 10.
Òîãäà 3f(3) = f(32) = f(9) = f(3 + 2 · 3) = f(3) + 30, îòêóäà f(3) = 15. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3) + 10 = 25.

C äðóãîé ñòîðîíû, 3f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 100, îòêóäà f(5) = 50 6= 25.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 200 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

4 · 365
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 199 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 199 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 39 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 199, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 199.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 199 = 65 · 3 + 2 · 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî äâå äâîéêè.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 199, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 65 òðîåê

è äâóõ äâîåê, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 365 · 4, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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