
9 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñîãëàñíî íîðìàòèâàì Ìåæäóíàðîäíîé Ôåäåðàöèè Ðîôëèíãà, ïîëå äëÿ ðîôëèíãà ñîñòîèò èç
äâóõ ïëîùàäîê, îäíà èç êîòîðûõ êâàäðàòíàÿ, à âòîðàÿ èìååò òó æå øèðèíó, à äëèíó � îò 20 äî 25 ìåòðîâ
âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì âñå ðàçìåðû äîëæíû ñîñòàâëÿòü öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ, à îáùàÿ ïëîùàäü ïîëÿ äîëæíà
íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 200 äî 240 êâàäðàòíûõ ìåòðîâ (âêëþ÷èòåëüíî). Íàéäèòå íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé
âîçìîæíûå ðàçìåðû êâàäðàòíîé ïëîùàäêè.

Îòâåò: Ñòîðîíà êâàäðàòà 7 èëè 8. Ïëîùàäü 49 èëè 64.
Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ñòîðîíó êâàäðàòà çà x. Ïðè ìèíèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè ïîëÿ
ìû íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå x è íàîáîðîò, ïðè ìàêñèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè
ïîëÿ ìû íàõîäèì ìèíèìàëüíîå x

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 + 20x = 240, ïîëó÷àåì x = −10 +
√
340. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 8 è 9.

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 + 25x = 200, ïîëó÷àåì x =
−25 +

√
1425

2
. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 6 è 7.

Íàì íóæíû èìåííî áîëüøèå êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé, òàê êàê ìåíüøèå îòðèöàòåëüíû.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñðåäè ÷èñåë îò 7 äî 8 âêëþ÷èòåëüíî.

2. (2 áàëëà) Â êàðüåðå íàõîäèëàñü êó÷à èç 20160000 ïåñ÷èíîê. Ãðóçîâèê çà îäèí ðåéñ óâîçèë èç êàðüåðà
êîëè÷åñòâî ïåñ÷èíîê, ñîñòàâëÿþùåå êàêóþ-òî ñòåïåíü ÷èñëà 8 (â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî 80 = 1). Ìîã ëè îí óâåñòè
èç êàðüåðà âñþ êó÷ó ïåñêà ðîâíî çà 1000 ðåéñîâ?

Îòâåò: Íåò.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî 8 â ëþáîé ñòåïåíè âñåãäà äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 7. Ïîñêîëüêó 20160000 äåëèòñÿ

íà 7, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âûâîçà âñåé êó÷è íóæíî êîëè÷åñòâî ïîåçäîê, êðàòíîå 7, à 1000 íà 7 íå äåëèòñÿ.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2017. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: çà îäèí õîä ìîæíî âû-
÷åñòü èç íàïèñàííîãî íà äîñêå ÷èñëà ëþáîé åãî íàòóðàëüíûé äåëèòåëü, êðîìå íåãî ñàìîãî, è çàïèñàòü ðåçóëüòàò
ýòîãî âû÷èòàíèÿ íà äîñêå âìåñòî èñõîäíîãî ÷èñëà. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.
Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Îòâåò: Âàñÿ
Ðåøåíèå: Íåâîçìîæíî ñäåëàòü õîä òîëüêî åñëè íà äîñêå íàïèñàíà åäèíèöà. Ïðè ýòîì èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà

âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ÷¼òíîå. Âàñÿ, ïîëó÷èâ ÷¼òíîå ÷èñëî, âñåãäà ìîæåò âû÷åñòü 1 è ñíîâà ïîëó÷èòü íå÷¼òíîå.
Òàêèì îáðàçîì, Âàñÿ âñåãäà ìîæåò ïîëó÷àòü îò Ïåòè ÷¼òíûå ÷èñëà, è îòäàâàòü åìó íå÷¼òíûå, à Ïåòÿ íàîáîðîò
(ïîòîìó ÷òî ó íåãî íå áóäåò äðóãîé âîçìîæíîñòè). Â êîíöå êîíöîâ Âàñÿ ïîëó÷èò â ðåçóëüòàòå ñâîåãî âû÷èòàíèÿ
1 è Ïåòÿ íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè ïðèâåä¼ííûõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè. Êîðåíü
èç äèñêðèìèíàíòà êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ òð¼õ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà
èõ ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàøè êîðíè èç äèñêðèìèíàíòîâ çà d1, d2, d3 è ïóñòü, äëÿ íà÷àëà, d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëåíà � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ìîäóëü

ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà, äëÿ òð¼õ÷ëåíà ñ äèñêðèìèíàíòîì d22 ïîëó÷àåì d2 = d3 − d1. Àíàëîãè÷íî d3 = d2 − d1.
Íî d2 < d3, à d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, êàêèå-òî äâà äèñêðèìèíàíòà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü òåïåðü ó äâóõ òð¼õ÷ëåíîâ êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà d1, à ó òðåòüåãî d2 6= d1. Òîãäà êàæäûé èç òð¼õ-
÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòîì d1 èìååò êîðíè d1 è d2. Çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ, ýòè
òð¼õ÷ëåíû ðàâíû.

Åñëè æå ó íàñ òðè òð¼õ÷ëåíà ñ îäèíàêîâûì äèñêðèìèíàíòîì d2, òî ÷èñëî d ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì
êîðíåì, à âòîðîé êîðåíü îòëè÷àåòñÿ íà d. Íî ÷èñåë, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò d íà d âñåãî äâà, ýòî 2d è 0, çíà÷èò,
êàê ìèíèìóì äâà òð¼õ÷ëåíà ñîâïàäàþò.

5. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 53x − 16y = 91 íå èìååò ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî: 532 äà¼ò îñòàòîê 79 ïðè äåëåíèè íà 91, à 532 � îñòàòîê 1. 162 äà¼ò îñòàòîê 74 ïðè äåëåíèè

íà 91, à 163 � îñòàòîê 1. Ïîñëå ýòîãî ñòåïåíè çàöèêëèâàþòñÿ.
Çíà÷èò, ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà x è y äåëÿòñÿ íà 3, òî åñòü êîãäà â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ðàçíîñòü

êóáîâ. Íî ðàçíîñòü êóáîâ a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2), à âòîðîé ìíîæèòåëü â ýòîé ôîðìóëå áóäåò õîòÿ áû
532 + 53 · 16 + 162 > 91. Çíà÷èò, ðåøåíèé äåéñòâèòåëüíî íåò.

Çàìå÷àíèå: çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü ðàññìîòðåíèåì îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà äåëèòåëè 91, òî åñòü 13 è
7, îäíàêî îäíîãî äåëèòåëÿ íåäîñòàòî÷íî, íàäî ðàññìàòðèâàòü îáà.

6. (3 áàëëà) Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC â øåñòè òî÷êàõ: AB â òî÷êàõ C1 è C2, AC
â òî÷êàõ B1 è B2, BC â òî÷êàõ A1 è A2, ïðè÷¼ì AC1 = BC2 = 1

4AB, CA2 = BA1 = 1
4BC, AB2 = CB1 = 1

4AC.
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ó îòðåçêîâ íà îäíîé ïðÿìîé C1C2 è AB � îáùàÿ ñåðåäèíà, çíà÷èò è ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ó íèõ òîæå îáùèé. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð
îêðóæíîñòè, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â çàäà÷å, è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ýòî òî÷êà O, à òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà OC2
1 = MC12 +OM2 =

AB2

16
+OM2, à OA2 = AM2 +OM2 =

AB2

4
+OM2. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ

ðàäèóñîâ äâóõ îêðóæíîñòåé ñîñòàâëÿåò
3AB2

16
. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî îíà ñîñòàâëÿåò

3BC2

16
è

3A2

16
,

ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB = 2, BC = 8, AC = 8. Èç òî÷êè B ïðîâåëè áèññåêòðèñó,
êîòîðàÿ ïåðåñåêëà îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå D. Íàéäèòå, ÷åì ðàâíî DI, ãäå I � öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
16

3
.

Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî ëåììå î òðåçóáöå, DI = AD, à ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ADB,

AD =
AB sin∠ABD

sin∠ADB
=

AB

sin∠ACB
sin∠ABC

2 . Âûðàæàÿ
AB

sin∠ACB
÷åðåç òåîðåìó ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ABC,

ïîëó÷àåì AD =
AC

sin∠ABC
sin∠ABC

2 =
AC

2 cos∠ABC
2

=
AC√

2 cos (∠ABC) + 2
=

8√
2 · 18 + 2

=
8√
9
4

=
16

3
.

8. (4 áàëëà) Íà ðûöàðñêîì òóðíèðå êàæäûé ðûöàðü ïîäàðèë êàæäîé ñâîåé çíàêîìîé äàìå ñòîëüêî öâåòîâ,
ñêîëüêî ó íå¼ çíàêîìûõ ðûöàðåé, êðîìå íåãî. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé äâà ðûöàðÿ óñòðîèëè ñòîëüêî ïîåäèíêîâ,
ñêîëüêî ó íèõ îáùèõ çíàêîìûõ äàì. ×åãî áûëî áîëüøå: ïîäàðåííûõ öâåòîâ èëè óñòðîåííûõ ïîåäíèêîâ è âî
ñêîëüêî ðàç?

Îòâåò: Öâåòîâ áîëüøå â äâà ðàçà.
Ðåøåíèå: Äëÿ êàæäîé òðîéêè, ñîñòîÿùåé èç äàìû è äâóõ å¼ çíàêîìûõ ðûöàðåé, ïðîèçîéä¼ò îäèí ïîåäè-

íîê. ×òî êàñàåòñÿ öâåòîâ, òî ïåðâûé ðûöàðü ïîäàðèò äàìå îäèí öâåòîê çà çíàêîìñòâî ñî âòîðûì, à âòîðîé çà
çíàêîìñòâî ñ ïåðâûì, òî åñòü èõ áóäåò äâà.
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9 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñîãëàñíî íîðìàòèâàì Ìåæäóíàðîäíîé Ôåäåðàöèè Êðàááèíãà, ïîëå äëÿ êðàááèíãà ñîñòîèò èç
äâóõ ïëîùàäîê, îäíà èç êîòîðûõ êâàäðàòíàÿ, à âòîðàÿ èìååò òó æå øèðèíó, à äëèíó � îò 25 äî 30 ìåòðîâ
âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì âñå ðàçìåðû äîëæíû ñîñòàâëÿòü öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ, à îáùàÿ ïëîùàäü ïîëÿ äîëæíà
íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 250 äî 300 êâàäðàòíûõ ìåòðîâ (âêëþ÷èòåëüíî). Íàéäèòå íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé
âîçìîæíûå ðàçìåðû êâàäðàòíîé ïëîùàäêè.

Îòâåò: Ñòîðîíà êâàäðàòà 7 èëè 8. Ïëîùàäü 49 èëè 64.
Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ñòîðîíó êâàäðàòà çà x. Ïðè ìèíèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè ïîëÿ
ìû íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå x è íàîáîðîò, ïðè ìàêñèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè
ïîëÿ ìû íàõîäèì ìèíèìàëüíîå x

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 − 30x = 250, ïîëó÷àåì x = −15 +
√
475. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 6 è 7.

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 − 25x = 300, ïîëó÷àåì x =
−25 +

√
1825

2
. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 8 è 9.

Íàì íóæíû èìåííî áîëüøèå êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé, òàê êàê ìåíüøèå îòðèöàòåëüíû.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî öåëîå x ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñðåäè ÷èñåë îò 7 äî 8 âêëþ÷èòåëüíî.

2. (2 áàëëà) Â êàðüåðå íàõîäèëàñü êó÷à èç 20160000 ïåñ÷èíîê. Ãðóçîâèê çà îäèí ðåéñ óâîçèë èç êàðüåðà
êîëè÷åñòâî ïåñ÷èíîê, ñîñòàâëÿþùåå êàêóþ-òî ñòåïåíü ÷èñëà 9 (â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî 90 = 1). Ìîã ëè îí óâåñòè
èç êàðüåðà âñþ êó÷ó ïåñêà ðîâíî çà 2000 ðåéñîâ?

Îòâåò: Äà.
Ðåøåíèå: 20160000 = 2240000 ·9 = 248888 ·92+8 ·9 = 27654 ·93+2 ·92+8 ·9 = = 3072 ·94+6 ·93+2 ·92+8 ·9 =

341·95+3·94+6·93+2·92+8·9 = = 37·96+8·95+3·94+6·93+2·92+8·9 = 4·97+1·96+8·95+3·94+6·93+2·92+8·9 =.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íàøëè ñïîñîá óâåçòè âåñü ïåñîê çà 32 ïîåçäêè. Åñëè îäíó èç íèõ çàìåíèòü íà 9, â

êîòîðûå âûâîçÿòñÿ â 9 ðàç ìåíüøå ïåñêà, êîëè÷åñòâî ïîåçäîê óâåëèòñÿ íà 8. Ïðîäåëàâ òàêóþ îïåðàöèè 246 ðàç
ìû èç 32 ïîåçäîê ïîëó÷èì 2000. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòó îïåðàöèþ ïðèáàâëåíèÿ 8 ïîåçäîê âñåãäà ìîæíî ïðîèçâåñòè,
òàê êàê ýòî íåëüçÿ ñäåëàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êàæäîé ïîåçäêè óæå âûâîçèòñÿ ðîâíî îäíà ïåñ÷èíêà,
òî åñòü ïîåçäîê 20160000 > 2000.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2016. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: çà îäèí õîä ìîæíî âû-
÷åñòü èç íàïèñàííîãî íà äîñêå ÷èñëà ëþáîé åãî íàòóðàëüíûé äåëèòåëü, êðîìå íåãî ñàìîãî, è çàïèñàòü ðåçóëüòàò
ýòîãî âû÷èòàíèÿ íà äîñêå âìåñòî èñõîäíîãî ÷èñëà. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.
Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Îòâåò: Ïåòÿ
Ðåøåíèå: Íåâîçìîæíî ñäåëàòü õîä òîëüêî åñëè íà äîñêå íàïèñàíà åäèíèöà. Ïðè ýòîì èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà

âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ÷¼òíîå. Ïåòÿ, ïîëó÷èâ ÷¼òíîå ÷èñëî, âñåãäà ìîæåò âû÷åñòü 1 è ñíîâà ïîëó÷èòü íå÷¼òíîå.
Òàêèì îáðàçîì, Ïåòÿ âñåãäà ìîæåò ïîëó÷àòü îò Âàñè ÷¼òíûå ÷èñëà, è îòäàâàòü åìó íå÷¼òíûå, à Âàñÿ íàîáîðîò
(ïîòîìó ÷òî ó íåãî íå áóäåò äðóãîé âîçìîæíîñòè). Â êîíöå êîíöîâ Ïåòÿ ïîëó÷èò â ðåçóëüòàòå ñâîåãî âû÷èòàíèÿ
1 è Âàñÿ íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè −1 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè äèñ-
êðèìèíàíòàìè. Êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ òð¼õ÷ëåíîâ. Äîêà-
æèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èõ ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàøè êîðíè èç äèñêðèìèíàíòîâ çà d1, d2, d3 è ïóñòü, äëÿ íà÷àëà, d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëåíà � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ìîäóëü

ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà, äëÿ òð¼õ÷ëåíà ñ äèñêðèìèíàíòîì d22 ïîëó÷àåì d2 = d3 − d1. Àíàëîãè÷íî d3 = d2 − d1.
Íî d2 < d3, à d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, êàêèå-òî äâà äèñêðèìèíàíòà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü òåïåðü ó äâóõ òð¼õ÷ëåíîâ êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà d1, à ó òðåòüåãî d2 6= d1. Òîãäà êàæäûé èç òð¼õ-
÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòîì d1 èìååò êîðíè d1 è d2. Çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ, ýòè
òð¼õ÷ëåíû ðàâíû.

Åñëè æå ó íàñ òðè òð¼õ÷ëåíà ñ îäèíàêîâûì äèñêðèìèíàíòîì d2, òî ÷èñëî d ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì
êîðíåì, à âòîðîé êîðåíü îòëè÷àåòñÿ íà d. Íî ÷èñåë, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò d íà d âñåãî äâà, ýòî 2d è 0, çíà÷èò,
êàê ìèíèìóì äâà òð¼õ÷ëåíà ñîâïàäàþò.

5. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 22x − 79y = 91 íå èìååò ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî: 222 äà¼ò îñòàòîê 29 ïðè äåëåíèè íà 91, à 223 � îñòàòîê 1. 792 äà¼ò îñòàòîê 53 ïðè äåëåíèè

íà 91, à 793 � îñòàòîê 1. Ïîñëå ýòîãî ñòåïåíè çàöèêëèâàþòñÿ.
Çíà÷èò, ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà x è y äåëÿòñÿ íà 3, òî åñòü êîãäà â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ðàçíîñòü

êóáîâ. Íî ðàçíîñòü êóáîâ a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2), à âòîðîé ìíîæèòåëü â ýòîé ôîðìóëå áóäåò õîòÿ áû
222 + 22 · 79 + 792 > 91. Çíà÷èò, ðåøåíèé äåéñòâèòåëüíî íåò.

Çàìå÷àíèå: çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü ðàññìîòðåíèåì îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà äåëèòåëè 91, òî åñòü 13 è
7, îäíàêî îäíîãî äåëèòåëÿ íåäîñòàòî÷íî, íàäî ðàññìàòðèâàòü îáà.
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6. (3 áàëëà) Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: AB â òî÷êàõ C1 è C2, AC â òî÷êàõ B1 è
B2, ïðè÷¼ì AC1 = BC2 = 1

5AB, CB2 = AB1 = 1
5AC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ó îòðåçêîâ íà îäíîé ïðÿìîé C1C2 è AB � îáùàÿ ñåðåäèíà, çíà÷èò è ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ó íèõ òîæå îáùèé. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð
îêðóæíîñòè, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â çàäà÷å, è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ýòî òî÷êà O, à òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. MC1 = AM − AC1 =
3AB

10
. Òîãäà ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà OC2
1 = MC12 +OM2 =

9AB2

100
+OM2, à OA2 = AM2 +OM2 =

AB2

4
+OM2. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ðàäèóñîâ äâóõ îêðóæíîñòåé ñîñòàâëÿåò
16AB2

100
. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü,

÷òî îíà ñîñòàâëÿåò
16A2

100
, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB = 4, BC = 4, AC = 1.
Èç òî÷êè A ïðîâåëè áèññåêòðèñó, êîòîðàÿ ïåðåñåêëà îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå D.
Íàéäèòå, ÷åì ðàâíî DI, ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
8

3
.

Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî ëåììå î òðåçóáöå, DI = CD, à ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ADC,

CD =
AC sin∠CAD

sin∠ADC
=

AC

sin∠ABC
sin∠CAB

2 . Âûðàæàÿ
AC

sin∠ABC
÷åðåç òåîðåìó ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ABC,

ïîëó÷àåì CD =
BC

sin∠CAB
sin∠CAB

2 =
BC

2 cos∠CAB
2

=
BC√

2 cos (∠CAB) + 2
=

4√
2 · 18 + 2

=
4√
9
4

=
8

3
.

8. (4 áàëëà) Â øêîëå èñêóññòâà çàíèìàëèñü õóäîæíèêè è ôîòîãðàôû. Íåêîòîðûå èç íèõ áûëè çíàêîìû
äðóã ñ äðóãîì, à íåêîòîðûå � íåò. Êàæäûé õóäîæíèê íàðèñîâàë ïàðíûé ïîðòðåò äëÿ êàæäûõ äâóõ ñâîèõ çíà-
êîìûõ ôîòîãðàôîâ. Êàæäûé ôîòîãðàô ñôîòîãðàôèðîâàë êàæäîãî èç ñâîèõ çíàêîìûõ õóäîæíèêîâ ïî î÷åðåäè
âìåñòå ñ êàæäûì èç åãî çíàêîìûõ ôîòîãðàôîâ (åñòåñòâåííî, êðîìå ñåáÿ). ×åãî îêàçàëîñü áîëüøå: êàðòèí èëè
ôîòîãðàôèé? Âî ñêîëüêî ðàç?

Îòâåò: Ôîòîãðàôèé â äâà ðàçà áîëüøå.
Ðåøåíèå: Äëÿ êàæäîé òðîéêè èç õóäîæíèêà A è äâóõ ôîòîãðàôîâ B è C ìîæíî íàéòè ôîòîãðàôèþ A è C,

ñäåëàííóþ B, ôîòîãðàôèþ B è A, ñäåëàííóþ C è ïîðòðåò B è C, íàïèñàííûé A. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôîòîãðàôèé
â äâà ðàçà áîëüøå.
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