
I. Задания заключительного этапа олимпиады 2015-16 года  
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11 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) äåñÿòîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 10

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 10, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôè-
öèåíò ïðè x10, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 10a, ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 10 · 9a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû äåâÿòîé è äåñÿòîé ïðîèçâîäíûõ
ðàâíû 10!a, ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî
åñòü.

Ïðèìåð:
x10

10!
+
x9

9!
+ . . .+ x+1 äà¼ò íàì ðîâíî 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x10. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 3 sinx+ 4 cosx = −5− 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

3 sinx+ 4 cosx = 5 sin(x+ arctg 4
3 ) > −5 > −5−

1
|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 100 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 50

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 99 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 100 · 99/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 50.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a50, b1, b2, . . . , b50 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íîìå-
ðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 6002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 1998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 21999S2 = 4999 · 2C1

2 = 41000, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ 1, 1 è 2

√
13−6

√
3

13 , ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé

öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé
√
3. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ îïèñàííîé

âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé,
äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.
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Îòâåò: 4
√
3− 6

Ðåøåíèå:

Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû 1, 1 è
√
3 îòêóäà ëåãêî

èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
1 + 3− 4 · 13−6

√
3

13

2 · 1 ·
√
3

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 · 1 · 3√

13
= 6√

13
.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

6√
13

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
6

2
√
3 + 3

=
6(2
√
3− 3)

3
= 4
√
3− 6

6. (3 áàëëà) Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
x < 1 è sin log2 x < 0.

Îòâåò:

2π

1 + 2π

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå x.
Åñëè sin log2 x < 0, çíà÷èò, 2(k − 1)π < log2 x < 2kπ äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 22(k−1)π < x < 22kπ. Òàê

êàê x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî íåïîëîæèòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà îòðèöàòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû (íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0), ðàâíà 2−2nπ − 2−(2n+1)π = 2−2nπ(1− 2−π).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 2−2π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=0

2−(2n+1)π =
1− 2−π

1− 2−2π
=

1

1 + 2−π
=

2π

1 + 2π
.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 1.
Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 2, îäíî ðåáðî äëèíû 2
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.
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Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 2. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 2 è CD =
2MACMAD = 2 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,

òðåóãîëüíèêàMABMACMBC òîæå). ÒîãäàMADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 1, òî åñòü ðàâíà

√
2

3
;

â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò
2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü

2√
3
. Êðîìå òîãî, îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû,

òàê êàêMADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

MADA
2 =MADX

2 +AX2 =
6

3
= 2. Íó à AD = 2MADA = 2

√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ y + z)(4x+ y + 2z)(2x+ y + 8z) >
375

2
xyz.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ y + z)(4x+ y + 2z) = (2x+ y)2 + 3z(2x+ y) + 2z2 + xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(2x+ y)2 + 3z(2x+ y) + 2z2

xy
+ 1

)
· 2x+ y + 8z

z
>

375

2
.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è 2x+y è áóäåì ñäâèãàòü 2x è y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè 2x = y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî y = 2x ò.å.

(3x+ z)(6x+ 2z)(4x+ 8z) > 375x2z.

Îáîçíà÷èì t = x/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

8(3t+ 1)2(t+ 2)− 375t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 4/3 è ðàâåí 0, ÷òî äîêàçûâà-
åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z = 4 : 8 : 3.)
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11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) äåâÿòîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 9

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 9, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
ïðè x9, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 9a, ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 9 · 8a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû âîñüìîé è äåâÿòîé ïðîèçâîäíûõ ðàâíû 9!a,
ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 9 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî åñòü.

Ïðèìåð:
x9

9!
+
x8

8!
+ . . .+ x+ 1 äà¼ò íàì ðîâíî 9 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x9. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 5 sinx− 12 cosx = −13− 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

5 sinx+ 12 cosx = 13 sin(x− arctg 12
5 ) > −13 > −13− 1

|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 50 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 25

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 49 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 50 · 49/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 25.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a25, b1, b2, . . . , b25 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íîìå-
ðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 3002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 2999S2 = 4499 · 2C1

2 = 4500, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ
√
3,
√
3 è 2

√
39−18

√
3

13 , ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðà-
çîâàííûé öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé 3. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ
îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé, äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 12− 6
√
3

Ðåøåíèå:
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Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû
√
3,
√
3 è 3 îòêóäà ëåãêî

èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
3 + 9− 4 · 39−18

√
3

13

2 · 3 ·
√
3

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 ·

√
3 · 3√

13
= 6
√
3√

13
.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

6
√
3√

13

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
6
√
3

2
√
3 + 3

=
6
√
3(2
√
3− 3)

3
= 12− 6

√
3

6. (3 áàëëà) Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
|x| < 1 è sin log3 |x| > 0.

Îòâåò:

2

1 + 3π

Ðåøåíèå:

Äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, à ïîòîìó óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà 2.
Åñëè sin log3 x > 0, çíà÷èò, 2kπ < log3 x < (2k + 1)π äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 32kπ < x < 3(2k+1)π. Òàê

êàê x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà ïîëîæèòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû , ðàâíà 3−(2n−1)π − 3−2nπ = 2−2(n−1)π(3−π − 3−2π).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 3−2π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=1

3−(2n−1)π =
3−π − 3−2π

1− 3−2π
=

3−π

1 + 3−π
=

1

1 + 3π
.

Óìíîæàÿ ýòî ÷èñëî íà 2, ïîëó÷àåì îòâåò.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 1
2 .

Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 1, îäíî ðåáðî äëèíû
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.

Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
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BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 1. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 1 è CD =
2MACMAD = 1 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,
òðåóãîëüíèêà MABMACMBC òîæå). Òîãäà MADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 1

2 , òî åñòü ðàâíà

1

2
·
√

2

3
; â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò

2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü

1√
3
. Êðîìå òîãî, îíè ïåðïåíäè-

êóëÿðíû, òàê êàê MADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà MADA

2 =MADX
2 +AX2 = 1

6 + 1
3 = 1

2 . Íó à AD = 2MADA =
√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ 9y + 3z)(x+ y + z)(2x+ 6y + 3z) > 324xyz

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ 9y + 3z)(x+ y + z) = (x+ 3y)2 + 4z(x+ 3y) + 3z2 + 4xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(x+ 3y)2 + 4z(x+ 3y) + 3z2

xy
+ 4

)
· 2x+ 6y + 3z

z
> 324

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è x+3y è áóäåì ñäâèãàòü x è 3y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè x = 3y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî x = 3y ò.å.

(12y + 3z)(4y + z)(12y + 3z) > 972y2z.

Îáîçíà÷èì t = y/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

9(4t+ 1)3 − 972t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1/2 è ðàâåí 0, ÷òî
äîêàçûâàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z =
3 : 1 : 2.)
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11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) âîñüìîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 8

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 8, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
ïðè x8, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 8a, ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 8 · 7a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû ñåäüìîé è âîñüìîé ïðîèçâîäíûõ ðàâíû 8!a,
ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 8 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî åñòü.

Ïðèìåð:
x8

8!
+
x7

7!
+ . . .+ x+ 1 äà¼ò íàì ðîâíî 8 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x8. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 4 sinx− 3 cosx = 5 + 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

4 sinx− 3 cosx = 5 sin(x− arctg 3
4 ) 6 5 < 5 + 1

|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 200 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 100

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 199 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 200 · 199/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 100.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a100, b1, b2, . . . , b100 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íî-
ìåðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 9002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 2998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 22999S2 = 41499 · 2C1

2 = 41500, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ
√
13,
√
13 è 2

√
13− 6

√
3, ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðà-

çîâàííûé öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé
√
39. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ

îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé, äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 4
√
39− 6

√
13

Ðåøåíèå:

Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.
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Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû
√
13,
√
13 è

√
39 îòêóäà

ëåãêî èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
13 + 39− 4 · 13− 6

√
3

2 ·
√
13 ·
√
39

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 ·

√
13 · 3√

13
= 6.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

6

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
6
√
13

2
√
3 + 3

=
6
√
13(2
√
3− 3)

3
= 4
√
39− 6

√
13

6. (3 áàëëà) Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
x < 1 è tg log4 x > 0.

Îòâåò:

1

1 + 2π
=

1

1 + 4
π
2

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå x.
Åñëè tg log4 x > 0, çíà÷èò, kπ < log4 x < (k + 1

2 )π äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 4kπ < x < 4(k+
1
2 )π. Òàê

êàê x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà ïîëîæèòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû , ðàâíà 4−(n−

1
2 )π − 4−nπ = 4−(n−1)π(4−

π
2 − 4−π).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 4−π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=1

4−(2n−1)π =
4−

π
2 − 4−π

1− 4−π
=

4−
π
2

1 + 4−
π
2
=

1

1 + 4
π
2
=

1

1 + 2π
.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 2.
Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 4, îäíî ðåáðî äëèíû 4
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.

Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.
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Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 4. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 4 è CD =
2MACMAD = 4 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,
òðåóãîëüíèêà MABMACMBC òîæå). Òîãäà MADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 2, òî åñòü ðàâíà

2

√
2

3
; â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò

2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü

4√
3
. Êðîìå òîãî, îíè ïåðïåíäè-

êóëÿðíû, òàê êàê MADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà MADA
2 =MADX

2 +AX2 =
8 + 16

3
= 8. Íó à AD = 2MADA = 4

√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ 8y + 2z)(x+ 2y + z)(x+ 4y + 4z) > 256xyz

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ 8y + 2z)(x+ 2y + z) = (x+ 4y)2 + 3z(x+ 4y) + 2z2 + 2xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(x+ 4y)2 + 3z(x+ 4y) + 2z2

xy
+ 2

)
· x+ 4y + 4z

z
> 256.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è x+4y è áóäåì ñäâèãàòü x è 4y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè x = 4y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî x = 4y ò.å.

(12y + 2z)(6y + z)(8y + 4z) > 1024y2z.

Îáîçíà÷èì t = y/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

8(6t+ 1)2(2t+ 1)− 1024t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1/2 è ðàâåí 0, ÷òî äîêàçûâà-
åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z = 4 : 1 : 2.)
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11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) ñåäüìîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 7

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 7, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
ïðè x7, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 7a, ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 7 · 6a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû øåñòîé è ñåäüìîé ïðîèçâîäíûõ ðàâíû 7!a,
ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 7 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî åñòü.

Ïðèìåð:
x7

7!
+
x6

6!
+ . . .+ x+ 1 äà¼ò íàì ðîâíî 7 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x7. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 12 sinx+ 5 cosx = 13 + 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

12 sinx+ 5 cosx = 13 sin(x+ arctg 5
12 ) 6 13 < 13 + 1

|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 120 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 60

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 119 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 120 · 119/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 60.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a60, b1, b2, . . . , b60 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íîìå-
ðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 12002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 3998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 23999S2 = 41999 · 2C1

2 = 42000, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ 1
2 ,

1
2 è

√
13−6

√
3

13 , ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé

öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé
√
3
2 . Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ îïèñàííîé

âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé,
äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 2
√
3− 3

Ðåøåíèå:

Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.
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Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû 1
2 ,

1
2 è

√
3
2 , îòêóäà ëåãêî

èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
1
4 + 3

4 − 2 · 13−6
√
3

13

2 · 12 ·
√
3
2

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 · 12 ·

3√
13

= 3√
13
.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

3√
13

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
3

2
√
3 + 3

=
3(2
√
3− 3)

3
= 2
√
3− 3

6. (3 áàëëà) Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
|x| < 1 è tg log5 |x| < 0.

Îòâåò:

2 · 5π
2

1 + 5
π
2

Ðåøåíèå:

Äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, à ïîòîìó óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà 2.
Åñëè tg log5 x < 0, çíà÷èò, π(k − 1

2 ) < log5 x < πk äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 5π(k−
1
2 ) < x < 5πk. Òàê êàê

x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî íåïîëîæèòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà îòðèöàòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû (íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0), ðàâíà 5−πn − 5−π(n+

1
2 ) = 5−πn(1− 5−

π
2 ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 5−π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=0

5−πn(1− 5−
π
2 ) =

1− 5−
π
2

1− 5−π
=

1

1 + 5−
π
2
=

5
π
2

1 + 5
π
2
.

Óìíîæàÿ ýòî ÷èñëî íà 2, ïîëó÷àåì îòâåò.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 3.
Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 6, îäíî ðåáðî äëèíû 6
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.

Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
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ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 6. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 6 è CD =
2MACMAD = 6 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,
òðåóãîëüíèêà MABMACMBC òîæå). Òîãäà MADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 3, òî åñòü ðàâíà

3 ·
√

2

3
=
√
6; â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò

2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü 2sqrt3. Êðîìå òîãî, îíè

ïåðïåíäèêóëÿðíû, òàê êàê MADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà MADA

2 =MADX
2 +AX2 = 6 + 12 = 18. Íó à AD = 2MADA = 6

√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ 9y + 3z)(x+ 4y + 2z)(2x+ 12y + 9z) > 1029xyz

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ 9y + 3z)(x+ 4y + 2z) = (x+ 6y)2 + 5z(x+ 6y) + 6z2 + xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(x+ 6y)2 + 5z(x+ 6y) + 6z2

xy
+ 1

)
· 2x+ 12y + 9z

z
> 1029.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è x+6y è áóäåì ñäâèãàòü x è 6y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè x = 6y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî x = 6y ò.å.

(15y + 3z)(10y + 2z)(24y + 9z) > 1029 · 6y2z.

Îáîçíà÷èì t = y/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

18(5t+ 1)2(8t+ 3)− 1029 · 6t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1/2 è ðàâåí 0, ÷òî äîêàçûâà-
åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z = 6 : 1 : 2.)
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