
9 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 8 íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê?

Îòâåò: 16

Ðåøåíèå:

×¼ðíûì öâåòîì íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû âñå òðè âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèÿ óãîëêà èç òð¼õ êëåòîê, ñîäåð-
æàùåãî ëåâóþ âåðõíþþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïðè ýòîì óãîëîê, ñîäåðæàùèé ëåâóþ
íèæíþþ êëåòêó, ðàñïîëîæåí åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì îáðàçîì (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ñåðûì), â òðåòüåì
ñëó÷àå òàêîé óãîëîê ðàçìåñòèòü íå ïîëó÷àåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ýòè äâà óãîëêà îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3. Àíàëîãè÷-
íî îñòàâøèåñÿ øåñòü óãîëêîâ òàêæå îáðàçóþò òðè òàêèõ æå ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàæäûé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ðàçáèâàåòñÿ íà óãîëêè äâóìÿ ñïîñîáàìè, 24 = 16.

2. (2 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè ïî êëåòî÷êàì íàðèñîâàëè òðè ïðÿìîóãîëüíèêà (íå ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòàìè) è
îäèí êâàäðàò QRSC, òàê, ÷òî â èòîãå ïîëó÷èëàñü ôèãóðà, ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå.

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâíà 35 êëåòêàì. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíà ïëîùàäü çàêðàøåí-
íîé ôèãóðû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AP < QR.

Îòâåò: 24 èëè 26.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç èçîáðàæåííûõ îòðåçêîâ èìååò äëèíó íå ìåíüøå 1.
SABCD = AB · BC = 35, îòêóäà ëèáî AB = 5, BC = 7, ëèáî íàîáîðîò AB = 7, BC = 5. (âàðèàíòû 35 × 1 è

1× 35 íå ïîäõîäÿò, òàê êàê AB õîòÿ áû äâå êëåòêè, à BC õîòÿ áû òðè).
Âàðèàíò AB = 7, BC = 5 òàêæå íåâîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî BP = QR > AP , çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå QR = BP >

AB
2 = 7

2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû QR = RS = BC −BR− SC = 5−BR− SC ⩾ 3.
Çíà÷èò, AB = 5 è BC = 7. BP > AP , ñëåäîâàòåëüíî îïÿòü ïîëó÷àåì 2 ñëó÷àÿ: ëèáî BP = 4, AP = 1, ëèáî

BP = 3, AP = 2.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ. BR ̸= AP = 1, èíà÷å ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ êâàä-

ðàòîì; ñ äðóãîé ñòîðîíû, BR + SC = 3, çíà÷èò, BR = 2, SC = 1. Òîãäà ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû ðàâíà
SABCD −BP ·BR−AP · SC = 35− 4 · 2− 1 · 1 = 26.

Âòîðîé ñëó÷àé: BP = 3, AP = 2. Îïÿòü-òàêè, BR ̸= AP ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, BR + SC = 4, çíà÷èò, äëèíà
BR ñîñòàâëÿåò 1 èëè 3 êëåòêè, à SC ñîîòâåòñòâåííî íàîáîðîò, 3 èëè 1. Â ïåðâîì èç âàðèàíòîâ íèæíèé ïðàâûé
ïðÿìîóãîëüíèê îêàçûâàåòñÿ êâàäðàòîì, âî âòîðîì SABCD −BP ·BR−AP · SC = 35− 3 · 3− 2 · 1 = 24.

3. (3 áàëëà) Èç êàðòî÷åê ñ áóêâàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâî ÊÀÐÀÊÀÒÈÖÀ. À ñêîëüêî èç ýòèõ êàðòî÷åê
ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâ (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûõ), â êîòîðûõ áóêâû Ð è Ö ñîñåäíèå?

Îòâåò:
9!

4!
= 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 15120

Ðåøåíèå:

Çàìåíèì ñîñåäíèå áóêâû Ð è Ö íà îäíó áóêâó, íàïðèìåð, íà áóêâó Ù, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê îíè ñòîÿò
ðÿäîì. Òîãäà ó íàñ îñòà¼òñÿ 9 áóêâ, è èç íèõ 4 áóêâû À è 2 áóêâû Ê.

Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû â ýòîì ñëîâå
9!

4! · 2!
. Êðîìå òîãî, áóêâû Ù ìîæåò áûòü

ðàñøèôðîâàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê ÐÖ è êàê ÖÐ, ÷òî äà¼ò íàì óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ñïîñîáîâ åù¼ äâà ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
9!

4!
.
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4. (3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñ óãëîì C = 120◦. Òî÷êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî
èç òî÷êè C íà ñòîðîíó AB; òî÷êè E è F � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè D íà ñòîðîíû AC
è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèê EFC
ðàâíîáåäðåííûé è åãî ïëîùàäü ðàâíà

√
3.

Îòâåò: 16 + 8
√
3

Ðåøåíèå:

Òðåóãîëüíèê EFC ðàâíîáåäðåííûé. Òàê êàê ∠C â í¼ì òóïîé, òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ åãî âåðøèíîé, çíà÷èò EC =
FC. Íî òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ECD è FCD ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå, ñëåäîâàòåëüíî, ED =
FD, òî åñòü òî÷êà D ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà C, îòêóäà òðåóãîëüíèê ABC òàêæå ðàâíîáåäðåííûé.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABC è EFC ïîäîáíû. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ. Âî-ïåðâûõ,
CE : CD = cos∠ACD = 1

2 . Âî-âòîðûõ, CD : AC = cos∠ACD = 1
2 . Çíà÷èò, CE : AC = 1

4 .

Äàëåå,
√
3 = SEFC =

EC · FC · sin∠ACD

2
=

EC2
√
3

4
, îòêóäà EC = 2. Îòñþäà EF = 2EC sin 60◦ = 2

√
3.

Çíà÷èò, PEFC = 4 + 2
√
3, PABC = 4PEFC = 16 + 8

√
3.

5. (3 áàëëà) Äàíû ñòî êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ, âñå ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Îêàçàëîñü,
÷òî ãðàôèêè ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå ÷òî ãðàôèêè âñåõ òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò
îáùóþ òî÷êó.

Ðåøåíèå:

Åñëè ãðàôèêè äâóõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, çíà÷èò, ðàçíîñòü ýòèõ òð¼õ÷ëå-
íîâ èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü, òî åñòü îíà ëèáî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïî óñëîâèþ, òàê êàê
ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû òð¼õ÷ëåíîâ ðàçëè÷íû, ëèáî ïîëíûé êâàäðàò.

Ðàññìîòðèì 3 êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà f , g è h. Ïóñòü f − g = a(x − x1)
2, g − h = b(x − x2)

2. Òîãäà f − h =
a(x− x1)

2 + b(x− x2)
2. Ýòîò òð¼õ÷ëåí òîæå äîëæåí èìåòü åäèíñòâåííûé êîðåíü.

Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x− x1)
2 + b(x− x2)

2 > 0 âî âñåõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà
x1 = x2. Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x − x1)

2 + b(x − x2)
2 > 0 â òî÷êàõ x1 è x2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

ðàçíûõ çíàêîâ, òî åñòü òî÷íî èìååò 2 êîðíÿ (åñëè òîëüêî x1 è x2 îïÿòü æå íå ðàâíû).
Çíà÷èò, x1 = x2 è f − h = (a + b)(x − x1)

2, ò.å. f − h èìååò êîðåíü â òîé æå òî÷êå, ÷òî è f − g è g − h,
ò.å. ãðàôèêè òð¼õ÷ëåíîâ f , g è h èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî h ëþáîé äðóãîé òð¼õ÷ëåí èç
äàííîãî íàáîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî åãî ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç îáùóþ òî÷êó ãðàôèêîâ f è g, çíà÷èò, ãðàôèêè âñåõ
òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

6. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü îäíó èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:
1) Çàìåíèòü èñõîäíîå ÷èñëî íà ðàçíîñòü ÷èñëà, ïîëó÷åííîãî èç íåãî îòáðàñûâàíèåì òð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð è

÷èñëà, ñîñòàâëåííîãî èç åãî òð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð (âîçìîæíî, çàïèñàííîãî â íåïðàâèëüíîé ôîðìå � ñ íóëÿìè â
íà÷àëå; ðàçíîñòü áåð¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ � èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå).

2) Åñëè â èñõîäíîì ÷èñëå åñòü öèôðà, íå ðàâíàÿ 9, èìåþùàÿ äâå ñîñåäíèå öèôðû, áîëüøèå 0, ìîæíî óâåëè-
÷èòü ýòó öèôðó íà 1, à ñîñåäíèå óìåíüøèòü íà 1. Åñëè â ðåçóëüòàòå â ÷èñëå íà ïåðâîì ìåñòå îêàçûâàþòñÿ íóëè,
îíè îòáðàñûâàåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëî çàïèñàíî ÷èñëî èç 98 âîñüì¼ðîê. Â êîíöå îñòàëîñü äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå
èìåííî?

Îòâåò: 88 èëè 94

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñ ÷èñëîì 1000a + b, ãäå b < 1000 âûïîëíèëè ïåðâóþ îïåðàöèþ. Òîãäà îíî ïðåâðàòèëîñü â a − b èëè â
b− a. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñëîæèì ýòè ÷èñëà, âî âòîðîì âû÷òåì � ïîëó÷èòñÿ 1001a, ÷òî äåëèòñÿ íà 91. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íàøåãî ÷èñëà íà 91 áûë ðàâåí x, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íîâîãî ÷èñëà ëèáî 91− x, ëèáî ïî-ïðåæíåìó x.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ îïåðàöèþ. Ïðè å¼ âûïîëíåíèè ê ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ 10n à çàòåì èç íåãî âû÷è-
òàþòñÿ 10n+1 è 10n−1. Â ñóììå èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 91 · 10n−1, òî åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 91 ñîõðàíÿåòñÿ.

Ó èçíà÷àëüíîãî ÷èñëà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 91 áûë ðàâåí 88 (òàê êàê 888 888 = 888 · 1001 äåëèòñÿ íà 91,
à çíà÷èò, ÷èñëî èç 96 âîñüì¼ðîê è äâóõ íóëåé íà êîíöå äåëèòñÿ íà 91. Ñëåäîâàòåëüíî, èòîãîâîå ÷èñëî ìîæåò
äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 91 îñòàòêè 88 èëè 3, à ñðåäè äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ýòî òîëüêî 88 è 94.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáà ÷èñëà ïîëó÷èòü ìîæíî.
Ïðèìåíÿÿ ê ÷èñëó, ñîñòîÿùåìó èç âîñüì¼ðîê, ïåðâóþ îïåðàöèþ äâàæäû, ìû ïðîñòî óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî

âîñüì¼ðîê íà 6. Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ó íàñ ïîÿâèòñÿ êàê ðàç ÷èñëî 88.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü 94, íàì íàäî îñòàíîâèòüñÿ íà ÷åòûðå øàãà ðàíüøå, ò.å. íà ÷èñëå 88 888 888. Èç

íåãî ïîëó÷àåì 88 887 978, çàòåì 88 878 878, çàòåì 88 878 787, çàòåì 88 878 696, çàòåì 88 192 è, íàêîíåö, 94.

7. (4 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî x, y, z, t íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî xyz = 1, y + z + t = 2. Äîêàæèòå,
÷òî x2 + y2 + z2 + t2 ⩾ 3.

Ðåøåíèå:

x2 + y2 + z2 + t2 = x2 +2yz+ y2 − 2yz+ z2 + t2 = x2 + 2
x + (y− z)2 + t2 ⩾ x2 + 2

x ÷òî õîòÿ áû 3 ïî íåðàâåíñòâó
î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ òð¼õ ÷èñåë.
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8. (5 áàëëîâ) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êà A1 âçÿòà òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî òî÷êè A ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AI. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà A1 è öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC; O1 � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî O ñåðåäèíà O1I;
òî÷êè D, E è F � ñåðåäèíû äóã AB, BC è AC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êè D1, E1, F1

� öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB, BC è AC ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïî ëåììå î òðåçóáöå òî÷êè D, E è F � ñåðåäèíû D1I, E1I è F1I ñîîòâåòñòâåííî.
Â òðåóãîëüíèêå A1O1I îòðåçîê AO ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé, çíà÷èò A1O1 = 2AO. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì è äëÿ îñòàëüíûõ ïàð îòðåçêîâ. Òàê êàê OA = OD = OE = OF , ñëåäîâàòåëüíî O1A1 = O1D1 = O1E1 =
O1F1, òî åñòü òî÷êè A1, D1, E1 è F1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ïîñëåäíåãî àáçàöà ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ (ãîìîòåòèþ) ñ öåí-
òðîì â òî÷êå I è êîýôôèöèåíòîì 2.
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9 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 6 íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê?

Îòâåò: 8

Ðåøåíèå:

×¼ðíûì öâåòîì íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû âñå òðè âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèÿ óãîëêà èç òð¼õ êëåòîê, ñîäåð-
æàùåãî ëåâóþ âåðõíþþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïðè ýòîì óãîëîê, ñîäåðæàùèé ëåâóþ
íèæíþþ êëåòêó, ðàñïîëîæåí åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì îáðàçîì (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ñåðûì), â òðåòüåì
ñëó÷àå òàêîé óãîëîê ðàçìåñòèòü íå ïîëó÷àåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ýòè äâà óãîëêà îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3. Àíàëîãè÷-
íî îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå óãîëêà òàêæå îáðàçóþò äâà òàêèõ æå ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàæäûé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ðàçáèâàåòñÿ íà óãîëêè äâóìÿ ñïîñîáàìè, 23 = 8.

2. (2 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè ïî êëåòî÷êàì íàðèñîâàëè òðè ïðÿìîóãîëüíèêà (íå ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòàìè) è
îäèí êâàäðàò QRST , òàê, ÷òî â èòîãå ïîëó÷èëàñü ôèãóðà, ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå. Ñòîðîíû
âñåõ ÷åòûð¼õ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåíüøå 7.

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâíà 33 êëåòêàì. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíà ïëîùàäü çàêðàøåí-
íîé ôèãóðû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî PQ < SC.

Îòâåò: 17, 20 èëè 21.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç èçîáðàæåííûõ îòðåçêîâ èìååò äëèíó íå ìåíüøå 1.
SABCD = AB ·BC = 33, îòêóäà ëèáî AB = 3, BC = 11, ëèáî íàîáîðîò AB = 11, BC = 3. (âàðèàíòû 33× 1 è

1× 33 íå ïîäõîäÿò, òàê êàê AB õîòÿ áû äâå êëåòêè, à BC õîòÿ áû òðè).
Âàðèàíò AB = 11, BC = 3 òàêæå íåâîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî BR = RS = SC = 1, îòêóäà

PQ = SC, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Çíà÷èò, AB = 3 è BC = 11. Îïÿòü ïîëó÷àåì 2 ñëó÷àÿ: ëèáî BP = 2, AP = 1, ëèáî BP = 1, AP = 2.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ. BR = PQ ̸= AP = 1, èíà÷å ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì. BP = QR = 2, ñëåäîâàòåëüíî, BR + SC = 9. Êðîìå òîãî, BR = PQ < SC. Çíà÷èò, ëèáî BR = 3,
SC = 6, ëèáî BR = 4, SC = 5.Òîãäà ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû ðàâíà ëèáî SABCD −BP ·BR − AP · SC =
33− 2 · 3− 1 · 6 = 21, ëèáî SABCD −BP ·BR−AP · SC = 33− 2 · 4− 1 · 5 = 20.

Âòîðîé ñëó÷àé. BR = PQ ̸= AP = 2, èíà÷å ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. BP = QR =
1, ñëåäîâàòåëüíî, BR + SC = 10. Êðîìå òîãî, BR = PQ < SC < 7. çíà÷èò, BR = 4, SC = 6, Òîãäà ïëîùàäü
çàêðàøåííîé ôèãóðû ðàâíà ëèáî SABCD −BP ·BR−AP · SC = 33− 1 · 4− 2 · 6 = 17.

3. (3 áàëëà) Èç êàðòî÷åê ñ áóêâàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâî ÂÎÄÎÏÐÎÂÎÄ. À ñêîëüêî èç ýòèõ êàðòî÷åê
ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâ (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûõ), â êîòîðûõ áóêâû Ð è Ï ñîñåäíèå?

Îòâåò:
9!

4! · 2
=

9 · 8 · 7 · 6 · 5
2

= 7560

Ðåøåíèå:

Çàìåíèì ñîñåäíèå áóêâû Ï è Ð íà îäíó áóêâó, íàïðèìåð, íà áóêâó Ù, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê îíè ñòîÿò
ðÿäîì. Òîãäà ó íàñ îñòà¼òñÿ 9 áóêâ, è èç íèõ 4 áóêâû Î, 2 áóêâû Â è 2 áóêâû Ä.

Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû â ýòîì ñëîâå
9!

4! · 2! · 2!
. Êðîìå òîãî, áóêâû Ù ìîæåò áûòü

ðàñøèôðîâàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê ÏÐ è êàê ÐÏ, ÷òî äà¼ò íàì óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ñïîñîáîâ åù¼ äâà ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
9!

4! · 2
.
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4.( 3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ïëîùàäüþ 12
√
3 è ñ óãëîì C = 120◦ ãðàäóñîâ. Òî÷êà D � îñíîâàíèå

ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè C íà ñòîðîíó AB; òî÷êè E è F � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ
èç òî÷êè D íà ñòîðîíû AC è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà EFC, åñëè
îêàçàëîñü, ÷òî îí ðàâíîáåäðåííûé.

Îòâåò: 2
√
3 + 3

Ðåøåíèå:

Òðåóãîëüíèê EFC ðàâíîáåäðåííûé. Òàê êàê ∠C â í¼ì òóïîé, òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ åãî âåðøèíîé, çíà÷èò EC =
FC. Íî òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ECD è FCD ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå, ñëåäîâàòåëüíî, ED =
FD, òî åñòü òî÷êà D ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà C, îòêóäà òðåóãîëüíèê ABC òàêæå ðàâíîáåäðåííûé.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABC è EFC ïîäîáíû. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ. Âî-ïåðâûõ,
CE : CD = cos∠ACD = 1

2 . Âî-âòîðûõ, CD : AC = cos∠ACD = 1
2 . Çíà÷èò, CE : AC = 1

4 .

Äàëåå, 12
√
3 = SABC =

AC ·BC · sin∠ACD

2
=

AC2
√
3

4
, îòêóäà AC = 4

√
3. Îòñþäà AB = 2AC sin 60◦ = 4

√
3.

Çíà÷èò, PABC = 8
√
3 + 12

√
3, PEFC = 1

4PABC = 2
√
3 + 3.

5. (3 áàëëà) Äàíû ñòî êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ãðàôèêè ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìåþò ðîâíî
îäíó îáùóþ òî÷êó, îäíàêî ãðàôèêè íèêàêèõ òð¼õ èç íèõ îáùåé òî÷êè íå èìåþò. Äîêàæèòå ÷òî êàê ìèíèìóì ó
ïÿòèäåñÿòè èç ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ñîâïàäàþò ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû.

Ðåøåíèå:

Åñëè ãðàôèêè äâóõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, çíà÷èò, ðàçíîñòü ýòèõ òð¼õ÷ëå-
íîâ èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü, òî åñòü îíà ëèáî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ëèáî ïîëíûé êâàäðàò.

Ðàññìîòðèì 3 êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà f , g è h ñ ðàçëè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Èõ ðàçíîñòè íå
ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Ïóñòü f−g = a(x−x1)

2, g−h = b(x−x2)
2. Òîãäà f−h = a(x−x1)

2+b(x−x2)
2.

Ýòîò òð¼õ÷ëåí òîæå äîëæåí èìåòü åäèíñòâåííûé êîðåíü.
Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x− x1)

2 + b(x− x2)
2 > 0 âî âñåõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà

x1 = x2. Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x − x1)
2 + b(x − x2)

2 > 0 â òî÷êàõ x1 è x2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
ðàçíûõ çíàêîâ, òî åñòü òî÷íî èìååò 2 êîðíÿ (åñëè òîëüêî x1 è x2 îïÿòü æå íå ðàâíû).

Çíà÷èò, x1 = x2 è f − h = (a + b)(x − x1)
2, ò.å. f − h èìååò êîðåíü â òîé æå òî÷êå, ÷òî è f − g è g − h, ò.å.

ãðàôèêè òð¼õ÷ëåíîâ f , g è h èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, òàêèõ òð¼õ òð¼õ÷ëåíîâ íå ñóùåñòâóåò, òî åñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñòðàøåãî êîýôôèöèåíòàì òîëüêî

äâà. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû ó ïîëîâèíû òð¼õ÷ëåíîâ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò îäèíàêîâûé.

6. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü îäíó èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:
1) Çàìåíèòü èñõîäíîå ÷èñëî íà ðàçíîñòü ÷èñëà, ïîëó÷åííîãî èç íåãî îòáðàñûâàíèåì ÷åòûð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð

è ÷èñëà, ñîñòàâëåííîãî èç åãî ÷åòûðð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð (âîçìîæíî, çàïèñàííîãî â íåïðàâèëüíîé ôîðìå � ñ
íóëÿìè â íà÷àëå; ðàçíîñòü áåð¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ � èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå).

2) Åñëè â èñõîäíîì ÷èñëå òðè ïîäðÿä èäóùèõ öèôðû a > 0, b < 7 è c > 2 (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå),
ðàçðåøàåòñÿ çàìåíèòü èõ íà öèôðû a − 1, b + 3 è c − 3 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè â ðåçóëüòàòå â ÷èñëå íà ïåðâîì
ìåñòå îêàçûâàþòñÿ íóëè, îíè îòáðàñûâàåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëî çàïèñàíî ÷èñëî èç ñòà ïÿò¼ðîê. Â êîíöå îñòàëîñü äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå èìåííî?

Îòâåò: 80 èëè 66.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñ ÷èñëîì 10000a+ b, ãäå b < 10000 âûïîëíèëè ïåðâóþ îïåðàöèþ. Òîãäà îíî ïðåâðàòèëîñü â a− b èëè â
b−a. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñëîæèì ýòè ÷èñëà, âî âòîðîì âû÷òåì � ïîëó÷èòñÿ 10001a, ÷òî äåëèòñÿ íà 73. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íàøåãî ÷èñëà íà 73 áûë ðàâåí x, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íîâîãî ÷èñëà ëèáî 73− x, ëèáî ïî-ïðåæíåìó x.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ îïåðàöèþ. Ïðè å¼ âûïîëíåíèè ê ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ 3 ·10n à òàêæå èç íåãî âû÷è-
òàþòñÿ 10n+1 è 3 · 10n−1. Â ñóììå èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 73 · 10n−1, òî åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 73 ñîõðàíÿåòñÿ.

Ó èçíà÷àëüíîãî ÷èñëà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 73 áûë ðàâåí 7 (òàê êàê 55 555 555 = 5555 · 10001 äåëèòñÿ íà 73,
à çíà÷èò, ÷èñëî èç ñòà ïÿò¼ðîê è ÷åòûð¼õ íóëåé íà êîíöå äåëèòñÿ íà 73 è íà îñòàòîê âëèÿþò òîëüêî 4 ïîñëåäíèå
öèôðû. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 5555 íà 73 ñîñòàâëÿåò 7. Ñëåäîâàòåëüíî, èòîãîâîå ÷èñëî ìîæåò äàâàòü ïðè
äåëåíèè íà 73 îñòàòêè 7 èëè 66, à ñðåäè äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ýòî òîëüêî 66 è 80.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáà ÷èñëà ïîëó÷èòü ìîæíî.
Ïðèìåíÿÿ ê ÷èñëó, ñîñòîÿùåìó èç ïÿò¼ðîê, ïåðâóþ îïåðàöèþ äâàæäû, ìû ïðîñòî óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî

ïÿò¼ðîê íà 8. Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ó íàñ ïîÿâèòñÿ êàê ðàç ÷èñëî èç äâåíàäöàòè
ïÿò¼ðîê. Èç íåãî åù¼ äâóìÿ îïåðàöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 554 825 554 825, äàëåå ÷èñëî 554 825 547 525.
Ñäåëàâ åù¼ 2 îïåðàöèè â ðàçíûõ ìåñòàõ, ïîëó÷èì 554 824 817 452, îòêóäà ïîëó÷àåì 554 824 816 722.

Òåïåðü ïðèìåíÿåì ïåðâóþ îïåðàöèþ è ïîëó÷àåì 55 475 759. Èç íåãî âòîðîé îïåðàöèåé ïîëó÷àåì 55 475 686,
îòêóäà ïåðâîé îïåðàöèåé ïîëó÷àòñÿ ÷èñëî 139. Èç íåãî âòîðîé îïåðàöèåé ïîëó÷àåòñÿ 66.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü 80, ìû îïÿòü-òàêè ïîëó÷àåì ÷èñëî èç äâåíàäöàòè ïÿò¼ðîê. Èç íåãî ïîëó÷àåì
555 555 554 825, îòêóäà 555 555 554 752, çàòåì 555 555 547 452. Èç ýòîãî ÷èñëà ìû ïîëó÷àåì 555 555 546 722, îòêó-
äà äâóìÿ îïåðàöèÿìè â ðàçíûõ ìåñòàõ ÷èñëà ïîëó÷àåì 555 548 239 422. Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ îïåðàöèþ, ïîëó÷èì
55 545 401, à çàòåì 153. Ïðèìåíèâ ê íåìó åù¼ ðàç âòîðóþ îïåðàöèþ, ïîëó÷èì ÷èñëî 80.

7. (4 áàëëà)

23

Яг
уб
ов
.Р
Ф



Èçâåñòíî, ÷òî x, y, z, t íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî xyz = 2, y+ z+ t = 2
√
2. Äîêàæèòå, ÷òî 2x2 + y2 +

z2 + t2 ≥ 6.

Ðåøåíèå:

2x2 + y2 + z2 + t2 = 2x2 + 2yz + y2 − 2yz + z2 + t2 = 2x2 + 4
x + (y − z)2 + t2 ⩾ 2

(
x2 + 2

x

)
= 2

(
x2 + 1

x + 1
x

)
, à(

x2 + 1
x + 1

x

)
⩾ 3 ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ òð¼õ ÷èñåë.

8. (5 áàëëîâ) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êè A1, B1, C1 âçÿòû
òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ AI, BI è CI ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè A1, B1, C1 è öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AB, ëåæàü íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC; O1 � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî O ñåðåäèíà O1I;
òî÷êà D � ñåðåäèíûà äóãè AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êà D1 � öåíòðû âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB, BC è AC ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ïî ëåììå î òðåçóáöå òî÷êà D � ñåðåäèíà D1I ñîîòâåòñòâåííî.
Â òðåóãîëüíèêå A1O1I îòðåçîê AO ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé, çíà÷èò A1O1 = 2AO. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì è äëÿ îñòàëüíûõ ïàð îòðåçêîâ. Òàê êàê OA = OB = OC = OD, ñëåäîâàòåëüíî O1A1 = O1B1 = O1C1 =
O1D1, òî åñòü òî÷êè A1, B1, C1, D1, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ïîñëåäíåãî àáçàöà ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ (ãîìîòåòèþ) ñ öåí-
òðîì â òî÷êå I è êîýôôèöèåíòîì 2.
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