
 11 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó: { ∣∣ lnx
ln 2

∣∣+ 4x2

15
− 16

15
= 0

ln (x+ 2
3
)

ln 7
+ 12x− 5 = 0

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Ïðè x > 5
12
ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí, à 12x− 5 íåîò-

ðèöàòåëüíî. Ïðè x 6 1
3
ëîãàðèôì íåïîëîæèòåëåí, à 12x − 5 îòðèöàòåëüíî. Çíà÷èò, âñå êîðíè

ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñêîëüêî áû èõ íè áûëî, íàõîäÿòñÿ ìåæäó ÷èñëàìè 1
3
è 5

12
.

Íà ýòîì èíòåðâàëå lnx < 0, ïîýòîìó ïåðâîå óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

lnx

ln 2
=

4x2

15
− 16

15
.

Îíî èìååò íå áîëåå äâóõ êîðíåé, òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à â
ëåâîé âîãíóòàÿ (äîïóñêàþòñÿ ñîîáðàæåíèÿ ãðàôè÷åñêîãî õàðàêòåðà). Ïðè ýòîì îäèí èç êîðíåé
äàííîãî óðàâíåíèÿ áîëüøå 2, òàê êàê ïðè x = 2 ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå ïðàâîé, à, íàïðèìåð, ïðè
x = 1024 íàîáîðîò, ìåíüøå (10 < 4

15
· (10242 − 16)). Ìåíüøèé æå êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí

1
2
. Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííûé ïðîìåæóòîê íè îäèí èõ êîðíåé íå ïîïàäàåò.

Âìåñòî ýòîãî ìîæíî çàìåòèòü, ìåæäó ÷èñëàìè 1
3
è 5

12
. ôóíêöèÿ lnx

ln 2
− 4x2

15
+ 16

15
óáûâàåò (ïðî-

èçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà), à íà ãðàíèöàõ ïðîìåæóòêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îäíîãî çíàêà (ìåíüøå
0), ïîýòîìó êîðíåé ó ôóíêöèè íåò.

2. (2 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå äàíî ñòî åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëåâîìó
âåêòîðó. Ìîæíî ëè âûáðàòü èç íèõ íåñêîëüêî òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà èìååò äëèíó õîòÿ áû 60?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûáðàëè òàêîé íàáîð âåêòîðîâ. Äëèíà ñóììû âåêòîðîâ íå
áîëüøå ñóììû èõ äëèí � çíà÷èò, åñëè ìû âûáðàëè íå áîëüøå 59 âåêòîðîâ, äëèíà èõ ñóììû íå
ìîæåò ïðåâîñõîäèòü 59. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû âûáðàëè õîòÿ áû 60 âåêòîðîâ. Íî òîãäà îñòàëîñü
íå áîëåå 40 âåêòîðîâ, è äëèíà èõ ñóììû íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü 40, à îíà äîëæíà áûòü òàêæå
ðàâíà 60. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, òðåáóåìûé íàáîð âåêòîðîâ âûáðàòü íåëüçÿ.

3. (2 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî tg a è tg b íàòóðàëüíûå, tg (a+ b) öåëîå. Íàéäèòå tg a è tg b.

Îòâåò: 
tg a = 1, tg b = 2
tg a = 1, tg b = 3
tg a = 2, tg b = 1
tg a = 3, tg b = 1
tg a = 2, tg b = 3
tg a = 3, tg b = 2

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì x = tg a è y = tg b. Èç ôîðìóëû òàíãåíñà ñóììû ïîëó÷àåì:

tg (a+ b) =
tg b+ tg a

1− tg a tg b
=

x+ y

1− xy
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû tg (a+ b) áûë öåëûì ÷èñëîì, x+y äîëæíî äåëèòñÿ íà xy−1. Òàê êàê
x è y íàòóðàëüíûå, x+ y è xy − 1 òîæå íàòóðàëüíûå (åñëè òîëüêî xy − 1 6= 0). Ñëåäîâàòåëüíî,
x + y > xy − 1, ò.å. xy − x − y + 1 6 2. Ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì
(x− 1)(y − 1) 6 2.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = 1. Òîãäà äîëæíî y + 1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà y − 1, íî ðàçíîñòü ýòèõ
÷èñåë ðàâíà 2 è òîæå äåëèòñÿ íà y−1. Çíà÷èò, y−1 èëè 1, èëè 2, ò.å. y = 2 èëè y = 3. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ ïîäõîäÿò. Àíàëîãè÷íàÿ ðàçáèðàåì ñëó÷àé y = 1.

Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (x − 1)(y − 1) 6 2 íå ðàâíà 0, çíà÷èò ÷èñëà x − 1 è y − 1 íå
ïðåâîñõîäÿò äâîéêà, ïðè ýòîì äâîéêå ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî îäíî èç íèõ. Ðàçáèðàÿ ñëó÷àè
x = 2, y = 3; x = 3, y = 3 è x = 2, y = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûå äâà íàñ óñòðàèâàþò, à òðåòèé -
íåò.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåòû.

4. (3 áàëëà) Ïðîãðàììà �Âåñ¼ëûé ìíîãî÷ëåí� ìîæåò ïðîèçâîäèòü ñ ìíîãî÷ëåíîì P (x) ñëå-
äóþùèå îïåðàöèè:

1) ïðåâðàùàòü P (x) â xP ′(x), ãäå P ′(x) � ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà P (x);
2) äåëèòü êîýôôèöèåíò ïðè xk íà k äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k;
3) ïðèáàâëÿòü ê èìåþùåìóñÿ ìíîãî÷ëåíó ëþáóþ êîíñòàíòó;
4) óáèðàòü èç ìíîãî÷ëåíà îäíî÷ëåí ñòàðøåé ñòåïåíè.
Ìîæåò ëè îíà çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü èç ìíîãî÷ëåíà x17 + 2x15 + 4x9 + x6 +

4x3 + 2x+ 1 ìíîãî÷ëåí 3x+ 1?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå: Îïåðàöèè 1), 2) èëè 3) íå ìåíÿþò êîýôôèöèåíò ïðè x. Îïåðàöèÿ 4) ìîæåò îñòàâèòü
åãî ïðåæíèì èëè ïðåâðàòèòü â 0. Òàêèì îáðàçîì, èç êîýôôèöèåíòà 2 êîýôôèöèåíò 3 íèêàê íå
ïîëó÷èòü.

5. (4 áàëëà) Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå (íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâèëüíûì òåòðàýäðîì)
ïëîùàäü îñíîâàíèÿâ ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè áîêîâîé ãðàíè. Âûñîòà ïèðàìèäû èìååò
äëèíó 130 ñì.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ (áåñêîíå÷íóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñôåð. Ïóñòü S1 � âïèñàííàÿ ñôåðà
ýòîé ïèðàìèäû. Òîãäà S2 � ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S1; S3 �
ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S2, íå ðàâíàÿ S1 è ò.ä.; Sn+1 � ñôåðà,
êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû Sn, íå ðàâíàÿ Sn−1.

Íàéäèòå ñóììàðíûé îáú¼ì âñåõ ýòèõ ñôåð.

Îòâåò: 8788
2598

π äì3.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì ïëîùàäü îñíîâàíèÿ çà S, âûñîòó ïèðàìèäû çà h, ðàäèóñ ñôåðû S1 çà r.
Òîãäà âûðàçèâ îáú¼ì òåòðàýäðà äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 1

3
· 13S · r = 1

3
Sh, îòêóäà

r = h
13

= 10 ñì.
Òàê êàê ïèðàìèäà ïðàâèëüíàÿ, öåíòðû ñôåð S1 è S2 à òàêæå òî÷êà èõ êàñàíèÿ ëåæàò íà

âûñîòå ïèðàìèäû, à ïëîñêîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñôåð â òî÷êå èõ êàñàíèÿ, ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ
ïèðàìèäû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îòñåêàåò îò èñõîäíîé ïèðàìèäû ïîäîáíóþ åé ïèðàìèäó ñ âûñî-
òîé h− 2r = 110 ñì. Çíà÷èò, ðàäèóñ ñôåðû S2 ñîñòàâëÿåò

11
13
îò ðàäèóñà ñôåðû S1. Àíàëîãè÷íî

ðàäèóñ êàæäîé ñëåäóþùåé ñôåðû ñîñòàâëÿåò 11
13
îò ðàäèóñà ïðåäûäóùåé ñôåðû.

Çíà÷èò, èõ îáú¼ìû ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåð-

âûì ÷ëåíîì 4
3
πr3 è ÷àñòíûì 113

133
. Å¼ ñóììà ðàâíà

4
3
π103

1− 113

133

=
4
3
π1000
866
2197

ñì3 èëè 8788
2598

π äì3.

6. (4 áàëëà) ABCDE � âïèñàííûé ïÿòèóãîëüíèê. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ åãî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè â òî÷êå E. Ïðÿìàÿ BC ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ K è L, ïðè÷¼ì K ëåæèò
íà ëó÷å ED, à L íà ëó÷å EA. P èQ� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
LCD è ACK ñ ω ñîîòâåòñòâåííî (íå ñîâïàäàþùèå ñ L è K). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AQ è PD
ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé EC.

Ðåøåíèå:

Òî÷êè K è L ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèÿõ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ïÿòèóãîëüíèêà, ñëåäîâàòåëüíî, íà-
õîäÿòñÿ ñíàðóæè åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ò.å. îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ïÿòèóãîëüíèêà ëåæèò
âíóòðè îêðóæíîñòè ω.

Ïîñêîëüêó îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω â âåð-
øèíå E, ïåðâàÿ ïåðåâîäèòñÿ âî âòîðóþ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå
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ïåðåâîäèò òî÷êó D â òî÷êó K, à òî÷êó A â òî÷êó L. Çíà÷èò, AD ‖ KL. (Ýòè ðàññóæäåíèÿ
ìîæíî çàìåíèòü ðàññìîòðåíèåì óãëîâ ìåæäó êàñàòåëüíûìè è õîðäàìè).

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé EC è îêðóæíîñòè ω, îòëè÷íóþ îò E, íàçîâ¼ì X. Äîêàæåì, ÷òî
ýòî è åñòü èñêîìàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü Y � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ EC è PD, Z � òî÷êà ïåðåñå÷íèÿ EC è AQ.
∠PXE = ∠PLE, òàê êàê îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó îêðóæíîñòè ω. Äàëåå, ∠PLE =

∠KLE−∠KLP = ∠DAE−∠CLP (ðàâåíñòâî óãëîâ ∠KLE è DAE ñëåäóåò èç ïàðàëëåëüíîñòè
AD è KL). Êðîìå òîãî, ∠CLP = 180◦ − ∠CDP èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà CLPD.

Çíà÷èò, ∠PXE = ∠DAE− (180◦−∠CDP ) = ∠DCE−∠CDY = ∠DY C = ∠PY E. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà Y òàêæå ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ X. Àíàëîãè÷íî Z ñîâïàäàåò
ñ X, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå PD, AQ è EC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-
êàçàòü.

7. (5 áàëëîâ) Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 1 + a + b + c = 2abc.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

ab

1 + a+ b
+

bc

1 + b+ c
+

ca

1 + c+ a
>

3

2
.

Ðåøåíèå:

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: x = 1+ 1
a
, y = 1+ 1

b
, z = 1+ 1

c
. Èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåì

â âèäå: 1
abc

+ 1
ab

+ 1
ac

+ 1
bc
= 2.

Òîãäà xyz = 1 + 1
a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

ab
+ 1

ac
+ 1

bc
+ 1

abc
= 1 + (x+ y + z − 3) + 2 = (x+ y + z).

ab

1 + a+ b
=

1
1
ab

+ 1
a
+ 1

b

=
1

xy − 1
=

z

xyz − z
=

z

x+ y
.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ äâóìÿ äðóãèìè äðîáÿìè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íåðà-
âåíñòâo, êîòîðîå íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ïðèíèìàåò âèä:

z

x+ y
+

y

x+ z
+

x

y + z
>

3

2
.

Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë è äîêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, òàê:
ïóñòü îäíî èç ÷èñåë x, y è z áîëüøå äðóãîãî � íàïðèìåð x > z. Òîãäà çàìåíèì èõ íà x + t è
z − t, òàê, ÷òîáû x > z + t. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáî÷êàõ â ëåâîé ÷àñòè íå èçìåíèòñÿ, à ïåðâîå
è òðåòüå ïðåâðàòÿòñÿ â

z + t

x+ y − t
+

x− t
y + z + t

=
(z + t)(y + z + t) + (x− t)(x+ y − t)

(x+ y − t)(y + z + t)
=
z(y + z) + x(x+ y) + 2t(z + t− x)

(x+ y)(y + z)− t(z + t− x)
>

>
z(y + z) + x(x+ y)

(x+ y)(y + z)
=

z

x+ y
+

x

y + z
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñáëèçèëè äâà ÷èñëà èç òð¼õ ñ ñîõðàíåíèåì èõ ñóììû è óìåíüøèëè ëåâóþ
÷àñòü íåðàâåíñòâà. Äâóìÿ òàêèìè îïåðàöèÿìè ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëà x, y è z ñòàëè
ðàâíû, òîãäà ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà òàêæå ñîâïàäóò. Çíà÷èò, èçíà÷àëüíî ëåâàÿ ÷àñòü
áûëà áîëüøå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

8. (5 áàëëîâ) Â êëåòêàõ òàáëèöû (2k + 1) × (2n + 1), ãäå k 6 n, ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1, 2 è
3, òàê, ÷òî â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 åñòü âñå òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?

Îòâåò: 9kn+ 6n+ 5k + 3.

Ðåøåíèå:

Â õîäå ðåøåíèÿ âñåãäà ïåðâàÿ èç óêàçàííûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà áóäåò ãîðèçîíòàëüíîé,
âòîðàÿ � âåðòèêàëüíîé.

Äîêàæåì äàííóþ îöåíêó èíäóêöèåé ïî k+n. Â êà÷åñòâå áàçû âîçüì¼ì ïîëîñêó (2n+1)× 1.
(ïðè k = 0). Äëÿ íå¼, î÷åâèäíî, ñóììà ÷èñåë íå áîëüøå 6n + 3, ò.å. óòðîåííîãî êîëè÷åñòâà
êëåòîê.
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Òåïåðü äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ëåâûé âåðõíèé êâàäðàò 2 × 2 ïðÿìî-
óãîëüíèêà
(2n+1)×(2k+1). Â í¼ì åñòü êàê ìèíèìóì äâå íå-òðîéêè, è êàê ìèíèìóì îäíà èç íèõ íàõîäèòñÿ
íà ñòîðîíå èëè â óãëó ïðÿìîóãîëüíèêà. Íàçîâ¼ì ýòó êëåòêó îòìå÷åííîé.

Ïåðâûé ñëó÷àé: n > k è îòìå÷åííàÿ êëåòêà íàõîäèòñÿ íà äëèííîé (ãîðèîíòàëüíîé) ñòîðîíå
ïðÿìîóãîëüíèêà (âîçìîæíî, â óãëó). Ðàçîáú¼ì ïðÿìîóãîëüíèê íà òðè ÷àñòè:

1) Ïðÿìîóãîëüíèê 2× 1, ñîäåðæàùèé äàííóþ îòìå÷åííóþ êëåòêó è óãëîâóþ êëåòêó. Â í¼ì
ñóììà ÷èñåë íå áîëåå 2 + 3 = 5, òàê êàê õîòÿ áû â îäíîé èç êëåòîê íàõîäèòñÿ íå òðîéêà.

2) Ïðÿìîóãîëüíèê 2× 2k, íàõîäÿùèéñÿ ïîä ïåðâûì ïðÿìîóãîëüíèêîì. Îí, â ñâîþ î÷åðåäü,
ðàçáèâàåòñÿ íà k êâàäðàòîâ 2× 2, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñóììà íå áîëüøå 9.

3) Îñòàâøèéñÿ ïðÿìîóãîëüíèê (2(n−1)+1)× (2k+1). Ïîñêîëüêó n > k, n−1 > k è ê ýòîìó
ïðÿìîóãîëüíèêó ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â í¼ì ñóììà
÷èñåë íå áîëüøå
9(n− 1)k + 6(n− 1) + 5k − 3 = 9kn+ 6n− 4k − 3.

Îáùàÿ ñóììà ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ íå áîëüøå 5 + 9k + 9kn+ 6n− 4k + 3 = 9kn+ 6n+ 5k + 2.
Âòîðîé ñëó÷àé: n > k è îòìå÷åííàÿ êëåòêà íàõîäèòñÿ íà êîðîòêîé (âåðòèêàëüíîé) ñòîðîíå

ïðÿìîóãîëüíèêà. Ðàçîáú¼ì ïðÿìîóãîëüíèê íà òðè ÷àñòè:
1) Ïðÿìîóãîëüíèê 1× 2, ñîäåðæàùèé äàííóþ îòìå÷åííóþ êëåòêó è óãëîâóþ êëåòêó. Â í¼ì

ñóììà ÷èñåë íå áîëåå 2 + 3 = 5, òàê êàê õîòÿ áû â îäíîé èç êëåòîê íàõîäèòñÿ íå òðîéêà.
2) Ïðÿìîóãîëüíèê 2n×2, íàõîäÿùèéñÿ ñëåâà îò ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Îí, â ñâîþ î÷åðåäü,

ðàçáèâàåòñÿ íà n êâàäðàòîâ 2× 2, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñóììà íå áîëåå 9.
3) Îñòàâøèéñÿ ïðÿìîóãîëüíèê (2n + 1) × (2(k − 1) + 1). Ïîñêîëüêó n > k, íåðàâåíñòâî

n > k − 1 òåì áîëåå âûïîëíÿåòñÿ, è ê ýòîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â í¼ì ñóììà ÷èñåë íå áîëååå 9n(k − 1) + 6n + 5(k − 1) + 3 =
9kn− 3n+ 5k − 2.

Îáùàÿ ñóììà ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå 5 + 9n+ 9kn− 3n+ 5k − 2 = 9kn+ 6n+ 5k + 3.
Íàêîíåö, òðåòèé ñëó÷àé k = n. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòìå÷åííàÿ êëåòêà

íàõîäèòñÿ íà âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà. Ðàçîáú¼ì ïðÿìîóãîëüíèê íà òðè ÷àñòè:
1) Ïðÿìîóãîëüíèê 1× 2, ñîäåðæàùèé äàííóþ îòìå÷åííóþ êëåòêó è óãëîâóþ êëåòêó. Â í¼ì

ñóììà ÷èñåë íå áîëåå 2 + 3 = 5, òàê êàê õîòÿ áû â îäíîé èç êëåòîê íàõîäèòñÿ íå òðîéêà.
2) Ïðÿìîóãîëüíèê 2k×2, íàõîäÿùèéñÿ ñëåâà îò ïåðâîãî ïÿìîóãîëüíèêà. Îí, â ñâîþ î÷åðåäü,

ðàçáèâàåòñÿ íà k êâàäðàòîâ 2× 2, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñóììà íå áîëüøå 9.
3) Îñòàâøèéñÿ ïðÿìîóãîëüíèê (2k + 1) × (2(k − 1) + 1). Òàê êàê k > k − 1 ê ýòîìó ïðÿìî-

óãîëüíèêó òàêæå ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â í¼ì ñóììà
÷èñåë íå ìåíüøå 9k(k − 1) + 6k + 5(k − 1) + 3 = 9k2 + 2k − 2.

5 + 9k + 9k2 + 2k − 29k2 + 11k + 3, ÷òî è òðåáóåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà äîêàçàíà.
Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: n + 1 ãîðèçîíòàëü, èäóùàÿ ÷åðåç îäíó íà÷èíàÿ ñ

âåðõíåé, çàïîëíÿåòñÿ òðîéêàìè. Îñòàâøèåñÿ ãîðèçîíòàëè çàïîëíåíû ÷åðåäóþùèìèñÿ äâîéêàìè
è åäèíèöàìè íà÷èíàÿ ñ äâîéêè.
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11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó: { ∣∣ lnx
ln 3

∣∣+ 9x2

80
− 81/80 = 0

ln (x+ 4
5
)

ln 7
+ 4x− 1 = 0

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

2. (2 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå äàíî äâåñòè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëå-
âîìó âåêòîðó. Ìîæíî ëè âûáðàòü èç íèõ íåñêîëüêî òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà èìååò äëèíó õîòÿ áû
111?

Îòâåò: Íåò.

3. (2 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî tg a è − tg b íàòóðàëüíûå, tg (a− b) öåëîå. Íàéäèòå tg a è tg b.

Îòâåò: 
tg a = 1, tg b = −2
tg a = 1, tg b = −3
tg a = 2, tg b = −1
tg a = 3, tg b = −1
tg a = 2, tg b = −3
tg a = 3, tg b = −2

4. (3 áàëëà) Ïðîãðàììà �Âåñ¼ëûé ìíîãî÷ëåí� ìîæåò ïðîèçâîäèòü ñ ìíîãî÷ëåíîì P (x) ñëå-
äóþùèå îïåðàöèè:

1) ïðåâðàùàòü P (x) â xP ′(x), ãäå P ′(x) � ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà P (x);
2) äåëèòü êîýôôèöèåíò ïðè xk íà k äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k;
3) ïðèáàâëÿòü ê èìåþùåìóñÿ ìíîãî÷ëåíó ëþáóþ êîíñòàíòó;
4) óáèðàòü èç ìíîãî÷ëåíà îäíî÷ëåí ñòàðøåé ñòåïåíè.
Ìîæåò ëè îíà çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü èç ìíîãî÷ëåíà 2x18+2x14+3x10+x6+

4x5 + 3x2 + 4x+ 2 ìíîãî÷ëåí 2x+ 1?

Îòâåò: Íåò.

5. (3 áàëëà) Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå (íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâèëüíûì òåòðàýäðîì)
ïëîùàäü îñíîâàíèÿâ òðè ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè áîêîâîé ãðàíè. Âûñîòà ïèðàìèäû èìååò äëèíó
10 ñì.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ (áåñêîíå÷íóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñôåð. Ïóñòü S1 � âïèñàííàÿ ñôåðà
ýòîé ïèðàìèäû. Òîãäà S2 � ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S1; S3 �
ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S2, íå ðàâíàÿ S1 è ò.ä.; Sn+1 � ñôåðà,
êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû Sn, íå ðàâíàÿ Sn−1.

Íàéäèòå ñóììàðíûé îáú¼ì âñåõ ýòèõ ñôåð.

Îòâåò: 500
183
π cì3.

6. (4 áàëëà) Ïóñòü ω � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êèD, E è F íà ñòîðî-
íàõ BC, CA è AB òàêîâû, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà DEF êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè
ω â âåðøèíå B. P è Q � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà CEF è ADE
ñ ω ñîîòâåòñòâåííî (íå ñîâïàäàþùèå ñ C è A). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå PF è DQ ïåðåñåêàþòñÿ
íà ïðÿìîé BE.

7. (5 áàëëîâ) Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 1 + 2a+ 2b+ 2c = 16abc.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

8ab

1 + 2a+ 2b
+

8bc

1 + 2b+ 2c
+

8ca

1 + 2c+ 2a
> 3.

8. (5 áàëëîâ) Â êëåòêàõ òàáëèöû (2k − 1) × (2n − 1), ãäå k > n, ðàññòàâëåíû ÷èñëà 0, 1 è
2, òàê, ÷òî â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 åñòü âñå òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?

Îòâåò: 5kn− 2n− k.

7

Яг
уб
ов
.Р
Ф



11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó: { ∣∣ lnx
ln 3

∣∣+ 9x2

35
− 36/35 = 0

ln (x+ 5
6
)

ln 5
+ 5x− 1 = 0

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

2. (2 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå äàíî ïÿòüäåñÿò âåêòîðîâ äëèíû 2, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëå-
âîìó âåêòîðó. Ìîæíî ëè âûáðàòü èç íèõ íåñêîëüêî òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà èìååò äëèíó õîòÿ áû
55?

Îòâåò: Íåò.

3. (2 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî ctg a è ctg b íàòóðàëüíûå, tg (a+ b) öåëîå. Íàéäèòå ctg a è ctg b.

Îòâåò: 
ctg a = 1, ctg b = 2
ctg a = 1, ctg b = 3
ctg a = 2, ctg b = 1
ctg a = 3, ctg b = 1
ctg a = 2, ctg b = 3
ctg a = 3, ctg b = 2

4. (3 áàëëà) Ïðîãðàììà �Âåñ¼ëûé ìíîãî÷ëåí� ìîæåò ïðîèçâîäèòü ñ ìíîãî÷ëåíîì P (x) ñëå-
äóþùèå îïåðàöèè:

1) ïðåâðàùàòü P (x) â xP ′(x), ãäå P ′(x) � ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà P (x);
2) äåëèòü êîýôôèöèåíò ïðè xk íà k äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k;
3) ïðèáàâëÿòü ê èìåþùåìóñÿ ìíîãî÷ëåíó ëþáóþ êîíñòàíòó;
4) óáèðàòü èç ìíîãî÷ëåíà îäíî÷ëåí ñòàðøåé ñòåïåíè.
Ìîæåò ëè îíà çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü èç ìíîãî÷ëåíà 4x16+2x13+4x8+5x5+

x4 + 3x3 + 2x+ 3 ìíîãî÷ëåí 5x+ 2?

Îòâåò: Íåò.

5. (3 áàëëà) Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå (íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâèëüíûì òåòðàýäðîì)
ïëîùàäü îñíîâàíèÿâ äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè áîêîâîé ãðàíè. Âûñîòà ïèðàìèäû èìååò äëèíó
50 ñì.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ (áåñêîíå÷íóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñôåð. Ïóñòü S1 � âïèñàííàÿ ñôåðà
ýòîé ïèðàìèäû. Òîãäà S2 � ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S1; S3 �
ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S2, íå ðàâíàÿ S1 è ò.ä.; Sn+1 � ñôåðà,
êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû Sn, íå ðàâíàÿ Sn−1.

Íàéäèòå ñóììàðíûé îáú¼ì âñåõ ýòèõ ñôåð.

Îòâåò: 1000
93
π äì3.

6. (4 áàëëà) ABCDE � âïèñàííûé ïÿòèóãîëüíèê. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ åãî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè â òî÷êå A. Ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ K è L, ïðè÷¼ì K ëåæèò
íà ëó÷å AB, à L íà ëó÷å AE. M è N � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëü-
íèêîâ KCE è BCL ñ ω ñîîòâåòñòâåííî (íå ñîâïàäàþùèå ñ K è L). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå ME
è NB ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AC.

7. (5 áàëëîâ) Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 1 + x + y + z = 2xyz.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

xy

1 + x+ y
+

xz

1 + x+ z
+

yz

1 + z + y
>

3

2
.

8. (5 áàëëîâ) Â êëåòêàõ òàáëèöû (2m + 1) × (2n + 1) ãäå m 6 n, ðàññòàâëåíû ÷èñëà 0, 1 è
2, òàê, ÷òî â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 åñòü âñå òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?

Îòâåò: 3mn+m.
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11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó: { ∣∣ lnx
ln 2

∣∣+ 4x2

35
− 36/35 = 0

ln (x+ 3
4
)

ln 5
+ 3x− 1 = 0

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

2. (2 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå äàíî ñòî âåêòîðîâ äëèíû 2, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëåâîìó
âåêòîðó. Ìîæíî ëè âûáðàòü èç íèõ íåñêîëüêî òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà èìååò äëèíó õîòÿ áû 105?

Îòâåò: Íåò.

3. (2 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî ctg a è − ctg b íàòóðàëüíûå, tg (a− b) öåëîå. Íàéäèòå ctg a è ctg b.

Îòâåò: 
ctg a = 1, ctg b = −2
ctg a = 1, ctg b = −3
ctg a = 2, ctg b = −1
ctg a = 3, ctg b = −1
ctg a = 2, ctg b = −3
ctg a = 3, ctg b = −2

4. (3 áàëëà) Ïðîãðàììà �Âåñ¼ëûé ìíîãî÷ëåí� ìîæåò ïðîèçâîäèòü ñ ìíîãî÷ëåíîì P (x) ñëå-
äóþùèå îïåðàöèè:

1) ïðåâðàùàòü P (x) â xP ′(x), ãäå P ′(x) � ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà P (x);
2) äåëèòü êîýôôèöèåíò ïðè xk íà k äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k;
3) ïðèáàâëÿòü ê èìåþùåìóñÿ ìíîãî÷ëåíó ëþáóþ êîíñòàíòó;
4) óáèðàòü èç ìíîãî÷ëåíà îäíî÷ëåí ñòàðøåé ñòåïåíè.
Ìîæåò ëè îíà çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü èç ìíîãî÷ëåíà 3x19 + 3x16 + x12 −

11x10 + 2x8 − 4x3 + 2x+ 1 ìíîãî÷ëåí 5x− 1?

Îòâåò: Íåò.

5. (3 áàëëà) Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå (íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâèëüíûì òåòðàýäðîì)
ïëîùàäü îñíîâàíèÿ â äâà ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè áîêîâîé ãðàíè. Âûñîòà ïèðàìèäû èìååò äëèíó
70 ñì.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ (áåñêîíå÷íóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñôåð. Ïóñòü S1 � âïèñàííàÿ ñôåðà
ýòîé ïèðàìèäû. Òîãäà S2 � ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S1; S3 �
ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû S2, íå ðàâíàÿ S1 è ò.ä.; Sn+1 � ñôåðà,
êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è ñôåðû Sn, íå ðàâíàÿ Sn−1.

Íàéäèòå ñóììàðíûé îáú¼ì âñåõ ýòèõ ñôåð.

Îòâåò: 686
327
π äì3.

6. (4 áàëëà) Ïóñòü ω � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êè D, E è F íà ñòî-
ðîíàõ BC, CA è AB òàêîâû, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà DEF êàñàåòñÿ îêðóæ-
íîñòè ω â âåðøèíå A. G è H � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
BDE è CDF ñ ω ñîîòâåòñòâåííî (íå ñîâïàäàþùèå ñ B è C). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå GE è HF
ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AD.

7. (5 áàëëîâ) Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 1+2x+2y+2z = 16xyz.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

xy

1 + 2x+ 2y
+

xz

1 + 2x+ 2z
+

yz

1 + 2z + 2y
>

3

8
.

8. (5 áàëëîâ) Â êëåòêàõ òàáëèöû (2m− 1)× (2n− 1), ãäå m > n, ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1, 2 è
3, òàê, ÷òî â ëþáîì êâàäðàòå 2 × 2 åñòü âñå òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Êàêîå íàìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?

Îòâåò: 7mn− 5m− 4n+ 3.
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