
Ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ¾Øêîëêîâî-áàòòë¿

Êàòåãîðèÿ ¾ÏÐÎÔÈ¿, 13 ìàÿ 2018 ãîäà

Êîìáèíàòîðèêà
13 ìàÿ

(3 áàëëà) Âàñÿ âûïèñàë íà äîñêó ÷èñëà 1, 2, . . . , 20, êàæäîå ïî îäíî-

ìó ðàçó. Îí íàçûâàåò ÷åòâåðêó âûïèñàííûõ ÷èñåë êðàñèâîé, åñëè ñóììà

êàêèõ-òî äâóõ ÷èñåë èç ýòîé ÷åòâåðêè ðàâíà 12, à òàêæå ñóììà êàêèõ-òî

äâóõ ÷èñåë èç ýòîé ÷åòâåðêè ðàâíà 28 (òàê, ÷åòâåðêà 1, 11, 17, 20 � êðà-

ñèâàÿ, ïîòîìó ÷òî 1 + 11 = 12 è 11 + 17 = 28). Ñêîëüêî âñåãî êðàñèâûõ

÷åòâåðîê?

(5 áàëëîâ) Îêðóæíîñòü äëèíû 6n ðàçáèòà òî÷êàìè íà n äóã äëèíû 1,

n äóã äëèíû 2 è n äóã äëèíû 3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êîíöû íåêîòîðûõ

äâóõ äóã ïðîõîäèò äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè.

(8 áàëëîâ) Íà ïëîñêîñòè äàíû n > 4 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ

íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëîãðàììîâ

ïëîùàäè 1 ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ íå ïðåâîñõîäèò
n2 − 3n

4
.

(13 áàëëîâ) Äâàäöàòü ìóðàâüåâ æèâóò íà ñòîðîíàõ èêîñàýäðà (ïðà-

âèëüíûé ìíîãîãðàííèê ñ äâàäöàòüþ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè, â êàæäîé

âåðøèíå ñõîäèòñÿ 5 ãðàíåé) ñî ñòîðîíîé 1 ì, ïî îäíîìó ìóðàâüþ íà êàæ-

äîé ãðàíè. Êàæäûé ìóðàâåé ïîëçàåò ïî ðåáðàì ñâîåé ãðàíè ïðîòèâ ÷àñî-

âîé ñòðåëêè. Ñêîðîñòü êàæäîãî ìóðàâüÿ íå ìåíüøå 1 ì/ìèí, íî ïðè ýòîì

íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííà. Òàêæå, åñëè äâà ìóðàâüÿ âñòðå÷àþòñÿ, òî èõ

âñòðå÷à îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò â âåðøèíå èêîñàýäðà. Íàçîâåì êîëëèçè-

åé ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé îäíîâðåìåííî 5 ìóðàâüåâ âñòðåòèëèñü â îäíîé

âåðøèíå. Ìîãóò ëè ìóðàâüè ïîëçàòü ïî èêîñàýäðó òàê, ÷òîáû êîëëèçèé

íèêîãäà íå ñëó÷èëîñü?
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Ãåîìåòðèÿ
13 ìàÿ

(3 áàëëà) Áîêîâûå ñòîðîíû AB è CD òðàïåöèè ABCD ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå P , à å¼ äèàãîíàëè � â òî÷êå Q. Èçâåñòíî, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæ-

íîñòü òðåóãîëüíèêà PBC êàñàåòñÿ ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè. Áèññåêòðèñà

óãëà P ïåðåñåêàåò AD â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî KQ ⊥ AD.

(5 áàëëîâ)Îáîçíà÷èì ÷åðåçO öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-

íèêà ABC. Íà äóãå BC îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BOC îêðóæíî-

ñòè, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó O, âûáðàíà òî÷êà F . Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

òðåóãîëüíèêà BAF âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå P . Îïèñàí-

íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà CAF âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â

òî÷êå Q. Ïðÿìûå BP è CQ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî

ïðÿìûå AK, OF è BC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

(8 áàëëîâ) Äàí íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíàõ

AB è BC íàøëèñü òàêèå òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî AP = PQ =

QC. Êàñàòåëüíàÿ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå

B ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ PQ â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî R ðàâíîóäàëåíà îò

B è öåíòðà I âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê PBQ îêðóæíîñòè.

(13 áàëëîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå H, à M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðå-

óãîëüíèêîâ AHC è A1C1M ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî

ïðÿìûå A1C1, PH è MQ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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Àëãåáðà è Òåîðèÿ ÷èñåë
13 ìàÿ

(3 áàëëà) Ïåòÿ ïðèäóìàë äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c è ñîîáùèë ïðî

íèõ Âàñå, ÷òî a2+ b2+ c2+abc = 5 è a+ b+ c = 3. Ìîæåò ëè Âàñÿ íàçâàòü

÷èñëî, êîòîðîå ðàâíî îäíîìó èç ïðèäóìàííûõ Ïåòåé?

(5 áàëëîâ) Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n) ñóììó öèôð äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñ-

ëà n. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k õîðîøèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîí-

ñòàíòàM(k), ÷òî S(n)
S(nk) < M(k) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Èçâåñòíî, ÷òî

ðàçëè÷íûå ÷èñëà b1, b2, . . . , bm � õîðîøèå. Äîêàæèòå, ÷òî

1

b1
+

1

b2
+ . . . +

1

bm
<

5

2
.

(8 áàëëîâ) Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû p(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò ìíî-

ãî÷ëåí q(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî:

p(1) + p(2) + p(3) + . . . + p(n) = p(n) · q(n).

(13 áàëëîâ)Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Èçâåñòíî, ÷òî {a1, a2, . . . am}�
ìíîæåñòâî ÷èñåë, ìåíüøèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþ-

áîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà m ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà n. Äîêàæèòå,

÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ÷èñëî ak1 + ak2 + . . . + akm äåëèòñÿ íà m.
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Êîò â ìåøêå
13 ìàÿ

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

7x6 − 21x5 + 36x4 − 37x3 + 36x2 − 21x + 7 = ax2(x− 1)2

èìååò íå áîëåå òð¼õ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé?

2. Óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè òðàïåöèè ðàâåí 60◦. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

å¼ áîêîâûõ ñòîðîí íå ìåíüøå áîëüøåãî èç îñíîâàíèé.

3. Ó êîëëåêöèîíåðà åñòü çàìå÷àòåëüíàÿ êîëëåêöèÿ èç n ñòàòóýòîê.

Îí ïðèòâîðÿåòñÿ öåíèòåëåì èñêóññòâà è äåëàåò âèä, ÷òî ðàçëè÷àåò íà

âèä ëþáûå äâå èç íèõ. Íà ñàìîì æå äåëå îí íå ðàçëè÷àåò íèêàêèå äâå.

Íåñìîòðÿ íà ýòî, åìó âàæíî, ÷òîáû ñòàòóýòêè ñòîÿëè íà ïîëêå â îïðåäå-

ë¼ííîì ïîðÿäêå. Åñëè ñòàòóýòêè ñòîÿò â íóæíîì ïîðÿäêå, íàä ïîëêîé ãî-

ðèò çåë¼íàÿ ëàìïî÷êà. Ó íåãî åñòü íåñêîëüêî êíîïîê. Ïðè íàæàòèè êàæ-

äîé êíîïêè ïðîèñõîäèò êàêàÿ-òî ïåðåñòàíîâêà ñòàòóýòîê (êàêàÿ èìåííî,

êîëëåêöèîíåð, åñòåñòâåííî ïîíÿòü íå ìîæåò, ïîòîìó ÷òî îí íå ðàçëè÷àåò

ñòàòóýòêè). Äîêàæèòå, ÷òî êîëëåêöèîíåð ìîæåò ïðîâåðèòü, ñìîæåò ëè

îí, íàæèìàÿ íà êíîïêè, ïîëó÷èòü âñå ïåðåñòàíîâêè.

4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {ai}∞i=1,

÷òî:

1) ak � k-çíà÷íîå ÷èñëî;

2) äëÿ ëþáûõ 1 6 l < k îñòàòîê ÷èñëà ak ïðè äåëåíèè íà al � öåëîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå 100.
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