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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîäÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿùèå èçîäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N . ×òîáû ïî-ëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ð ïðèáàâèòü 2,à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïî íå÷¼òíîé öè�ðå.Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî N? Íàéäèòå âñå âîç-ìîæíûå îòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Öè�ðîé 6.�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ, M = 3N , çíà÷èò, ÷èñëî A =
= M −N = 2N ÷¼òíî. Íî, ïî óñëîâèþ, ÷èñëî A ñîñòàâëåíî èçíå÷åòíûõ öè�ð è äâîéêè. Çíà÷èò, A îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìóâäâîå ìåíüøåå ÷èñëî N îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà 1, ëèáî íà 6.Ïîêàæåì, ÷òî N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1. Åñëè N îêàí-÷èâàåòñÿ íà 1, òî ïðè åãî óäâîåíèè íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà äå-ñÿòêà èç ïîñëåäíåãî â ïðåäïîñëåäíèé ðàçðÿä. Çíà÷èò, ïðåäïî-ñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà A = 2N áóäåò ÷¼òíîé, à îíà äîëæíà áûòüíå÷¼òíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ïàðû ÷èñåë N è M , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, N = 16, M = 48. Áîëåå òîãî, òàêèõïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N îïèñûâàþòñÿòàê: ïåðâàÿ öè�ðà � 1 èëè 2, äàëåå íåñêîëüêî (âîçìîæíî, íîëü)öè�ð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 5 èëè 6, è ïîñëåäíÿÿ öè�ðà 6.9.2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABCñ ãèïîòåíóçîé AB, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷-êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü B1H � âûñîòà òðåóãîëü-íèêà A1B1C1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà H ëåæèò íà áèññåêòðèñå óã-ëà CAB. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ∠A1C1B1 = 45◦. Èìåííî, èç ðàâ-íîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ AB1C1 è BA1C1 èìååì ∠AC1B1 =
= 90◦−1

2 ∠BAC è ∠BC1A1 = 90◦−1
2 ∠ABC, à òîãäà ∠A1C1B1 =

= 180◦ − ∠AC1B1 − ∠BC1A1 = 1
2 (∠BAC + ∠ABC) = 45◦. 3
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
A B

C

A1B1

C1

H�èñ. 1Èòàê, îñòðûé óãîë â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå △B1HC1ðàâåí 45◦; çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìóòî÷êà H ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó B1C1.Íî ýòèì æå ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðè-ñà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AB1C1. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî òî÷-êà H ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà CAB.Çàìå÷àíèå. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðàâåíñòâ ∠B1C1H =
= ∠C1B1H = 45◦ ìîæíî äåéñòâîâàòü è ïî-äðóãîìó. Èìåííî,òðåóãîëüíèêè AB1H è AC1H ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì (AB1 =
= AC1, B1H = C1H) è óãëó ìåæäó íèìè; ïîýòîìó ∠B1AH =
= ∠C1AH.9.3. Ìîæíî ëè ðàçáèòü êëåò÷àòóþ äîñêó 12 × 12 íà óãîëêè èç òð¼õñîñåäíèõ êëåòîê òàê, ÷òîáû êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé èêàæäûé âåðòèêàëüíûé ðÿä êëåòîê äîñêè ïåðåñåêàë îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ? (�ÿä ïåðåñåêàåò óãîëîê, åñëè ñîäåðæèòõîòÿ áû îäíó åãî êëåòêó.) (Ä. Õðàìöîâ)Îòâåò. Íåëüçÿ.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå íàøëîñü.�àññìîòðèì ïåðâóþ è âòîðóþ ñíèçó ãîðèçîíòàëè äîñêè; îáîçíà-÷èì èõ H1 è H2. Êàæäûé óãîëîê íà äîñêå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äâó-ìÿ ñîñåäíèìè ãîðèçîíòàëÿìè. Çíà÷èò, åñëè óãîëîê ïåðåñåêàåòñÿñ H1, òî îí ïåðåñåêàåòñÿ è ñ H2. Òåïåðü, åñëè ãîðèçîíòàëü H2ïåðåñåêàåò êàêîé-òî óãîëîê, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ H1, òî îíà ïå-ðåñåêàåò áîëüøå óãîëêîâ, ÷åì H1, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, âñåóãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè âòîðîé ãîðèçîíòàëÿìè, íåâûõîäÿò çà èõ ïðåäåëû è îáðàçóþò âìåñòå ãîðèçîíòàëüíóþ ïî-ëîñó H ðàçìåðà 2× 12.4
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîäÀíàëîãè÷íî, âñå óãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè âòî-ðîé ñëåâà âåðòèêàëÿìè V1 è V2, îáðàçóþò âìåñòå âåðòèêàëüíóþïîëîñó V ðàçìåðà 12 × 2. Â òàêîì ñëó÷àå âñå óãîëêè, ïåðåñåêà-þùèåñÿ ñ ëåâûì íèæíèì êâàäðàòîì 2 × 2, äîëæíû ëåæàòü êàêâ H, òàê è â V , òî åñòü äîëæíû ëåæàòü â ýòîì êâàäðàòå. Íî òî-ãäà êâàäðàò 2 × 2 äîëæåí ðàçáèòüñÿ íà òð¼õêëåòî÷íûå óãîëêè,÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.9.4. Ïî êðóãó âûïèñàíû 1000 ÷èñåë. Ïåòÿ âû÷èñëèë ìîäóëè ðàçíî-ñòåé ñîñåäíèõ ÷èñåë, Âàñÿ � ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿùèõ÷åðåç îäíî, à Òîëÿ �ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿùèõ ÷åðåç äâà.Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå Ïåòèíî ÷èñëî áîëüøå ëþáîãî Âàñèíîãî õî-òÿ áû âäâîå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå Òîëèíî ÷èñëî íå ìåíüøå ëþ-áîãî Âàñèíîãî. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü v �íàèáîëüøåå èç Âàñèíûõ ÷èñåë, à t�êàêîå-òî èç Òîëèíûõ (ñêàæåì, t = |a − d|, ãäå a, b, c, d�÷åòûðåâûïèñàííûõ ïîäðÿä ÷èñëà). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî t > v.Ñðåäè Ïåòèíûõ ÷èñåë âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî |a − b|; çíà÷èò,
|a− b| > 2v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |b − d|� îäíî èç Âàñèíûõ ÷è-ñåë; çíà÷èò, |b − d| 6 v. Èòàê, t = |a − d| = |(a − b) + (b − d)| >
> |a− b| − |b− d| > 2v − v = v, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.9.5. Íåíóëåâûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî óðàâíåíèå

a(x− a)2 + b(x− b)2 = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî |a| = |b|.(Í. Àãàõàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü |b| 6= |a|. Òîãäà b+a 6= 0, è äàííîåóðàâíåíèå � êâàäðàòíîå: (a+ b)x2 − 2(a2 + b2)x+ (a3 + b3) = 0.Ïðè ýòîì åãî äèñêðèìèíàíò D
4 = (a2 + b2)2 − (a+ b)(a3 + b3) =

= −ab(a− b)2 íå ðàâåí íóëþ, òàê êàê a, b�íåíóëåâûå, è a− b 6=
6= 0. Çíà÷èò, óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ðîâíî îäíî ðåøåíèå.Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè b = −a äàííîå óðàâíåíèå �ëèíåéíîå: −4a2x = 0, è îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0.Åñëè æå a = b, òî äèñêðèìèíàíò îáðàùàåòñÿ â íîëü, è ó óðàâíå-íèÿ òàêæå ðîâíî îäíî ðåøåíèå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà. Åñëè îíè5
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâîáà � ïîëîæèòåëüíûå, òî a(x − a)2 > 0 è b(x − b)2 > 0, îòêóäàñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî a(x−a)2+b(x−b)2 = 0 ìîæåò âûïîëíÿòü-ñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
a(x− a)2 = 0 è b(x− b)2 = 0, òî åñòü x = a è x = b, îòêóäà a = b.Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îáà ÷èñëà � îòðèöà-òåëüíûå (çíàêè íåðàâåíñòâ ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå).Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà èìåþò ðàçíûå çíàêè; áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè, a > 0 è b < 0. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü a = c2, b = −d2,ãäå c > 0 è d > 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé ðàçíîñòè êâàä-ðàòîâ, ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå: 0 = a(x−a)2+ b(x− b)2 =
= c2(x−a)2−d2(x−b)2 = (c(x−a)−d(x−b)) ·(c(x−a)+d(x−b)).Åñëè c 6= d, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ
x1 = ac− bd

c− d = c3 + d3

c− d è x2 = ac+ bd
c+ d = c3 − d3

c+ d (çàìåòèì, ÷òî
|x2| < |x1|, ïîñêîëüêó |c3+ d3| > |c3− d3| è |c− d| < |c+ d|). Çíà-÷èò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è, íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî
c = d, èç êîòîðîãî è ñëåäóåò, ÷òî b = −a.9.6. Òðèäöàòü äåâî÷åê � 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèíèõ ïëà-òüÿõ� âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé ¼ëêè. Âïîñëåäñòâèèêàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè å¼ ñîñåäêà ñïðàâà â ñèíåìïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå è òîëüêî òå äå-âî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â ïëàòüÿõ îäíîãî öâå-òà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèòü óòâåðäèòåëüíî?(�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. 17.�åøåíèå. �àññìîòðèì ëþáóþ äåâî÷êó. Öâåòà ïëàòüåâ å¼ñîñåäîê ñëåâà è ñïðàâà ìîãëè áûòü òàêèìè: ñèíèé�ñèíèé, ñèíèé�êðàñíûé, êðàñíûé�ñèíèé, êðàñíûé�êðàñíûé. Äåâî÷êà îòâåòèëà¾äà¿ ðîâíî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ; çíà÷èò, îíà ñêàçàëà ¾äà¿ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ ñîñåäêà ñëåâà áûëà â ñèíåì ïëàòüå.Èòàê, ïîñêîëüêó ðîâíî ó 17 äåâî÷åê ñîñåäêà ñëåâà áûëà âñèíåì ïëàòüå, òî è îòâåò ¾äà¿ ïðîçâó÷àë 17 ðàç.Çàìå÷àíèå. Èìåþòñÿ äðóãèå (áîëåå ñëîæíûå) îáîñíîâàíèÿòîãî, ÷òî â õîðîâîäå ðîâíî 17 äåâî÷åê, îòâåòèâøèõ ¾äà¿.9.7. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AC îñòðîóãîëüíîãî òðå-óãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è BC â òî÷êàõ B1 è B26
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîäñîîòâåòñòâåííî, à ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AB ïå-ðåñåêàåò ïðÿìûå AC è BC â òî÷êàõ C1 è C2 ñîîòâåòñòâåííî.Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BB1B2 è CC1C2ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè,îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.(Ë. Åìåëüÿíîâ)
A

B C

B1

B2

C1

C2

P

Q

O

ωb

ωc�èñ. 2
�åøåíèå. Ïóñòü O�öåíòðîêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëîòðåóãîëüíèêà ABC. Ïîêàæåìñíà÷àëà, ÷òî ïðÿìàÿ OB êàñà-åòñÿ îêðóæíîñòè ωb, îïèñàííîéîêîëî òðåóãîëüíèêà BB1B2.Ïóñòü AB < BC; òîãäà ñå-ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòî-ðîíå AC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BCâ òî÷êå B2, à ïðîäîëæåíèå ñòî-ðîíû AB çà òî÷êó B � â òî÷êå B1 (ñì. ðèñ. 2). Èìååì ∠B2B1A =

= ∠OB1A = 90◦ − ∠A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâíîáåäðåííî-ãî òðåóãîëüíèêà BOC ïîëó÷àåì ∠B2BO = ∠CBO = 90◦ −
− 1

2 ∠BOC = 90◦−∠A. Òàêèì îáðàçîì, âïèñàííûé óãîë ∠B2B1Bðàâåí óãëó ìåæäó ñåêóùåé BB2 è ïðÿìîé OB. Èç îáðàòíîé òåî-ðåìû îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé ñëåäóåò, ÷òî OBêàñàåòñÿ ωb. Åñëè AB > BC, òî ïðîõîäèò òî æå ðàññóæäåíèå ñçàìåíîé òî÷êè A íà C è íàîáîðîò.Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ OC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ωc, îïèñàí-íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CC1C2. Òåïåðü íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òîïðÿìàÿ OP ïðîõîäèò ÷åðåç Q. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, è ïðÿ-ìàÿ OP ïåðåñåêàåò ωb è ωc â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Qb è Qc. Òîãäàïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ ñåêóùèõ èìååì OQb ·OP =
= OB2 = OC2 = OQc · OP , îòêóäà OQb = OQc; íàêîíåö, ïî-ñêîëüêó òî÷êè Qb è Qc ëåæàò ïî òó æå ñòîðîíó îò O, ÷òî è P ,ïîëó÷àåì Qb = Qc, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ íåîñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà óòâåð-æäåíèå çàäà÷è òàêæå âåðíî. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî îêðóæíîñòè,îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ B1B2B è C1C2C íå âñåãäà ïå-7
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâðåñåêàþòñÿ (äàæå â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå). Â ýòîì ñëó-÷àå óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñîõðàíèò ñèëó, åñëè çàìåíèòü çàìåíèòüïðÿìóþ PQ íà ðàäèêàëüíóþ îñü îêðóæíîñòåé ωb è ωc.Çàìå÷àíèå 2. Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî íà ïðÿ-ìîé PQ (èëè íà ðàäèêàëüíîé îñè ωb è ωc) ëåæèò âåðøèíà A.9.8. Â êëåòêàõ äîñêè 8 × 8 ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1 è −1 (â êàæäîéêëåòêå � ïî îäíîìó ÷èñëó). �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàñïîëî-æåíèÿ �èãóðêè íà äîñêå (�èãóðêó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü,íî å¼ êëåòêè íå äîëæíû âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè). Íàçîâ¼ìòàêîå ðàñïîëîæåíèå íåóäà÷íûì, åñëè ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ÷å-òûð¼õ êëåòêàõ �èãóðêè, íå ðàâíà 0. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîç-ìîæíîå ÷èñëî íåóäà÷íûõ ðàñïîëîæåíèé. (Ì. Àíòèïîâ)
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+
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+
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+
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−
−
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�èñ. 3
Îòâåò. 36.�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîì¾êðåñòå¿ èç ïÿòè êëåòîê äîñêè íàéä¼ò-ñÿ õîòÿ áû îäíî íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; ïóñòü â êðàé-íèõ êëåòêàõ êðåñòà ñòîÿò ÷èñëà a, b, c, d,à â öåíòðàëüíîé � e; îáîçíà÷èì ÷åðåç Sñóììó âñåõ ýòèõ ïÿòè ÷èñåë. Òîãäà ïî íà-øåìó ïðåäïîëîæåíèþ S − a = S − b = S − c = S − d = 0, îòêóäà

a = b = c = d. Çíà÷èò, S − a = e+ 3a = 0, òî åñòü e = −3a = ±3,÷òî íåâîçìîæíî.Èòàê, â êàæäîì èç 36 ¾êðåñòîâ¿ (ñ öåíòðàìè âî âñåõ íåêðàé-íèõ êëåòêàõ) åñòü íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå �èãóðêè. ßñíî, ÷òîêàæäîå ðàñïîëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîì êðåñòå;ïîýòîìó òàêèõ ðàñïîëîæåíèé íå ìåíüøå 36.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïðèìåð ðàññòàíîâêè,ïðè êîòîðîé êîëè÷åñòâî íåóäà÷íûõ ðàñïîëîæåíèé ðàâíî 36 (âêàæäîé êëåòêå óêàçàí çíàê ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà). Äåéñòâè-òåëüíî, â ëþáîì êðåñòå íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå ðîâíî îäíî, àâñå ðàñïîëîæåíèÿ, ïðèëåãàþùèå äëèííîé ñòîðîíîé ê ãðàíèöåäîñêè � óäà÷íû.
8
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä10 êëàññ10.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿùèå èçîäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N . ×òîáû ïî-ëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ð ïðèáàâèòü 2,à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïî íå÷¼òíîé öè�ðå.Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî N? Íàéäèòå âñå âîç-ìîæíûå îòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Öè�ðîé 6.�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ, M = 3N , çíà÷èò, ÷èñëî A =
= M −N = 2N ÷¼òíî. Íî, ïî óñëîâèþ, ÷èñëî A ñîñòàâëåíî èçíå÷åòíûõ öè�ð è äâîéêè. Çíà÷èò, A îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìóâäâîå ìåíüøåå ÷èñëî N îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà 1, ëèáî íà 6.Ïîêàæåì, ÷òî N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1. Åñëè N îêàí-÷èâàåòñÿ íà 1, òî ïðè åãî óäâîåíèè íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà äå-ñÿòêà èç ïîñëåäíåãî â ïðåäïîñëåäíèé ðàçðÿä. Çíà÷èò, ïðåäïî-ñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà A = 2N áóäåò ÷¼òíîé, à îíà äîëæíà áûòüíå÷¼òíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ïàðû ÷èñåë N è M , î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü âóñëîâèè, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, N = 16, M = 48. Áîëåå òîãî,òàêèõ ïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N îïèñû-âàþòñÿ òàê: ïåðâàÿ öè�ðà � 1 èëè 2, äàëåå íåñêîëüêî (âîçìîæ-íî, íîëü) öè�ð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 5 èëè 6, è ïîñëåäíÿÿöè�ðà 6.10.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1è CC1. Îêðóæíîñòü Ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ïå-ðåñåêàåò ïðÿìóþ A1C1 â òî÷êàõ A′ è C ′. Êàñàòåëüíûå ê Ω, ïðî-âåä¼ííûå â òî÷êàõ A′ è C ′, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B′. Äîêàæèòå,÷òî ïðÿìàÿ BB′ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè Ω.(Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè Ω. Òàê êàê B′A′ =
= B′C ′ (êàê îòðåçêè êàñàòåëüíûõ), òî OB′ � ñåðåäèííûé ïåð-ïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AC. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïåðü äîñòà-òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà B ëåæèò íà ýòîì æå ïåðïåíäèêóëÿ-ðå, òî åñòü BO ⊥ A1C1.Èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà CBO ïîëó÷àåì ∠CBO =9
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
= 1

2 (180
◦ − ∠COB) (ñì. ðèñ. 4). Ïî òåîðåìå î öåíòðàëüíîì èâïèñàííîì óãëå ∠BOC = 2∠BAC, ïîýòîìó ∠CBO = 1

2 (180
◦ −

− 2∠BAC) = 90◦ − ∠BAC. Äàëåå, òàê êàê òî÷êè A,C,A1, C1ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñ äèàìåòðîì AC), òî ∠BA1C1 =
= ∠BAC. Îòñþäà ∠CBO+∠BA1C1 = 90◦, òî åñòü OB ⊥ A1C1.

O

A

B

C

A1
C1

A′

C ′

B′

Ω�èñ. 4
10.3. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà

P (x), Q(x) è R(x) ñ ïîëîæèòåëüíûìèñòàðøèìè êîý��èöèåíòàìè, èìåþùèåïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü,÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ-÷ëåíà R(x) â ìíîãî÷ëåí P (x) + Q(x)ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Àíàëî-ãè÷íî, ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ-÷ëåíà P (x) â ìíîãî÷ëåí Q(x) + R(x)ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ, à òàêæåïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â ìíîãî÷ëåí P (x)+R(x)ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ÷èñëà: ñóììàêîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x), ñóììà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) è ñóììàêîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x) ðàâíû ìåæäó ñîáîé. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Âî âñåõ ðåøåíèÿõ ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëå-äóþùèõ îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü p1 è p2, q1 è q2, r1 è r2� ñîîòâåò-ñòâåííî ïàðû êîðíåé òð¼õ÷ëåíîâ P (x), Q(x) è R(x). Ïîëîæèì
p = p1 + p2

2 , q = q1 + q2
2 , r = r1 + r2

2 è çàìåòèì, ÷òî p, q è r �àáñöèññû âåðøèí ïàðàáîë, èçîáðàæàþùèõ �óíêöèè y = P (x),
y = Q(x), y = R(x) ñîîòâåòñòâåííî.Ïåðâîå ðåøåíèå. �àññìîòðèì òð¼õ÷ëåí S(x) = P (x) +
+Q(x)+R(x). Åãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ r1 è r2 ñîâïàäàþò ñî çíà÷å-íèÿìè â ýòèõ æå òî÷êàõ òð¼õ÷ëåíà P (x)+Q(x), òàê êàê R(r1) =
= R(r2) = 0. Çíà÷èò, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî S(r1) = S(r2). Àíà-ëîãè÷íî, S(p1) = S(p2) è S(q1) = S(q2). Íî êâàäðàòè÷íàÿ �óíê-öèÿ ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ òîëüêî òîãäà,êîãäà ýòè òî÷êè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî àáñöèññû âåðøèíûèçîáðàæàþùåé å¼ ïàðàáîëû. Çíà÷èò, ïàðû òî÷åê r1 è r2, q1 è q2,
r1 è r2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå òî÷êè � àáñ-10
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîäöèññû x = s âåðøèíû ïàðàáîëû y = S(x). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
p = q = r = s.Âòîðîå ðåøåíèå. Ìû îïÿòü æå èñïîëüçóåì òîò �àêò, ÷òîêâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõòî÷êàõ òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè òî÷êè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-íî àáñöèññû âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàáîëû. Óñëîâèå çà-äà÷è òåïåðü ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:âåðøèíû ïàðàáîë y = P (x) + Q(x) è y = R(x) èìåþò îäèíà-êîâóþ àáñöèññó r; âåðøèíû ïàðàáîë y = Q(x)+R(x) è y = P (x)èìåþò îäèíàêîâóþ àáñöèññó p; âåðøèíû ïàðàáîë y = R(x)+P (x)è y = Q(x) èìåþò îäèíàêîâóþ àáñöèññó q.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p > q > r.Òîãäà �óíêöèÿ y = P (x)+Q(x) íà ïðîìåæóòêå (−∞, q) óáûâàåò,à íà ïðîìåæóòêå (p,+∞) âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, àáñöèññà âåðøèíûïàðàáîëû y = P (x)+Q(x) ëåæèò íà îòðåçêå [q, p]. Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, îíà ñîâïàäàåò ñ r. Çíà÷èò, r = q. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåò-ñÿ, ÷òî p = q.Òðåòüå ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) = apx

2 + bpx + cp è, àíàëî-ãè÷íî, Q(x) = aqx
2 + bqx+ cq , R(x) = arx

2 + brx+ cr. Ïî óñëî-âèþ (apr
2
1
+ bpr1 + cp) + (aqr

2
1
+ bqr1 + cq) = (apr

2
2
+ bpr2 + cp) +

+ (aqr
2
2
+ bqr2 + cq), ÷òî ýêâèâàëåíòíî (ap + aq)(r1 − r2)(r1 +

+ r2) + (bp + bq)(r1 − r2) = 0. Ñîêðàùàÿ íà r1 − r2 6= 0, èìå-åì (ap + aq)(r1 + r2) + (bp + bq) = 0. Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì
(aq +ar)(p1+ p2)+ (bq + br) = 0, (ar+ap)(q1+ q2)+ (br+ bp) = 0.Ñ ó÷åòîì òåîðåìû Âèåòà (r1 + r2 = − br

ar
, p1 + p2 = −

bp
ap
,

q1 + q2 = −
bq
aq
) èìååì ñèñòåìó



















br
ar

=
bp + bq
ap + aq

bp
ap

=
bq + br
aq + ar

bq
aq

=
br + bp
ar + apÏåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó br

ar
=

=
bp + bq + br
ap + aq + ar

. Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî11
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâçíà÷åíèÿ bp
ap

è bq
aq

òàêæå ðàâíû bp + bq + br
ap + aq + ar

. Ýòî, îïÿòü æå, èîçíà÷àåò, ÷òî p = q = r = 2
bp + bq + br
ap + aq + ar

.Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ñòàðøèõ êîý��èöè-åíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ P (x), Q(x), R(x) ñóùåñòâåííî, òàê êàê èíà÷åñóììû P (x) + Q(x), P (x) + Q(x) + R(x) è ò.ï. ìîãëè îêàçàòüñÿëèíåéíûìè èëè ïîñòîÿííûìè �óíêöèÿìè.10.4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . . òàê, ÷òîáûïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ïîä-ìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013? (�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. Íåëüçÿ.Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Ak áîëüøèì, åñëè îíî ñîäåð-æèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàé-äóòñÿ n áîëüøèõ ìíîæåñòâ, èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ðàñ-ñìîòðèì ìíîæåñòâî Ak1 , ñîäåðæàùåå åäèíèöó; ñóììà ÷èñåë âí¼ì ðàâíà k1+2013 > 1, çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò åù¼ õîòÿ áû îäíî÷èñëî, òî åñòü îíî áîëüøîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãîïåðåõîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå íàøëè áîëüøèå ìíîæåñòâà
Ak1 , . . . , Akn , ãäå k1 < . . . < kn. Òîãäà ÷èñëî kn+2013 íå ëåæèò âìíîæåñòâå Akn (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íå áûëî áûáîëüøèì). Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ëåæèò â êàêîì-òî äðóãîì ìíîæå-ñòâå Akn+1

, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîì ðàâíà kn+1+2013 > kn+2013;ïîýòîìó îíî òàêæå áîëüøîå, è kn+1 > kn.Ïóñòü k1 < k2 < . . . < k2014 �íîìåðà íåêîòîðûõ 2014 áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak2014 . Â èõîáúåäèíåíèè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k2014+2014 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî d > k2014 + 2014. Íî ýòî ÷èñëî díå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç ìíîæåñòâ Ak1 , . . . , Ak2014 , èáîñóììà â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå d. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü æå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak � ïîäìíî-æåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , k + 2013}, òàê êàê ñóììà ÷èñåë âêàæäîì èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò k + 2013. Äëÿ êàæäîãî íîìåðà12
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä
k ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Bk = {1, 2, . . . , k + 2013} \ (A1 ∪ A2 ∪
∪ . . . ∪Ak). �àññìîòðèì ïåðåõîä îò Bk ê Bk+1: ê ìíîæåñòâó Bkäîáàâëÿåòñÿ îäíî ÷èñëî k + 2014, è óáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî Ak+1ñ ñóììîé ÷èñåë k+2014. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ÷èñåë â ìíîæå-ñòâàõ Bk è Bk+1 îäíà è òà æå. Çíà÷èò, ñóììà ÷èñåë â êàæäîìèç ìíîæåñòâ Bk ðàâíà S = 1+ 2+ . . .+2013 (ýòî ñóììà ÷èñåë âìíîæåñòâå B1).�àññìîòðèì òåïåðü íîìåð N òàêîé, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë
1, 2, . . . , S ïîïàëî â îäíî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN . Òîãäà ìíî-æåñòâî BN íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ÷èñåë 1, 2, . . . , S. Ýòî ïðî-òèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñóììà ÷èñåë ìíîæåñòâà BN ðàâíà S.10.5. Òðèäöàòü äåâî÷åê � 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèíèõ ïëà-òüÿõ� âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé ¼ëêè. Âïîñëåäñòâèèêàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè å¼ ñîñåäêà ñïðàâà â ñèíåìïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå è òîëüêî òå äå-âî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â ïëàòüÿõ îäíîãî öâå-òà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèòü óòâåðäèòåëüíî?(�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. 17.�åøåíèå. �àññìîòðèì ëþáóþ äåâî÷êó. Öâåòà ïëàòüåâ å¼ñîñåäîê ñëåâà è ñïðàâà ìîãëè áûòü òàêèìè: ñèíèé�ñèíèé, ñèíèé�êðàñíûé, êðàñíûé�ñèíèé, êðàñíûé�êðàñíûé. Äåâî÷êà îòâåòèëà¾äà¿ ðîâíî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ; çíà÷èò, îíà ñêàçàëà ¾äà¿ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ ñîñåäêà ñëåâà áûëà â ñèíåì ïëàòüå.Èòàê, ïîñêîëüêó ðîâíî ó 17 äåâî÷åê ñîñåäêà ñëåâà áûëà âñèíåì ïëàòüå, òî è îòâåò ¾äà¿ ïðîçâó÷àë 17 ðàç.Çàìå÷àíèå. Èìåþòñÿ äðóãèå (áîëåå ñëîæíûå) îáîñíîâàíèÿòîãî, ÷òî â õîðîâîäå ðîâíî 17 äåâî÷åê, îòâåòèâøèõ ¾äà¿.10.6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c, ãäå c > 2, òàêîâû, ÷òî 1

a
+

1

b
=

1

c
.Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a+ c, b+ c� ñîñòàâíîå.(Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ÷èñåë da = ÍÎÄ(a, c) è db = ÍÎÄ(b, c) áîëüøå 1. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè, íàïðèìåð, da > 1, òî a+c äåëèòñÿ íà da è a+c > da, çíà÷èò,

a+ c� ñîñòàâíîå ÷èñëî. 13
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÈç ðàâåíñòâà 1

a
+

1

b
=

1

c
ñëåäóåò c(a + b) = ab, çíà÷èò, abäåëèòñÿ íà c. Íî òîãäà, åñëè da = db = 1, òî è c = 1, ÷òî íåâîç-ìîæíî ïî óñëîâèþ. Èòàê, îäíî èç ÷èñåë da è db áîëüøå 1, ÷òî èòðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàòóðàëüíûå a, b, c óäîâëå-òâîðÿþò ðàâåíñòâó 1/a+1/b = 1/c, òî ÷èñëî a+ b òàêæå ñîñòàâ-íîå.10.7. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåäåíû òðèîáùèå êàñàòåëüíûå � äâå âíåøíèå, a è b, è îäíà âíóòðåííÿÿ, c.Ïðÿìûå a, b è c êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω1 â òî÷êàõ A1, B1 è C1ñîîòâåòñòâåííî, à îêðóæíîñòè ω2� â òî÷êàõ A2, B2 è C2 ñîîò-âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ

A1B1C1 è A2B2C2 ðàâíî îòíîøåíèþ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé ω1è ω2. (Ë. Åìåëüÿíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü r1 è r2 �ðàäèóñû îêðóæíîñòåé
ω1 è ω2 ñîîòâåòñòâåííî, à O1 è O2 �èõ öåíòðû. Åñëè r1 = r2,òî òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíîòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O1O2 è C1C2, è èõ ïëîùàäè ðàâíû.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1 6= r2; ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè r1 <
< r2. Òîãäà ëó÷è A2A1 è B2B1 ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷-êå S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé c ñ ïðÿ-ìûìè a è b ñîîòâåòñòâåííî. Ìû äîêàæåì, ÷òî 1) A1B1

A2B2
= r1

r2
, è2) âûñîòû h1 è h2 òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A2B2C2, ïðîâåä¼í-íûå èç âåðøèí C1 è C2 ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû. Îòñþäà áóäåòñëåäîâàòü, ÷òî SA1B1C1

SA2B2C2

=
A1B1 · h1/2
A2B2 · h2/2

= r1
r2
, ÷òî è òðåáóåòñÿ.1) Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè SA1O1 è SA2O2 ïîäîáíû,çíà÷èò, SA1

SA2
= r1

r2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíè-êè SA1B1 è SA2B2 ïîäîáíû ñ êîý��èöèåíòîì r1/r2, îòêóäà èñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.2) Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè òî÷åê B1, C1, B2, C2, P è Q íà ëè-íèþ öåíòðîâ O1O2 ÷åðåç B′

1
, C ′

1
, B′

2
, C ′

2
, P ′ è Q′ ñîîòâåòñòâåííî(ïðîåêöèÿìè òî÷åê A1 è A2 íà O1O2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ B′

1
è B′

2
).14
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P

Q

P ′

Q′

c

a

b

ω1

ω2

�èñ. 5Çàìåòèì, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ B′

1
C ′

1
è B′

2
C ′

2
ðàâíû h1 è h2 ñîîò-âåòñòâåííî.Èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê ω1 èìååì SP + PQ−

− SQ = (SA1 + PA1) + (PC1 +QC1)− (SB1 +QB1) = 2PA1 =
= 2PC1. Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê ω2ïîëó÷àåì SP +PQ−SQ = (SA2−PA2)+(PC2+QC2)− (SB2−
− QB2) = 2QB2 = 2QC2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî PA1 = PC1 =
= QB2 = QC2.Ïóñòü ïðÿìàÿ c ïåðåñåêàåò O1O2 â òî÷êå M . Ïîëîæèì α =
= ∠PSM = ∠QSM , β = ∠SMP = ∠O2MQ. Èìååì B′

1
C ′

1
=

= B′

1
P ′+P ′C ′

1
= A1P cosα+PC1 cos β = B2Q cosα+QC2 cosβ =

= B′

2
Q′+Q′C ′

2
= B′

2
C ′

2
, òî åñòü B′

1
C ′

1
= B′

2
C ′

2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

A1

B1

C1

A2

B2
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O1

O2S

A0

B0

C0

ℓ�èñ. 6Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè 1) ìîæíî âîñïîëü-çîâàòüñÿ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå S. 15
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ×àñòü 2) ìîæíî äîêàçûâàòü è ïî-äðóãîìó. Äîñòàòî÷íî äî-êàçàòü, ÷òî ñåðåäèíû A0, B0 è C0 îòðåçêîâ A1A2, B1B2 è C1C2ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ℓ (ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëü-íîé îñüþ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, ñì. ðèñ. 6). Äåéñòâèòåëüíî,òîãäà ℓ ⊥ O1O2, è òî÷êè B′

1
, C ′

1
áóäóò ñèììåòðè÷íû ñîîòâåò-ñòâåííî òî÷êàì B′

2
è C ′

2
îòíîñèòåëüíî ℓ, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò

B′

1
C ′

1
= B′

2
C ′

2
.Óñëîâèå A0C0 ⊥ O1O2 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó O1A

2
0
−

− O2A
2
0

= O1C
2
0
− O2C

2
0
, èëè (r2

1
+ A1A

2
0
) − (r2

2
+ A2A

2
0
) =

= (r2
1
+ C1C

2
0
) − (r2

2
+ C2C

2
0
). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàêêàê A1A0 = A2A0 è C1C0 = C2C0. Àíàëîãè÷íî B0C0 ⊥ O1O2,÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî A0, B0 è C0 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåí-äèêóëÿðíîé O1O2.Âòîðîå ðåøåíèå. Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ òåõ æå îáîçíà÷å-íèé, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ïîëü-çîâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè A1B1

A2B2
= r1

r2
è PC2 = QC1, äîêàçàííûìèâûøå.�àâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè O1A1C1 è PA2C2 ïîäîáíû,ïîñêîëüêó ∠A1O1C1 = 180◦ − ∠A1PC1 = ∠A2PC2. Îòñþäà

A1C1

A2C2
= r1

PC2
. Àíàëîãè÷íî, èç ïîäîáèÿ △O2B2C2 ∼ △QB1C1âûòåêàåò, ÷òî B1C1

B2C2
= QC1

r2
.Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ A1B1

A2B2
= r1

r2
è PC2 = QC1 èìååì

SA1B1C1

SA2B2C2

=

(

A1B1 · B1C1 ·A1C1

4r1

)

:

(

A2B2 ·B2C2 · A2C2

4r2

)

=

=
A1B1

A2B2

·
B1C1

B2C2

·
A1C1

A2C2

·
r2
r1

=
r1
r2

·
QC1

r2
·

r1
PC2

·
r2
r1

=
r1
r2

,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè a,
b, c � äâå âíóòðåííèõ è îäíà âíåøíÿÿ îáùèå êàñàòåëüíûå.10.8. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 2013 îòìå÷åíû 2013 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼íà ðàâíûå äóãè. Â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ñòîèò �èøêà. Íà-çîâ¼ì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè äëèíó ìåíüøåé äóãèìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ìîæíî ïåðå-ñòàâèòü �èøêè òàê, ÷òîáû ñíîâà â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå16
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîäáûëî ïî �èøêå, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ �èøêàìè,èçíà÷àëüíî óäàë¼ííûìè íå áîëåå, ÷åì íà n, óâåëè÷èëîñü? (Ïðèïåðåñòàíîâêå íåêîòîðûå �èøêè ìîãóò îñòàòüñÿ íà ñâî¼ì ìåñòå.)(Ä. Õðàìöîâ)Îòâåò. n = 670.�åøåíèå. Çàíóìåðóåì òî÷êè è ñòîÿùèå íà íèõ �èøêè ïî÷àñîâîé ñòðåëêå ïîñëåäîâàòåëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè÷èñëàìè îò 0 äî 2012. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêóè �èøêè ñ íîìåðàìè 0, 671 è 1342, èçíà÷àëüíî ðàñïîëîæåííûåâ âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿìåæäó íèìè ðàâíû 671. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñóììà ïîïàðíûõðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìè �èøêàìè íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü äëè-íû îêðóæíîñòè, à çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿíå áóäåò ïðåâîñõîäèòü 2013/3 = 671; çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäóýòèìè äâóìÿ �èøêàìè íå óâåëè÷èòñÿ. Èòàê, ïðè n > 671 òðåáó-åìàÿ ïåðåñòàíîâêà íåâîçìîæíà.Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåð èñêîìîé ïåðåñòàíîâêè äëÿ n = 670.Êàæäóþ �èøêó ñ íîìåðîì i 6 1006 ïåðåñòàâèì òî÷êó ñ íîìå-ðîì ai = 2i, à êàæäóþ �èøêó ñ íîìåðîì i > 1007� â òî÷êó ñíîìåðîì ai = 2i− 2013. Èíà÷å ãîâîðÿ, ai� ýòî îñòàòîê îò äåëå-íèÿ 2i íà 2013. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â êàæäóþ òî÷êó ïîïàëî ïî�èøêå. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè �è-øåê, èçíà÷àëüíî óäàë¼ííûõ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà 670,ïðè ýòîì âîçðàñòóò.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå �èøêè ñ íîìåðàìè i è j; ïóñòüðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî d 6 670. Òîãäà îäíà èç äóã ìåæäóòî÷êàìè ai è aj áóäåò èìåòü äëèíó 2d, òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäóýòèìè òî÷êàìè åñòü d′ = min{2d, 2013 − 2d}. Íî çàìåòèì, ÷òî
2d > d è 2013 − 2d > d (ïîñëåäíåå � ïîñêîëüêó 3d < 2013).Çíà÷èò, è d′ > d, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.1. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóììûëþáûõ äâóõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öè�ðîé òðåòüåãî ÷èñëà.Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òð¼õ ÷èñåë çàïèñàëè íà äîñêå, à çàòåì âñ¼,êðîìå òð¼õ ïîñëåäíèõ öè�ð ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñò¼ðëè. Êàêèåòðè öè�ðû ìîãëè îñòàòüñÿ íà äîñêå? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûåîòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. 000, 250, 500 èëè 750.�åøåíèå. Ïóñòü a, b, c�äàííûå ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëà
a + b − c, b + c − a è c + a − b äåëÿòñÿ íà 10. Çíà÷èò, íà 10äåëèòñÿ è ñóììà ýòèõ ÷èñåë, ðàâíàÿ a+ b+ c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,èç ðàâåíñòâà a+ b+ c = (a+ b− c)+2c è óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóììû âñåõ òð¼õ ÷èñåë ðàâíà ïîñëåäíåéöè�ðå ÷èñëà 2c. Çíà÷èò, ÷èñëî c îêàí÷èâàåòñÿ íà 5 èëè íà 0.Àíàëîãè÷íî, íà 0 èëè íà 5 îêàí÷èâàþòñÿ ÷èñëà a è b.Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ñóììà a+b+c ÷¼òíà, òî è îäíî èç ÷èñåë
a, b, c òàêæå ÷¼òíî. Èòàê, îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 10, à äâàîñòàëüíûõ � íà 5. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 250, à çíà÷èò,ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ëèøü íà 250, 500, 750 èëè 000. Îñòàëîñüïðèâåñòè ïðèìåðû òðîåê ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì, äà-þùèå äàííûå ïîñëåäíèå öè�ðû: 10 ·10 ·10 = 1000; 5 ·5 ·10 = 250;
5 · 5 · 20 = 500; 5 · 5 · 30 = 750.11.2. Ïóñòü P (x) è Q(x)�ïðèâåä¼ííûå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû, èìå-þùèå ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà äâóõ ÷è-ñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x) â òð¼õ-÷ëåí Q(x), ðàâíà ñóììå äâóõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâ-êå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â òð¼õ÷ëåí P (x). Äîêàæèòå, ÷òî äèñ-êðèìèíàíòû òð¼õ÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ðàâíû. (Í. Àãàõàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü a1 è a2 �êîðíè òð¼õ÷ëåíà P (x),à b1 è b2�êîðíè òð¼õ÷ëåíà Q(x); òîãäà P (x) = (x−a1)(x−a2) è
Q(x) = (x− b1)(x− b2). Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä

(b1 − a1)(b1 − a2) + (b2 − a1)(b2 − a2) =

= (a1 − b1)(a1 − b2) + (a2 − b1)(a2 − b2).Ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü, ìû ïîëó÷àåì18
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä
(b1 − a1)(b1 − a2 + a1 − b2) + (b2 − a2)(b2 − a1 + a2 − b1) = 0,òî åñòü (b1 + a2 − a1 − b2)(a1 + b1 − a2− b2) = 0, èëè (b1 − b2)

2 −
− (a1 − a2)

2 = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî |b1 − b2| = |a2 − a1|.Ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëå-íîâ P (x) è Q(x) ðàâíû. Íî êâàäðàòû ýòèõ ðàññòîÿíèé êàê ðàçè ðàâíû, ñîãëàñíî �îðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, äèñ-êðèìèíàíòàì ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) = x2 − apx + bp, Q(x) =
= x2 − aqx + bq, è ïóñòü p1, p2 è q1, q2 � ñîîòâåòñòâåííî ïàðûêîðíåé ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïî òåîðåìå Âèåòà èìååì p1+ p2 = ap,
p1p2 = bp, q1 + q2 = aq, q1q2 = bq. Òîãäà
P (q1) + P (q2) = (q21 + q22)− ap(q1 + q2) + 2bp =

= (q1 + q2)
2 − 2q1q2 − apaq + 2bp = a2q − 2bq − apaq + 2bp.Àíàëîãè÷íî, Q(p1)+Q(p2) = a2p−2bp−apaq +2bq . Ïðèðàâíèâàÿýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì a2q − 4bq = a2p − 4bp, ÷òî è òðåáî-âàëîñü äîêàçàòü.11.3. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . . òàê, ÷òîáûïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ïîä-ìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013? (�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. Íåëüçÿ.Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Ak áîëüøèì, åñëè îíî ñîäåð-æèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàé-äóòñÿ n áîëüøèõ ìíîæåñòâ, èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ðàñ-ñìîòðèì ìíîæåñòâî Ak1 , ñîäåðæàùåå åäèíèöó; ñóììà ÷èñåë âí¼ì ðàâíà k1+2013 > 1, çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò åù¼ õîòÿ áû îäíî÷èñëî, òî åñòü îíî áîëüøîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãîïåðåõîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå íàøëè áîëüøèå ìíîæåñòâà

Ak1 , . . . , Akn , ãäå k1 < . . . < kn. Òîãäà ÷èñëî kn+2013 íå ëåæèò âìíîæåñòâå Akn (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íå áûëî áûáîëüøèì). Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ëåæèò â êàêîì-òî äðóãîì ìíîæå-ñòâå Akn+1
, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîì ðàâíà kn+1+2013 > kn+2013;ïîýòîìó îíî òàêæå áîëüøîå, è kn+1 > kn. 19
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÏóñòü k1 < k2 < . . . < k2014 �íîìåðà íåêîòîðûõ 2014 áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak2014 . Â èõîáúåäèíåíèè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k2014+2014 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî d > k2014 + 2014. Íî ýòî ÷èñëî díå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç ìíîæåñòâ Ak1 , . . . , Ak2014 , èáîñóììà â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå d. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü æå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak � ïîäìíî-æåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , k + 2013}, òàê êàê ñóììà ÷èñåë âêàæäîì èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò k + 2013. Äëÿ êàæäîãî íîìåðà
k ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Bk = {1, 2, . . . , k + 2013} \ (A1 ∪ A2 ∪
∪ . . . ∪Ak). �àññìîòðèì ïåðåõîä îò Bk ê Bk+1: ê ìíîæåñòâó Bkäîáàâëÿåòñÿ îäíî ÷èñëî k + 2014, è óáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî Ak+1ñ ñóììîé ÷èñåë k+2014. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ÷èñåë â ìíîæå-ñòâàõ Bk è Bk+1 îäíà è òà æå. Çíà÷èò, ñóììà ÷èñåë â êàæäîìèç ìíîæåñòâ Bk ðàâíà S = 1+ 2+ . . .+2013 (ýòî ñóììà ÷èñåë âìíîæåñòâå B1).�àññìîòðèì òåïåðü íîìåð N òàêîé, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë
1, 2, . . . , S ïîïàëî â îäíî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN . Òîãäà ìíî-æåñòâî BN íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ÷èñåë 1, 2, . . . , S. Ýòî ïðî-òèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñóììà ÷èñåë ìíîæåñòâà BN ðàâíà S.11.4. Â îêðóæíîñòü Ω âïèñàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êî-òîðîì AB > BC. Ïóñòü P è Q� ñåðåäèíû ìåíüøåé è áîëüøåéäóã AC îêðóæíîñòè Ω, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü M � îñíîâàíèåïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Q íà îòðåçîê AB. Äî-êàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà BMC,äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê BP . (Ô. Èâëåâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü S � ñåðåäèíà BP , O�öåíòðîêðóæíîñòè Ω. Òîãäà O� ñåðåäèíà îòðåçêà PQ, à S �ïðîåê-öèÿ O íà BP . Çàìåòèì, ÷òî QA = QC, òàê êàê Q� ñåðåäèíàäóãè AC. �àâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AQC è POC ïîäîáíû,òàê êàê ∠QAC è ∠OPC îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó QC. Ïðÿìî-óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AQM è POS ïîäîáíû, òàê êàê ∠QAMè ∠OPS îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó QB. Èç äîêàçàííûõ ïîäîáèéñëåäóåò, ÷òî AM

PS = AQ
PO = AC

PC .20
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîäÏîñêîëüêó ∠MAC = ∠SPC (îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó äó-ãó BC), ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AMC è PSC ïîäîáíû. Îò-ñþäà ñëåäóåò, ÷òî óãëû BMC è BSC ðàâíû êàê ñìåæíûå ñ ñîîò-âåòñòâåííûìè óãëàìè â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ. Îòñþäà è ñëåäóåò,÷òî òî÷êè B,C,M,S ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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Ω

�èñ. 7 �èñ. 8Âòîðîå ðåøåíèå. ÏóñòüK �òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå Cîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BQ. Ïîñêîëüêó äóãè AQ è CQ ðàâíû,ïðÿìàÿ BQ ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé áèññåêòðèñîé óãëà ABC; çíà÷èò,òî÷êà K ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Äàëåå, èç ñèììåòðèè ïîëó÷àåì
QK = QC = QA. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê QAK ðàâíîáåäðåííûé, èåãî âûñîòà QM ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé: AM = MK.Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê BCK ðàâíîáåäðåííûé (BC = CK),èìååì ∠BKC = 1

2 ∠ABC = ∠PBC. Êðîìå òîãî, ∠BPC =

= ∠BAC êàê îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó. Çíà÷èò, òðåóãîëüíè-êè CAK è CPB ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sñåðåäèíó îòðåçêà BP . Òîãäà óãëû CSB è CMK � ñîîòâåòñòâåí-íûå â ýòèõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ; çíà÷èò, îíè ðàâíû, òî åñòü
∠CSB = ∠CMB. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè C, S, M , B ëåæàòíà îäíîé îêðóæíîñòè.11.5. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå 2013 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òîñóììà ëþáûõ 2012 èç íèõ íå ìåíüøå êâàäðàòà îñòàâøåãîñÿ?(Î. Ïîäëèïñêèé)21
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÎòâåò. Íå ñóùåñòâóþò.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà íàøëèñü. Ïî-ñêîëüêó îíè ðàçëè÷íû è èõ 2013, íàèáîëüøåå èç íèõ íå ìåíü-øå 2013; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç a. Òîãäà ñóììà âñåõ îñòàëüíûõ íåïðåâîñõîäèò 2012a, à åãî êâàäðàò ðàâåí a2 > 2013a, òî åñòü îíáîëüøå ýòîé ñóììû. Ïðîòèâîðå÷èå.11.6. Òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ωx, ωy, ωz ðàäèó-ñîâ rx, ry, rz ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé tè êàñàþòñÿ åå â òî÷êàõ X, Y , Z ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî
Y � ñåðåäèíà îòðåçêà XZ, rx = rz = r, à ry > r. Ïóñòü p� îä-íà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì ωx è ωy, à
q� îäíà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì ωy è
ωz. Â ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ p, q, t îáðàçîâàëñÿ íåðàâíîáåäðåííûéòðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíî-ñòè ðàâåí r. (Ï. Êîæåâíèêîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî òðåóãîëü-íèêà ÷åðåç A, B, C, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9. Ïóñòü q′ � âòîðàÿîáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê ωy è ωz, à t′ � âòîðàÿ èõ îáùàÿâíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ è B′ òî÷êè ïåðåñå÷å-íèÿ ïðÿìîé t′ ñ q è t ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç M è N � òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé q′ ñ t è t′ ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òàêæåöåíòðû îêðóæíîñòåé ωx, ωy è ωz ÷åðåç Ix, Iy è Iz ñîîòâåòñòâåí-íî.
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Яг
уб
ов
.Р
Ф



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîäõîäèò ëèáî â q, ëèáî â q′. Íî, åñëè îíà ïåðåõîäèò â q, òî òðå-óãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, p è q′ ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî IyY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìûå q è q′, à òàêæå
t è t′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ IyIz . Çíà÷èò,
∠B′A′C = ∠NMB′ = ∠BAC. Êðîìå òîãî, ∠ACB = ∠A′CB′êàê âåðòèêàëüíûå. Èòàê, òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ïîäîáíûïî äâóì óãëàì.Íàêîíåö, ωy �èõ îáùàÿ âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþ-ùàÿñÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí AC è A′C; çíà÷èò, êîý��èöèåíòèõ ïîäîáèÿ ðàâåí 1, è ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Ïîýòîìó ðàäèó-ñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C, òàê-æå ðàâíû. Íî îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â A′B′C � ýòî ωz, îòêóäàè ñëåäóåò òðåáóåìîå.Çàìå÷àíèå. Âàðèàöèåé ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåä¼ííîãî âûøå,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CIy.Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî òðå-óãîëüíèêà A, B, C, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 10. Ïóñòü ω0� âïèñàí-íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC, è åå ðàäèóñ ðàâåí r0 = r/k(òåì ñàìûì, â çàäà÷å òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî k = 1). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç P , Q è T òî÷êè êàñàíèÿ ω0 ñ ïðÿìûìè p, q è t ñîîò-âåòñòâåííî, à ÷åðåç K è L� òî÷êè êàñàíèÿ ωy ñ ïðÿìûìè p è qñîîòâåòñòâåííî.
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�èñ. 10Îáîçíà÷èì x = AT , z = CT = AC − x. Ïîêàæåì, ÷òî23
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
AY = z. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ êîêðóæíîñòè è ðàâåíñòâà îòðåçêîâ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê ωy è ω0èìååì: AY − CT = AK − CQ = (PK − AP ) − (QL − CL) =
= CL−AP = CY −AT = (AC −AY )− (AC −CT ) = CT −AY .Èòàê, AY − CT = CT −AY , îòêóäà AY = CT = z.Çàìåòèì, ÷òî x 6= z. Èíà÷å AT = AY , çíà÷èò, òî÷êè Y è Tñîâïàäàþò, à AC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé ωy è ω0 â ýòîé îáùåéòî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê ABC ñèììåòðè÷åí îòíîñè-òåëüíî ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé ωy è ω0, çíà÷èò, îí ðàâíî-áåäðåííûé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Ïóñòü I è Ix �öåíòðû îêðóæíîñòåé ω0 è ωx. Òðåóãîëüíèêè
ITA è IxXA ïîäîáíû, ïîýòîìó XA = IxX

IT · AT = r
r0

· AT =

= kAT = kx. Àíàëîãè÷íî, ZC = kz. Èç óñëîâèÿ XY = Y Zïîëó÷àåì XA+AY = ZC+CY ; çíà÷èò, kx+ z = kz+x, îòêóäà
(kx− x)− (kz − z) = 0, èëè (k − 1)(x − z) = 0. Ïî äîêàçàííîìó
x 6= z, çíà÷èò k = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.11.7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðè êàæäîì íå÷¼òíîì
n > 100 ÷èñëî 20n + 13n äåëèòñÿ íà k. (À. �îëîâàíîâ)Îòâåò. k = 1, 3, 11, 33.Ïåðâîå ðåøåíèå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷¼ò-íîì n ÷èñëî

20n + 13n = (20 + 13)(20n−1 − 20n−2 · 13 + . . .+ 13n−1)äåëèòñÿ íà 20 + 13 = 33. Çíà÷èò, åñëè k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì÷èñëà 33, òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî.Ïîêàæåì, ÷òî âñå îñòàëüíûå k íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà ÷èñëà A = 20101 + 13101 è
B = 20103 + 13103 äåëÿòñÿ íà k. Çíà÷èò, ÷èñëà 202 · A − B =
= (400−169) ·13101 = 231 ·13101 è B−132 ·A = 231 ·20101 òàêæåäåëÿòñÿ íà k. Îäíàêî ÍÎÄ(231 · 20101, 231 · 13101) = 231 = 7 · 33,òàê ÷òî 231

... k.Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî 20n + 13n íå äåëèòñÿ íà 7. Äåéñòâè-òåëüíî,
20n + 13n = (20n − 13n) + 2 · 13n,ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 20−13 = 7, à âòîðîå � íåò. Èòàê,24
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä
k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 231 è íå äåëèòñÿ íà 7; çíà÷èò, 33 ... k,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðåäúÿâèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî,÷òî k äîëæíî áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà 33.Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ÍÎÄ(20, k) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèÍÎÄ(20, k)

... p ïðè íåêîòîðîì ïðîñòîì p, òî è 20101 + 13101
... p,à çíà÷èò, è 13

... p. Íî òîãäà íà p äåëèòñÿ ÍÎÄ(20, 13) = 1, ÷òîíåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íî, ÍÎÄ(13, k) = 1.�àññìîòðèì òåïåðü ÷èñëà 1 = 200, 201, 202, . . . , 20k; äâà èçíèõ äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà k. Çíà÷èò, ïðèíåêîòîðûõ i > j íà k äåëèòñÿ ÷èñëî 20i − 20j = 20j(20i−j − 1).Îòñþäà, ïîñêîëüêó ÍÎÄ(20, k) = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íåêîòî-ðîì íàòóðàëüíîì u = i − j ÷èñëî 20u − 1 äåëèòñÿ íà k. Àíàëî-ãè÷íî, ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì v ÷èñëî 13v−1 äåëèòñÿ íà k.�àññìîòðèì òåïåðü ÷èñëî n > 100 òàêîå, ÷òî n − 1
... uv; íà-ïðèìåð, ïîäõîäèò ÷èñëî n = 1 + 100uv. Òîãäà ÷èñëî

(20n + 13n)− 33 = 20(20n−1 − 1) + 13(13n−1 − 1)äåëèòñÿ íà k, ïîñêîëüêó 20n−1 − 1
... k è 13n−1 − 1

... k. Èòàê, ïî-ñêîëüêó 20n + 13n
... k, òî è 33

... k.11.8. Ôèãóðà ¾ìàìîíò¿ áü¼ò êàê ñëîí (ïî äèàãîíàëÿì), íî òîëüêî âòð¼õ íàïðàâëåíèÿõ èç ÷åòûðåõ (îòñóòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå ìî-æåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ ìàìîíòîâ). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñ-ëî íå áüþùèõ äðóã äðóãà ìàìîíòîâ ìîæíî ðàññòàâèòü íà øàõ-ìàòíîé äîñêå 8× 8? (Î. Äìèòðèåâ)Îòâåò. 20.�åøåíèå. Èç êàæäîãî ìàìîíòà âûïóñòèì òðè ñòðåëêè âòåõ íàïðàâëåíèÿõ, â êîòîðûõ îí áü¼ò. Ñîïîñòàâèì ñòðåëêó äèà-ãîíàëè (íå îáÿçàòåëüíî ãëàâíîé), åñëè ìàìîíò, èç êîòîðîãî âå-ä¼ò ñòðåëêà, ñòîèò â ýòîé äèàãîíàëè, à ñòðåëêà èä¼ò âäîëü íå¼.Òîãäà êàæäîé äèàãîíàëè ñîïîñòàâëåíî íå áîëåå äâóõ ñòðåëîê: âïðîòèâíîì ñëó÷àå äâå èç íèõ áóäóò èäòè â îäíîì íàïðàâëåíèè,è îäèí èç ìàìîíòîâ áóäåò áèòü äðóãîãî. Ïîñêîëüêó äèàãîíàëåéâñåãî 30 (ïî 15 â êàæäîì íàïðàâëåíèè), ñòðåëîê èì ñîïîñòàâëå-íî íå áîëåå 60, à çíà÷èò, âñåãî ìàìîíòîâ íå áîëüøå 60/3 = 20.Òðè âîçìîæíûõ ïðèìåðà ðàñïîëîæåíèÿ 20 ìàìîíòîâ, íå25
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
�èñ. 11áüþùèõ äðóã äðóãà, ïîêàçàíû íà ðèñ. 11. Åñòü è äðóãèå ðàñ-ïîëîæåíèÿ.Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà äîñòàòî÷íî ðàññòà-âèòü 10 ìàìîíòîâ íà áåëûõ ïîëÿõ; ðàññòàíîâêà ÷¼ðíûõ ïîëó-÷èòñÿ ïîâîðîòîì íà 90◦ èëè ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåéëèíèè äîñêè.
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