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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Íà äîñêå íàïèñàíû íåñêîëüêî ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàò ëþ-áîãî çàïèñàííîãî ÷èñëà áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ äðó-ãèõ çàïèñàííûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìî-æåò áûòü íà äîñêå? (È. Áîãäàíîâ)Îòâåò. 3 ÷èñëà.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñåë õîòÿ áû ÷åòûðå, è a�÷èñëî ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì. Èç îñòàëüíûõ ÷èñåë õîòÿ áûäâà èìåþò îäèí çíàê (îáà íåîòðèöàòåëüíû èëè îáà íåïîëîæè-òåëüíû). Îáîçíà÷èì èõ b è c; òîãäà bc = |bc| > |a|2 = a2, ÷òîïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð òð¼õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ. Ïîäõîäÿò, íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2,−3.9.2. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå P . ×å-ðåç öåíòð ω1 ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ ℓ1, êàñàþùàÿñÿ ω2. Àíàëîãè÷íî,ïðÿìàÿ ℓ2 êàñàåòñÿ ω1 è ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ω2. Îêàçàëîñü,÷òî ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 íåïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P ëå-æèò íà áèññåêòðèñå îäíîãî èç óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ℓ1 è ℓ2.(Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü O1, r1 è O2, r2 � ñîîòâåòñòâåííî öåíòðû
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�èñ. 1 �èñ. 2è ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, à K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ℓ1è ℓ2. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà îòðåçêå O1O2 è äåëèò åãîâ îòíîøåíèè r1 : r2. 3
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÎáîçíà÷èì ÷åðåç P1 òî÷êó êàñàíèÿ ℓ2 è ω1, à ÷åðåç P2òî÷êó êàñàíèÿ ℓ1 è ω2. Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KO1P1è KO2P2 ïîäîáíûå ïî îñòðîìó óãëó ïðè âåðøèíå K. Çíà÷èò,
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. Òàêèì îáðàçîì, â òðåóãîëüíèêå KO1O2 òî÷-êà P , ëåæàùàÿ íà ñòîðîíå O1O2, äåëèò å¼ â îòíîøåíèè, ðàâíîìîòíîøåíèþ ïðèëåæàùèõ ñòîðîí KO1 è KO2. Èç ýòîãî ñëåäóåò,÷òî P � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà KO1O2.Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å âîçìîæíû äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàç-ëè÷íûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê è ïðÿìûõ. Îíè ïîêàçàíûíà ðèñ. 1 è ðèñ. 2. Ïðèâåä¼ííîå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò ñëó÷àåâ.9.3. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 30 ÷åëîâåê � ðûöàðè è ëæåöû (ðûöà-ðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò). Èçâåñòíî, ÷òîó êàæäîãî èç íèõ çà ýòèì æå ñòîëîì åñòü ðîâíî îäèí äðóã, ïðè-÷åì ó ðûöàðÿ ýòîò äðóã � ëæåö, à ó ëæåöà ýòîò äðóã � ðûöàðü(äðóæáà âñåãäà âçàèìíà). Íà âîïðîñ ¾Ñèäèò ëè ðÿäîì ñ âàìèâàø äðóã?¿ ñèäåâøèå ÷åðåç îäíîãî îòâåòèëè ¾äà¿. Ñêîëüêî èçîñòàëüíûõ ìîãëè òàêæå îòâåòèòü ¾äà¿? (Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðè-àíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.) (Ñ. Àãàõàíîâ)Îòâåò. 0.�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ñèäÿùèå çà ñòîëîìðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû äðóçåé; çíà÷èò, ðûöàðåé è ëæåöîâ ïîðîâ-íó. �àññìîòðèì ëþáóþ ïàðó äðóçåé. Åñëè îíè ñèäÿò ðÿäîì, òîðûöàðü íà çàäàííûé âîïðîñ îòâåòèò ¾äà¿, à ëæåö � ¾íåò¿. Åñ-ëè æå îíè íå ñèäÿò ðÿäîì, òî èõ îòâåòû áóäóò ïðîòèâîïîëîæ-íûìè. Â ëþáîì ñëó÷àå ðîâíî îäèí èç ïàðû äðóçåé äàñò îòâåò¾äà¿. Çíà÷èò, ïðè ëþáîé ðàññàäêå âñå îñòàëüíûå 15 îòâåòîâ áó-äóò ¾íåò¿.9.4. Öåëûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n÷èñëî am2 + bn2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äîêàæèòå, ÷òî

ab = 0. (À. �îëîâàíîâ)�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. ßñíî, ÷òî òîãäà ÷èñëà
a è b íàòóðàëüíûå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, ñêàæåì, a < 0, òî, ïîä-ñòàâëÿÿ m = 2|b|, n = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî 4ab2+b·1 = b(4ab+
+1) äîëæíî áûòü êâàäðàòîì íåêîòîðîãî ÷èñëà x. Ñ äðóãîé ñòî-4
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäðîíû, åñëè a < 0, òî ÷èñëà b è 4ab+ 1 èìåþò ðàçíûå çíàêè, òàê÷òî x2 < 0. Ýòî íåâîçìîæíî.Ïîäñòàâèì òåïåðü m = 2b, n = 1 è m = 2b, n = 2. Ïîëó÷èì,÷òî 4ab2 + b = x2 è 4ab2 + 4b = y2 ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ
x, y. ßñíî, ÷òî y2 > x2 > 4b2, ïîýòîìó y > x > 2b. Íî òîãäà
3b = y2−x2 = (y−x)(y+x) > 1·4b, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîåïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.9.5. Ôîêóñíèê âûêëàäûâàåò 36 êàðò â âèäå êâàäðàòà 6×6 (â 6 ñòîëá-öîâ ïî 6 êàðò) è ïðîñèò Çðèòåëÿ ìûñëåííî âûáðàòü êàðòó è çà-ïîìíèòü ñòîëáåö, å¼ ñîäåðæàùèé. Ïîñëå ýòîãî Ôîêóñíèê îïðå-äåë¼ííûì îáðàçîì ñîáèðàåò êàðòû, ñíîâà âûêëàäûâàåò â âèäåêâàäðàòà 6 × 6 è ïðîñèò Çðèòåëÿ íàçâàòü íîìåðà ñòîëáöîâ, ñî-äåðæàùèõ âûáðàííóþ êàðòó â ïåðâûé è âòîðîé ðàç. Ïîñëå îòâå-òà Çðèòåëÿ Ôîêóñíèê áåçîøèáî÷íî îòãàäûâàåò êàðòó. Êàê äåé-ñòâîâàòü Ôîêóñíèêó, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?(Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü Ôîêóñíèê ïîñëå ïåðâîãî äåéñòâèÿ íå òà-ñóåò êàðòû, à ñîáèðàåò èõ, íå íàðóøàÿ ïîðÿäîê â ñòîëáöàõ, èñêëàäûâàåò â êîëîäó îäèí ñòîëáåö çà äðóãèì. Âòîðîé ðàç îíâûêëàäûâàåò êàðòû ïîñòðî÷íî, ò.å. áûâøèå ñòîëáöû ñòàíîâÿò-ñÿ ñòðîêàìè (ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü, âûêëàäûâàÿ òó æå êîëîäóïî ãîðèçîíòàëè). Ïîñëå îòâåòà Çðèòåëÿ, Ôîêóñíèê çíàåò íîìåðñòðîêè è ñòîëáöà â ïåðâîé ðàñêëàäêå, ñîäåðæàùèõ çàãàäàííóþêàðòó, ÷òî è ïîçâîëÿåì åìó íàçâàòü å¼.Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä¼ííûé àëãîðèòì � íå åäèíñòâåííûéâîçìîæíûé.9.6. ×èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a3 − b3 = 2, a5 − b5 > 4. Äîêàæèòå, ÷òî
a2 + b2 > 2. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 2(a2 + b2) = (a2 + b2)(a3 − b3) =
= (a5 − b5) + a2b2(a − b) > 4 + a2b2(a − b). Ïîñêîëüêó a3 > b3,ìû èìååì a > b, à çíà÷èò, a2b2(a − b) > 0. Èòàê, 2(a2 + b2) > 4,îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.9.7. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè ïðîèçâîëüíóþ òî÷-êó D. Ïóñòü E è F � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷êå D îòíîñèòåëü-íî áèññåêòðèñ óãëîâ A è C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðå-äèíà îòðåçêà EF ëåæèò íà ïðÿìîé A0C0, ãäå A0 è C0 � òî÷êè5
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâêàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíà-ìè BC è AB ñîîòâåòñòâåííî. (Ò. Åìåëüÿíîâà)
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�èñ. 3
�åøåíèå. Ïóñòü B0� òî÷êà êà-ñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòî-ðîíîé AC. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷-êà D ëåæèò íà îòðåçêå AB0. Òî÷-êè A0 è C0 ñèììåòðè÷íû òî÷êå B0îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ Cè A ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëü-íî, òî÷êà E ëåæèò íà îòðåçêå AC0,à òî÷êà F �íà ïðîäîëæåíèè îòðåç-êà CA0, è EC0 = DB0 = FA0.Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç M òî÷-êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ EF è A0C0 (îíà ëåæèò íà îòðåçêå EF ).Îòìåòèì íà ïðÿìîé A0C0 òî÷êó G òàê, ÷òîáû îòðåçêè FG è ABáûëè ïàðàëëåëüíû. Òîãäà òðåóãîëüíèêè FGA0 è BC0A0 ïîäîá-íû; ïîñêîëüêó BC0 = BA0, ïîëó÷àåì FG = FA0 = EC0. Äà-ëåå, èç ïàðàëëåëüíîñòè èìååì ∠FEC0 = ∠EFG è ∠EC0G =

= ∠FGC0. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè EC0M è FGM ðàâíû ïî ñòî-ðîíå è äâóì óãëàì, è EM = MF .9.8. Äàí êâàäðàò n×n. Èçíà÷àëüíî åãî êëåòêè ðàñêðàøåíû â áåëûéè ÷¼ðíûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäíà èçóãëîâûõ êëåòîê ÷¼ðíàÿ. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ â íåêîòîðîìêâàäðàòå 2 × 2 îäíîâðåìåííî ïåðåêðàñèòü âõîäÿùèå â íåãî ÷å-òûðå êëåòêè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: êàæäóþ áåëóþ ïåðåêðà-ñèòü â ÷¼ðíûé öâåò, êàæäóþ ÷¼ðíóþ� â çåë¼íûé, à êàæäóþ çå-ë¼íóþ� â áåëûé. Ïðè êàêèõ n çà íåñêîëüêî õîäîâ ìîæíî ïî-ëó÷èòü øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó, â êîòîðîé ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòàïîìåíÿëèñü ìåñòàìè? (Á. Òðóøèí)Îòâåò. Ïðè âñåõ n, êðàòíûõ òð¼ì.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïåðåêðàñèòüêëåòêè òàê, êàê òðåáóþò óñëîâèÿ çàäà÷è. Áóäåì íàçûâàòü êëåò-êàìè ïåðâîãî òèïà òå, êîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî áûëè áåëûìè, àâòîðîãî òèïà � òå, êîòîðûå áûëè ÷¼ðíûìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëèêàêóþ-òî êëåòêó ïåðåêðàñèëè òðè ðàçà, òî â èòîãå îíà ñâîé öâåòíå ïîìåíÿëà. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû êëåòêà ïåðâîãî òèïà ñòà-6
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäëà ÷¼ðíîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü 3k + 1 ðàç ïðè íåêîòîðîì öå-ëîì k (äëÿ ðàçíûõ êëåòîê k ìîæåò áûòü ðàçíûì). Çíà÷èò, åñëè
a�êîëè÷åñòâî êëåòîê ïåðâîãî òèïà, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðå-êðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3K + a ïðè íåêîòîðîì öåëîì K.×òîáû êëåòêà âòîðîãî òèïà ñòàëà áåëîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü
3m+2 ðàçà. Çíà÷èò, åñëè b�êîëè÷åñòâî êëåòîê âòîðîãî òèïà, òîîáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåêðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3M + 2bðàç.Äàëåå, â ëþáîì êâàäðàòå 2 × 2 êëåòîê ïåðâîãî è âòîðîãîòèïà ïîðîâíó. Ïîýòîìó, êàê áû ìû íå ïåðåêðàøèâàëè, ñóììàðíîêëåòêè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ áóäóò ïåðåêðàøåíû îäèíàêîâîå÷èñëî ðàç. Ïîýòîìó 3K+a = 3M+2b, îòêóäà a+b = 3(M−K+b),òî åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê a + b äåëèòñÿ íà òðè. Çíà÷èò
n2 êðàòíî òðåì, à ïîýòîìó è n êðàòíî òðåì.Îñòàëîñü ïîêàçàòü, êàê ìîæíî ïåðåêðàñèòü êâàäðàò ñî ñòî-ðîíîé, êðàòíîé òðåì. �àçðåæåì åãî íà êâàäðàòû 3× 3. �àññìîò-ðèì îäèí èç òàêèõ êâàäðàòîâ. Åñòü äâà ñëó÷àÿ� ëèáî óãëîâûåêëåòêè áåëûå, ëèáî ÷¼ðíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåêðàøèâàåìêàæäûé èç ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, ïðèìûêàþùèõ ê óãëàì ïî îä-íîìó ðàçó, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ïî äâà ðàçà. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ïðè òàêîì ïåðåêðàøèâàíèè øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà ïîìåíÿ-åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî n äåëèòñÿ íà 3,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå âñå n2 êëåòîê, à n êëåòîê â îäíîì ãî-ðèçîíòàëüíîì èëè âåðòèêàëüíîì ðÿäó, ñêàæåì, n êëåòîê, ïðè-ìûêàþùèå ê íèæíåé ñòîðîíå.
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññ10.1. Äàíû äåñÿòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ðàç-ëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ëèáî òðè ÷èñëà, ïðî-èçâåäåíèå êîòîðûõ áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ êàêèõ-íèáóäü äâóõ èçîñòàâøèõñÿ, ëèáî òðè ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ áîëüøå ïðî-èçâåäåíèÿ êàêèõ-íèáóäü ÷åòûðåõ èç îñòàâøèõñÿ. (À. �îëîâàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Âîçüìåì ëþáûå 5 èç äàííûõ ÷èñåë:
a, b, c, d, e. Åñëè abc > de, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî. Åñëèæå de > abc, âîçüìåì åùå äâà ÷èñëà f è g. Ïóñòü ñêàæåì f > g.Òîãäà def > abcg; çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå çàäà÷èâåðíî.Âòîðîå ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì äàííûå ÷èñëà ïî óáûâàíèþ:
a1 > a2 > . . . > a10. Òîãäà a1a2a3 > a4a5a6. Åñëè a6 > 1, òî
a1a2a3 > a4a5. Èíà÷å a6 < 1, îòêóäà a7 < 1, è, çíà÷èò, a1a2a3 >

> a4a5a6 > a4a5a6a7.Çàìå÷àíèå. Èç âòîðîãî ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî a1a2a3 áîëüøåëèáî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, ëèáî ïðî-èçâåäåíèÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ èç îñòàâøèõñÿ.10.2. Äàí âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Èçâåñòíî, ÷òî
∠FAE = ∠BDC, à ÷åòûðåõóãîëüíèêè ABDF è ACDE ÿâëÿ-þòñÿ âïèñàííûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå BF è CE ïàðàëëåëü-íû. (À. Àêîïÿí)

AB

C

D E

FK�èñ. 4
�åøåíèå. Ïóñòü K � òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AE è BF . Ïî-ñêîëüêó ÷åòûð¼õóãîëüíèêè ABDFè ACDE âïèñàííûå, ìû èìååì

∠AFB = ∠ADB è ∠ADC = ∠AEC.Îòñþäà è èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó-÷àåì ∠AKB = ∠AFB + ∠FAE =
= ∠ADB + ∠BDC = ∠ADC =
= ∠AEC. Èòàê, ∠AKB = ∠AEC.Ýòî è çíà÷èò, ÷òî BF ‖ CE.10.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . . çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1,
a2 = 143 è an+1 = 5 ·

a1 + a2 + . . . + an

n
ïðè âñåõ n > 2. Äîêàæè-8
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäòå, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � öåëûå ÷èñëà.(Ì. Ìóðàøêèí)Ïåðâîå ðåøåíèå. ×èñëî a3 = 5 ·72 = 360 öåëîå. Ïðè n > 4áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà
an = 5 ·

a1 + . . .+ an−1

n− 1
è an−1 = 5 ·

a1 + . . .+ an−2

n− 2
,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

an =
5

n− 1

(

n− 2

5
an−1 + an−1

)

=
n+ 3

n− 1
an−1.Çíà÷èò, åñëè n > 4, òî ÷èñëî

an =
(n+ 3)(n + 2) · . . . · 7

(n− 1)(n − 2) · . . . · 3
· a3 =

(n+ 3)(n + 2)(n + 1)n

6 · 5 · 4 · 3
· 360 =

= (n+ 3)(n + 2)(n + 1)nÿâëÿåòñÿ öåëûì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïîëîæèì Sn = a1 + a2 + . . . + an, òîãäà
an+1 = Sn+1 − Sn.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, âñå ÷òî ÷èñ-ëà Sn �öåëûå. Èç óñëîâèÿ èìååì S1 = 1, S2 = 144, à �îðìó-ëà an+1 = 5 · a1 + a2 + . . .+ an

n
ïðèíèìàåò âèä Sn+1− Sn = 5Sn

n
,îòêóäà Sn+1 = n+ 5

n
Sn. Çíà÷èò, ïðè n > 2 ïîëó÷àåì

Sn+1 =
(n+ 5)(n + 4) · . . . · 7

n(n− 1) · . . . · 2
S2 =

=
(n+ 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)(n + 1)

6 · 5 · 4 · 3 · 2
· 144 =

=
(n+ 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)(n+ 1)

5
.Òàê êàê õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë n + 5, n + 4, n + 3, n + 2, n + 1äåëèòñÿ íà 5, òî ïðè n > 2 ÷èñëî Sn+1 � öåëîå.10.4. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 2N òî÷åê (N �íàòóðàëüíîå ÷èñëî).Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó âíóòðè îêðóæíîñòè ïðîõî-äèò íå áîëåå äâóõ õîðä ñ êîíöàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Íàçî-âåì ïàðîñî÷åòàíèåì òàêîé íàáîð èç N õîðä ñ êîíöàìè â îòìå-÷åííûõ òî÷êàõ, ÷òî êàæäàÿ îòìå÷åííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîìðîâíî îäíîé èç ýòèõ õîðä. Íàçîâ¼ì ïàðîñî÷åòàíèå ÷¼òíûì, åñëèêîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ åãî õîðäû, ÷¼òíî, è9
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíå÷¼òíûì èíà÷å. Íàéäèòå ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì ÷¼òíûõè íå÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé. (Â. Øìàðîâ)Îòâåò. 1.Ïåðâîå ðåøåíèå. Èíäóêöèåé ïî N äîêàæåì, ÷òî ÷¼òíûõïàðîñî÷åòàíèé íà 1 áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ. Äëÿ N = 1 óòâåð-æäåíèå î÷åâèäíî: åñòü ëèøü îäíî ïàðîñî÷åòàíèå, è îíî ÷¼òíî.Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ 2N òî÷åê, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òîîíî âåðíî äëÿ 2(N − 1) òî÷åê. Îáîçíà÷èì îòìå÷åííûå òî÷êè
A1, A2, . . . , A2N â ïîðÿäêå îáõîäà îêðóæíîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåë-êå. Ëåììà. Ïóñòü â ïàðîñî÷åòàíèè ó÷àñòâóåò õîðäà A1Ai.Òîãäà ïðè ÷¼òíîì i îíà ïåðåñåêàåò ÷¼òíîå ÷èñëî õîðä, à ïðèíå÷¼òíîì i�íå÷¼òíîå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü õîðäó A1Ai ïåðåñåêàþò ðîâíî kõîðä. �àññìîòðèì òî÷êè A2, . . . , Ai−1; ðîâíî k èç íèõ ÿâëÿþò-ñÿ êîíöàìè õîðä, ïåðåñåêàþùèõ A1Ai (ïî îäíîìó êîíöó êàæäîéõîðäû). Îñòàëüíûå i− 2− k òî÷åê ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû òî÷åê,ñîåäèíåííûõ õîðäàìè, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò A1Ai. Òàêèì îá-ðàçîì, ÷èñëî i− 2− k ÷¼òíî, òî åñòü ÷èñëà i è k èìåþò îäèíàêî-âóþ ÷¼òíîñòü. Ëåììà äîêàçàíà. ��àçîáü¼ì òåïåðü âñå ïàðîñî÷åòàíèÿ íà 2N − 1 ãðóïïó
Π2, . . . ,Π2N : â ãðóïïó Πi ïîïàäóò òå ïàðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõòî÷êà A1 ñîåäèíåíà ñ Ai. Òåïåðü âûêèíåì èç êàæäîãî ïàðîñî-÷åòàíèÿ èç Πi õîðäó A1Ai; ïîëó÷àòñÿ âñå âîçìîæíûå ïàðîñî-÷åòàíèÿ íà îñòàâøèõñÿ 2N − 2 òî÷êàõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-äóêöèè, ñðåäè íèõ ÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ. Ïðèýòîì, åñëè i ÷¼òíî, òî ñîãëàñíî ëåììå ÷¼òíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿïðè âûêèäûâàíèè íå ìåíÿëàñü, à åñëè i íå÷¼òíî, òî ìåíÿëàñü.Çíà÷èò, â êàæäîì èç N ìíîæåñòâ Π2, . . . ,Π2N ÷¼òíûõ ïàðîñî-÷åòàíèé íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ, à â êàæäîì èç N − 1ìíîæåñòâ Π3, . . . ,Π2N−1 íå÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì ÷¼òíûõ.Èòîãî, âñåãî ÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ, íà
N − (N − 1) = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî øàãàèíäóêöèè.Ïóñòü îòìå÷åííûå òî÷êè �A1, . . . , A2N . �àññìîòðèì âñå ïà-10
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõ A2N−1 è A2N ñîåäèíåíû õîðäîé. Ýòàõîðäà íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíîé äðóãîé. Çíà÷èò, âûáðîñèâ å¼èç êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðîñî÷åòàíèé, ìû ïîëó÷èì âñåïàðîñî÷åòàíèÿ íà òî÷êàõ A1, . . . , A2N−2, ïðè÷¼ì ÷¼òíîñòü êàæ-äîãî èç íèõ ñîõðàíèòñÿ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñðåäè íà-øèõ ïàðîñî÷åòàíèé ÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ïîðîâíó ÷¼òíûõ è íå÷¼ò-íûõ. �àññìîòðèì ëþáîå èç íèõ; ïóñòü â í¼ì åñòü õîðäû A2N−1Aiè A2NAk. Òåïåðü ¾ïîìåíÿåì ìåñòàìè¿ òî÷êè A2N−1 è A2N , òîåñòü çàìåíèì íàøè õîðäû íà A2NAi è A2N−1Ak. Ïðè ýòîì, åñ-ëè èñõîäíàÿ õîðäà ïåðåñåêàëàñü ñ êàêîé-òî èç îñòàëüíûõ, òî èíîâàÿ õîðäà áóäåò ñ íåé ïåðåñåêàòüñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëèõîðäû A2N−1Ai è A2NAk íå ïåðåñåêàëèñü, òî íîâûå õîðäû áó-äóò ïåðåñåêàòüñÿ, è íàîáîðîò. Èòàê, êàæäîìó îñòàâøåìóñÿ ÷¼ò-íîìó ïàðîñî÷åòàíèþ ìû ñîïîñòàâèëè íå÷¼òíîå, è íàîáîðîò; ïðèýòîì ðàçíûì ïàðîñî÷åòàíèÿì, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå.Çíà÷èò, îñòàâøèõñÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ïîðîâíó,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.10.5. Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê. Ïåòÿ âûïèñàë â òåòðàäü çíà÷åíèÿñèíóñîâ âñåõ åãî óãëîâ, à Âàñÿ � çíà÷åíèÿ êîñèíóñîâ âñåõ åãî óã-ëîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè âûïèñàííûõ Ïåòåé ÷èñåë íåò ÷åòûð¼õðàçëè÷íûõ. Ìîãóò ëè âñå ÷èñëà, âûïèñàííûå Âàñåé, îêàçàòüñÿðàçëè÷íûìè? (Í. Àãàõàíîâ, Ï. Êîæåâíèêîâ)Îòâåò. Íå ìîãóò.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà âñå óãëû ïÿòè-óãîëüíèêà � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, π). Çàìåòèì ñðà-çó, ÷òî òîãäà ó Ïåòè íå íàéä¼òñÿ òð¼õ ðàâíûõ ÷èñåë, èáî â ýòîìèíòåðâàëå íåò òð¼õ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ñ ðàâíûìè ñèíóñàìè.Çíà÷èò, ó Ïåòè äîëæíû áûòü äâå ïàðû ðàâíûõ ÷èñåë: sinα =
= sin β è sin γ = sin δ. Ïîñêîëüêó α 6= β, ìû ïîëó÷àåì α = π−β;àíàëîãè÷íî γ = π − δ.Ïóñòü òåïåðü ε � ïÿòûé óãîë ïÿòèóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêóñóììà óãëîâ ïÿòèóãîëüíèêà ðàâíà 3π, èìååì ε = 3π − (α+ β)−
− (γ + δ) = 3π − π − π = π. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ε < π.10.6. Ïåòÿ âûáðàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî a > 1 è âûïèñàë íà äîñêó ïÿò-11
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíàäöàòü ÷èñåë 1 + a, 1 + a2, 1 + a3, . . . , 1 + a15. Çàòåì îí ñò¼ðíåñêîëüêî ÷èñåë òàê, ÷òî ëþáûå äâà îñòàâøèõñÿ ÷èñëà âçàèìíîïðîñòû. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîãëî îñòàòüñÿ íàäîñêå? (Î. Ïîäëèïñêèé)Îòâåò. 4 ÷èñëà.�åøåíèå. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èñêîìûõ ÷èñåë íå ìîæåòáûòü áîëåå ÷åòûðåõ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè k�íå÷¼òíîå, òî ÷èñëî
1 + ank = 1k + (an)k äåëèòñÿ íà 1 + an. Äàëåå, êàæäîå èç ÷èñåë
1, 2, . . . , 15 èìååò îäèí èç âèäîâ k, 2k, 4k, 8k, ãäå k íå÷¼òíî. Òà-êèì îáðàçîì, êàæäîå èç ÷èñåë 1 + a, 1 + a2, 1 + a3, . . . , 1 + a15äåëèòñÿ ëèáî íà 1 + a, ëèáî íà 1 + a2, ëèáî íà 1 + a4, ëèáî íà
1 + a8. Ïîýòîìó, åñëè ìû âîçüìåì õîòÿ áû ïÿòü ÷èñåë, òî ñðåäèíèõ íàéäóòñÿ äâà, äåëÿùèåñÿ íà îäíî è òî æå ÷èñëî, áîëüøåå 1;çíà÷èò, îíè íå áóäóò âçàèìíî ïðîñòû. Èòàê, îñòàâøèõñÿ ÷èñåëíå áîëåå ÷åòûðåõ.Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðå ÷èñëà ìîãëè îñòàòüñÿ. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè a = 2, òî ìîæíî îñòàâèòü ÷èñëà 1 + 2 = 3,
1 + 22 = 5, 1 + 24 = 17 è 1 + 28 = 257. Âñå îíè ïîïàðíî âçàèìíîïðîñòû.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ÷¼òíîì a ÷èñ-ëà 1 + a, 1 + a2, 1 + a4, 1 + a8 áóäó ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.10.7. Äàí êâàäðàò n×n. Èçíà÷àëüíî åãî êëåòêè ðàñêðàøåíû â áåëûéè ÷¼ðíûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäíà èçóãëîâûõ êëåòîê ÷¼ðíàÿ. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ â íåêîòîðîìêâàäðàòå 2 × 2 îäíîâðåìåííî ïåðåêðàñèòü âõîäÿùèå â íåãî ÷å-òûðå êëåòêè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: êàæäóþ áåëóþ ïåðåêðà-ñèòü â ÷¼ðíûé öâåò, êàæäóþ ÷¼ðíóþ� â çåë¼íûé, à êàæäóþ çå-ë¼íóþ� â áåëûé. Ïðè êàêèõ n çà íåñêîëüêî õîäîâ ìîæíî ïî-ëó÷èòü øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó, â êîòîðîé ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòàïîìåíÿëèñü ìåñòàìè? (Á. Òðóøèí)Îòâåò. Ïðè âñåõ n, êðàòíûõ òð¼ì.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïåðåêðàñèòüêëåòêè òàê, êàê òðåáóþò óñëîâèÿ çàäà÷è. Áóäåì íàçûâàòü êëåò-êàìè ïåðâîãî òèïà òå, êîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî áûëè áåëûìè, àâòîðîãî òèïà � òå, êîòîðûå áûëè ÷¼ðíûìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè12
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäêàêóþ-òî êëåòêó ïåðåêðàñèëè òðè ðàçà, òî â èòîãå îíà ñâîé öâåòíå ïîìåíÿëà. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû êëåòêà ïåðâîãî òèïà ñòà-ëà ÷¼ðíîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü 3k + 1 ðàç ïðè íåêîòîðîì öå-ëîì k (äëÿ ðàçíûõ êëåòîê k ìîæåò áûòü ðàçíûì). Çíà÷èò, åñëè
a�êîëè÷åñòâî êëåòîê ïåðâîãî òèïà, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðå-êðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3K + a ïðè íåêîòîðîì öåëîì K.×òîáû êëåòêà âòîðîãî òèïà ñòàëà áåëîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü
3m+2 ðàçà. Çíà÷èò, åñëè b�êîëè÷åñòâî êëåòîê âòîðîãî òèïà, òîîáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåêðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3M + 2bðàç.Äàëåå, â ëþáîì êâàäðàòå 2 × 2 êëåòîê ïåðâîãî è âòîðîãîòèïà ïîðîâíó. Ïîýòîìó, êàê áû ìû íå ïåðåêðàøèâàëè, ñóììàðíîêëåòêè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ áóäóò ïåðåêðàøåíû îäèíàêîâîå÷èñëî ðàç. Ïîýòîìó 3K+a = 3M+2b, îòêóäà a+b = 3(M−K+b),òî åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê a + b äåëèòñÿ íà òðè. Çíà÷èò
n2 êðàòíî òðåì, à ïîýòîìó è n êðàòíî òðåì.Îñòàëîñü ïîêàçàòü, êàê ìîæíî ïåðåêðàñèòü êâàäðàò ñî ñòî-ðîíîé, êðàòíîé òðåì. �àçðåæåì åãî íà êâàäðàòû 3× 3. �àññìîò-ðèì îäèí èç òàêèõ êâàäðàòîâ. Åñòü äâà ñëó÷àÿ� ëèáî óãëîâûåêëåòêè áåëûå, ëèáî ÷¼ðíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåêðàøèâàåìêàæäûé èç ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, ïðèìûêàþùèõ ê óãëàì ïî îä-íîìó ðàçó, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ïî äâà ðàçà. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ïðè òàêîì ïåðåêðàøèâàíèè øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà ïîìåíÿ-åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî n äåëèòñÿ íà 3,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå âñå n2 êëåòîê, à n êëåòîê â îäíîì ãî-ðèçîíòàëüíîì èëè âåðòèêàëüíîì ðÿäó, ñêàæåì, n êëåòîê, ïðè-ìûêàþùèå ê íèæíåé ñòîðîíå.10.8. Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà CD ïåðïåíäèêóëÿðíà îñ-íîâàíèÿì, O� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Íà îïèñàííîéîêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà OCD âçÿòà òî÷êà S, äèàìåòðàëüíîïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BSC = ∠ASD.(Â. Øìàðîâ)�åøåíèå. Òàê êàê SO�äèàìåòð, òî ∠SCA = ∠SCO =
= ∠SDO = ∠SDB = 90◦. Äëÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïî-äîáèå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ SCA è SDB. Äåéñòâèòåëü-13
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíî, èç ïîäîáèÿ áóäåò ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî óãëîâ ∠CSA = ∠DSB,îòêóäà ∠BSC = ∠CSA− ∠ASB = ∠DSB − ∠ASB = ∠ASD.
A

B C

D

S

O�èñ. 5
Èòàê, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

AC
BD

= SC
SD

. Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-óãîëüíèêîâ ADC è BCD èìååì AC
BD

=

= CD
cos∠OCD

: CD
cos∠ODC

= cos∠ODC
cos∠OCD

.Òàê êàê ∠OCD = 90◦ − ∠SCD, òî
cos∠OCD = sin∠SCD. Àíàëîãè÷-íî cos∠ODC = ∠ sinSDC. Îòñþäà
AC
BD

= sin∠SDC
sin∠SCD

= SC
SD

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåî-ðåìû ñèíóñîâ), îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå ïîäîáèå.Çàìå÷àíèå. Òî÷êè A è B ÿâëÿþòñÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåí-íûìè òî÷êàìè îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà SCD.
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä11 êëàññ11.1. Áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ òàêî-âà, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ å¼ ÷ëåíîâ � òàê-æå ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå å¼ ÷ëåíû � öåëûå÷èñëà. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü a� îäèí èç ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, à d� å¼ðàçíîñòü. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëà a(a + d) è a(a + 2d)� òàêæå ÷ëå-íû ïðîãðåññèè; çíà÷èò, èõ ðàçíîñòü èìååò âèä nd ïðè íåêîòîðîìöåëîì n, òî åñòü a(a + 2d) − a(a + d) = nd, èëè ad = nd. Ïî-ñêîëüêó d > 0, ïîëó÷àåì a = n, òî åñòü a�öåëîå ÷èñëî. Â ñèëóïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷ëåíà ïðîãðåññèè, çàäà÷à ðåøåíà.11.2. ×åðåç âåðøèíû îñíîâàíèÿ ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCDïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðîòèâîïîëîæíûì áîêîâûìðåáðàì (÷åðåç âåðøèíó A�ïàðàëëåëüíî SC, è òàê äàëåå). Ýòè÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêëèñü â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷å-òûðåõóãîëüíèê ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì. (Í. Àãàõàíîâ)
A

B

C
D

S

P�èñ. 6
�åøåíèå. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ. Ïîñêîëüêó PA ‖

‖ SC è PC ‖ SA, òî÷êà P ëåæèò â ïëîñ-êîñòè SAC, à ÷åòûð¼õóãîëüíèê ASCP� ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ SPäåëèò îòðåçîê AC ïîïîëàì. Àíàëîãè÷-íî, ïðÿìàÿ SP äåëèò îòðåçîê BD ïî-ïîëàì. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ SP ïåðåñåêàåòïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, è äèàãîíàëè äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé ïî-ïîëàì. Çíà÷èò, ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì.11.3. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû n > 2 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ
~a1,~a2, . . . ,~an ñ ðàâíûìè äëèíàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå âåêòîðû
−~a1 + ~a2 + . . .+ ~an, ~a1 − ~a2 + ~a3 + . . .+ ~an, . . . ,

~a1 + ~a2 + . . . + ~an−1 − ~anòàêæå èìåþò ðàâíûå äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ~a1+~a2+. . .+~an = ~0.(Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Îòëîæèì âåêòîðû 2~a1, . . . , 2~an èç îäíîé òî÷êè:15
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâïóñòü −−→
OAi = 2~ai. Òîãäà âñå òî÷êè A1, . . . , An ðàçëè÷íû è ëåæàòíà îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì O.Ïóñòü ~s = ~a1 + ~a2 + . . . + ~an. �àññìîòðèì òî÷êó S òàêóþ,÷òî −→

OS = ~s; ïî óñëîâèþ, âñå âåêòîðû ~s − 2~ai èìåþò îäíó è òóæå äëèíó r. Ïîñêîëüêó −−→
SAi =

−−→
OAi−

−→
OS = 2~ai−~s, ýòî îçíà÷àåò,÷òî âñå òî÷êè A1, . . . , An ëåæàò íà îêðóæíîñòè Ω ñ öåíòðîì S èðàäèóñîì r.Èòàê, îêðóæíîñòè ω è Ω èìåþò n > 2 îáùèõ òî÷åê. Ýòîçíà÷èò, ÷òî îíè ñîâïàäàþò, à òîãäà è èõ öåíòðû ñîâïàäàþò, òîåñòü ~s = ~0. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.11.4. �ëàâíàÿ àóäèòîðèÿ �èðìû ¾�îãà è êîïûòà¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêâàäðàòíûé çàë èç âîñüìè ðÿäîâ ïî âîñåìü ìåñò. 64 ñîòðóäíè-êà �èðìû ïèñàëè â ýòîé àóäèòîðèè òåñò, â êîòîðîì áûëî øåñòüâîïðîñîâ ñ äâóìÿ âàðèàíòàìè îòâåòà íà êàæäûé. Ìîãëî ëè òàêîêàçàòüñÿ, ÷òî ñðåäè íàáîðîâ îòâåòîâ ñîòðóäíèêîâ íåò îäèíàêî-âûõ, ïðè÷åì íàáîðû îòâåòîâ ëþáûõ äâóõ ëþäåé çà ñîñåäíèìèñòîëàìè ñîâïàëè íå áîëüøå, ÷åì â îäíîì âîïðîñå? (Ñòîëû íàçû-âàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè ñòîÿò ðÿäîì â îäíîì ðÿäó èëè äðóãçà äðóãîì â ñîñåäíèõ ðÿäàõ.) (Ê. ×óâèëèí)Îòâåò. Ìîãëî.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ïåðâûé îòâåò íà êàæäûé âîïðîñ ÷å-ðåç íóëü, à âòîðîé � ÷åðåç åäèíèöó. Òîãäà êàæäîìó íàáîðó îò-âåòîâ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èç øåñòè íóëåé è åäèíèö. Àóäèòîðèþáóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû 8×8, â êëåòêè êîòîðîé ðàñ-ñòàâëÿþòñÿ íàáîðû èç øåñòè öè�ð. Íàì òðåáóåòñÿ çàïîëíèòüòàáëèöó òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè íà-áîðû ñîâïàäàëè íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé öè�ðå. ×¼òíîñòüþ íàáîðàáóäåì íàçûâàòü ÷¼òíîñòü ñóììû åãî öè�ð.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê çàïîëíèòü êëåòêè òàê, ÷òîáû ñîñåä-íèå íàáîðû ðàçëè÷àëèñü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Ïóñòü â íàáî-ðàõ ëþáîé ñòðîêè ïîñëåäíèå òðè öè�ðû îäèíàêîâû, à ïåðâûåòðè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî òàê: 000, 001, 011, 010, 110,

100, 101, 111. Òîãäà ëþáûå äâà ñîñåäíèå ïî ãîðèçîíòàëè íàáî-ðà ðàçëè÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Â êàæäîì ñòîëáöå ïî-ñëåäíèå òðè öè�ðû îïðåäåëèì òàêèì æå îáðàçîì ñâåðõó âíèç.16
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäÀíàëîãè÷íî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèå ïî âåðòèêàëèíàáîðà ðàçëè÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,÷òî âñå íàáîðû ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó íàáîðû èç ðàçíûõ ñòîëá-öîâ îòëè÷àþòñÿ â ïåðâûõ òð¼õ öè�ðàõ, à èç ðàçíûõ ñòðîê � âîâòîðûõ òð¼õ. 0000 0100 1100 10000001 0101 1101 10010011 0111 1111 10110010 0110 1110 1010�èñ. 7
Ïîêðàñèì òåïåðü âñå êëåòêè òàá-ëèöû â áåëûé è ÷¼ðíûé öâåòà âøàõìàòíîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû ëåâàÿâåðõíÿÿ êëåòêà áûëà áåëîé. Òîãäà âñå÷¼òíûå íàáîðû ïîïàäóò â áåëûå êëåò-êè, à âñå íå÷¼òíûå � â ÷¼ðíûå. Â êàæ-äîì íàáîðå â ÷¼ðíûõ êëåòêàõ çàìåíèì åäèíèöû íà íóëè, à íó-ëè� íà åäèíèöû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îáðàùåíèè ÷¼òíîñòüíàáîðà íå èçìåíèòñÿ, ïîýòîìó ïî-ïðåæíåìó âî âñåõ áåëûõ êëåò-êàõ áóäóò ÷¼òíûå íàáîðû, à âî âñåõ ÷¼ðíûõ � íå÷¼òíûå. Ïðèýòîì âñå íå÷¼òíûå íàáîðû áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷àòüñÿ (â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå êàêèå-òî äâà íàáîðà ñîâïàäàëè áû äî îáðàùå-íèÿ), àíàëîãè÷íî âñå ÷¼òíûå áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷àòüñÿ. Çíà-÷èò, è âñå íàáîðû áóäóò ðàçëè÷íû. Íàêîíåö, ëþáûå äâå ñîñåä-íèå êëåòêè èìåþò ðàçíûå öâåòà, è, ïîñêîëüêó äî îáðàùåíèÿ íà-áîðû â íèõ ðàçëè÷àëèñü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå, ïîñëå îáðàùå-íèÿ íàáîðû áóäóò ñîâïàäàòü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå.Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí ïðèìåð àíàëîãè÷íîé ðàññòàíîâêè äëÿêâàäðàòà 4× 4.11.5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî íåðàâåí-ñòâî (n− 1)n+1(n+ 1)n−1 < n2n. (Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî âåðíî, èáî 0 < 1. Ïóñòü

n > 1. Çàìåòèì, ÷òî 0 < n− 1 < n+ 1, ïîýòîìó
(n−1)n+1(n+1)n−1 < (n−1)n(n+1)n = (n2−1)n < (n2)n = n2n,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.11.6. Â âîëåéáîëüíîì òóðíèðå ñ ó÷àñòèåì 73 êîìàíä êàæäàÿ êîìàíäàñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó. Â êîíöå òóðíèðà âñå êîìàíäûðàçäåëèëè íà äâå íåïóñòûå ãðóïïû òàê, ÷òî ëþáàÿ êîìàíäà ïåð-âîé ãðóïïû îäåðæàëà ðîâíî n ïîáåä, à ëþáàÿ êîìàíäà âòîðîé17
Яг
уб
ов
.Р
Ф



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâãðóïïû� ðîâíî m ïîáåä. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî m 6= n?(Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Íå ìîãëî.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m 6= n. Âñåãî â òóðíèðå ñó÷àñòèåì 73 êîìàíä ïðîâîäèòñÿ 73 · 72
2 = 36 · 73 èãð. Ïóñòü xêîìàíä îäåðæàëè ïî n ïîáåä, à îñòàëüíûå 73−x êîìàíä � ïî mïîáåä. Òîãäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî x · n + (73 − x) · m = 36 · 73,îòêóäà x · (n−m) = (36−m) ·73. ×èñëî 73 � ïðîñòîå, ïîýòîìó íàíåãî äåëèòñÿ ëèáî ìíîæèòåëü x, ëèáî ìíîæèòåëü n−m. Ïåðâîåíåâîçìîæíî, òàê êàê x < 73. À âòîðîå íåâîçìîæíî, òàê êàê n <

< 73,m < 73, ñëåäîâàòåëüíî, 0 < |n−m| < 73.11.7. Äàíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b. Íà êîîðäèíàòíîéïëîñêîñòè íàðèñîâàíû ãðà�èêè �óíêöèé y = sin ax, y = sin bxè îòìå÷åíû âñå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî c, îòëè÷íîå îò a, b è òàêîå, ÷òî ãðà�èê�óíêöèè y = sin cx ïðîõîäèò ÷åðåç âñå îòìå÷åííûå òî÷êè.(È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a > b.Åñëè (x0, y0)� îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, òî sin ax0 −
− sin bx0 = 0, èëè

sin
a− b

2
x0 · cos

a+ b

2
x0 = 0.Çíà÷èò, a− b

2 x0 = kπ èëè (a + b)x0 = (2k + 1)π ïðè íåêîòîðîìöåëîì k, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îäíî èç ÷èñåë a− b
2π x0 èëè a+ b

π
x0öåëîå.Ïîäáåð¼ì òåïåðü ÷èñëî c òàêîå, ÷òîáû âî âñåõ òàêèõ òî÷êàõ÷èñëî a− c

2π x0 òàêæå áûëî öåëûì; òîãäà â ýòèõ òî÷êàõ ìû áóäåìèìåòü
sin

a− c

2
x0 · cos

a+ c

2
x0 = 0,èëè sin cx0 = sin ax0 = y0, ÷òî è òðåáóåòñÿ.Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, c = 2(a2−b2)+a.Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ÷èñëî a− c

2π x0 = (b − a) · b + a
π

x0 = 2(b +

+a)· b− a
2π x0 â öåëîå ÷èñëî ðàç áîëüøå êàæäîãî èç ÷èñåë a− b

2π x018
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäè a+ b
π x0, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Êðîìå òîãî, c > a > b. Ýòîè îçíà÷àåò, ÷òî c óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì.11.8. Âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD òàêîâ, ÷òî AB · CD =

= AD ·BC. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAC+∠CBD+∠DCA+∠ADB =
= 180◦. (È. Áîãäàíîâ, Ê. Êíîï)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(ABCD) ñóììó ÷å-òûð¼õ óãëîâ â óñëîâèè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷åòûð¼õóãîëü-íèê ABCD âïèñàí, òî óòâåðæäåíèå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà
f(ABCD) = (∠BAC + ∠CAD) + (∠DCA+ ∠ACB) = ∠BAD +
+ ∠BCD = 180◦.

A

B

C

D

A′ �èñ. 8
Ïóñòü òåïåðü ÷åòûð¼õóãîëüíèê íåâïèñàí. Òîãäà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòüòðåóãîëüíèêà BCD ïåðåñåêàåò ïðÿ-ìóþ AC âòîðè÷íî â òî÷êå A′ 6= A. Çà-ìåòèì, ÷òî f(A′BCD) − f(ABCD) =

= (∠BA′C − ∠BAC) + (∠A′DB −
−∠ADB) = ±(∠ABA′ −∠ADA′), ãäåçíàê ïåðåä ïîñëåäíåé ñêîáêîé çàâèñèòîò ïîðÿäêà òî÷åê A,A′ íà ïðÿìîé AC.Ïîñêîëüêó f(A′BCD) = 180◦, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
∠ABA′ = ∠ADA′.Ïî óñëîâèþ, ìû èìååì AB

BC
= AD

DC
= k. Ïóñòü ðàäèóñ îïè-ñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà A′BCD ðàâåí R. Òîãäàïî òåîðåìå ñèíóñîâ 2R = BC

sinBA′C
= CD

sinCA′D
; óìíîæàÿ ïî-ñëåäíåå ðàâåíñòâî íà k, ïîëó÷àåì AB

sinAA′B
= AD

sinAA′D
. Ïðè-ìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ABA′ è ADA′, ïî-ëó÷àåì AA′

sinABA′
= AB

sinAA′B
= AD

sinAA′D
= AA′

sinADA′
. Èòàê,

sinABA′ = sinADA′, òî åñòü ëèáî óãëû ∠ABA′ è ∠ADA′ ðàâ-íû, ëèáî èõ ñóììà ðàâíà 180◦. Íàêîíåö, âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìî-æåí; äåéñòâèòåëüíî, ñóììà óãëîâ íåâûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíè-êà ABA′D ðàâíà 360◦, ïîýòîìó ∠ABA′ + ∠ADA′ < 180◦.Âòîðîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî AB
BC

= AD
DC

. Åñëèýòè îòíîøåíèÿ ðàâíû 1, òî òðåóãîëüíèêè ABC è ADC ðàâíî-19
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
A

B

C

D

K
L

O

�èñ. 9áåäðåííûå, è ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëü-íî ïðÿìîé BD; çíà÷èò, ∠BAC + ∠CBD + ∠DCA + ∠ADB =
= ∠BAC + ∠ABD + ∠DAC + ∠ADB = ∠ABD + ∠ADB +
+ ∠DAB = 180◦, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Ïóñòü òåïåðü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, AB

BC
= AD

DC
> 1. Ïóñòü

BK è BL� âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ áèññåêòðèñû òðåóãîëüíè-êà ABC (ñì. ðèñ. 9). Òîãäà AK
KC

= AL
LC

= AB
BC

= AD
DC

; çíà÷èò, DKè DL� âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ADC.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠KBL = ∠KDL = 90◦, è ÷åòûð¼õóãîëüíèê
BKDL âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O� ñåðåäèíå îò-ðåçêà KL.Èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà OKB ïîëó÷àåì ∠OBK =
= ∠OKB = ∠ABK + ∠KAB = ∠CBK + ∠CAB, îòêóäà
∠CAB = ∠OBK−∠CBK = ∠OBC. Çíà÷èò, ∠CAB+∠CBD =
= ∠OBC + ∠CBD = ∠OBD. Àíàëîãè÷íî, èç ðàâíîáåäðåííî-ãî òðåóãîëüíèêà ODK ïîëó÷àåì ∠ODA = ∠ODK + ∠KDA =
= ∠OKD+∠CDK = 180◦ −∠DCK, îòêóäà ∠DCA+∠ADB =
= (180◦ − ∠ODA) + ∠ADB = 180◦ − ∠ODB.Èòàê, ñóììà âñåõ ÷åòûð¼õ óãëîâ â óñëîâèè ðàâíà ∠OBD +
+180◦−∠ODB = 180◦, ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê OBD ðàâíîáåä-ðåííûé. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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