
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2005 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Îòáîðî÷íûé òóð. 9 êëàññ.

1. Ïóñòü a, b, c � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 1 000 000. Äîêàæèòå, ÷òî
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íå èìååò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. (Ê. Êîõàñü, Ñ. Èâàíîâ)
2. Â ñòðî÷êó âûïèñàíû 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè äâà

ñîñåäíèõ ÷èñëà, åñëè èõ íå ìåíÿëè ìåñòàìè ðàíüøå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áûëî ñäå-
ëàíî ìåíåå 45 òàêèõ îïåðàöèé, òî ìîæíî ñäåëàòü åùå îäíó. (Ñ. Èâàíîâ)

3. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A è B òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðå-
ñåêàåò ñòîðîíû AC è BC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî öåíòð
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè 4CXY , êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû XY , ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè 4ABC. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè 4ABC ëåæèò íà
îòðåçêå XY . (À. Ñìèðíîâ)

4. Ìîæíî ëè ðàçáèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 2005, íà 2 áåñêîíå÷íûå
ãðóïïû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè ðàçëè÷íûå ÷èñëà x è y
ëåæàò â îäíîé ãðóïïå, òî ÷èñëî x2 + y ëåæèò â òîé æå ãðóïïå? (Â. Ôðàíê)

5. Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, y, z ∈ [0, 1] íåðàâåíñòâî

(x+ 1)(y + 1)(z + 1) ≥
√

8(x+ y)(x+ z)(y + z).

(Ä. Êàðïîâ, À. Õðàáðîâ)
6. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå íàáîðû, ñîäåðæàùèå ïî 3 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñëà îò 1 äî p− 1, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà ðàññìîòðèì
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë íà p. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åíûõ
îñòàòêîâ åäèíèö íå ìåíüøå, ÷åì äâîåê. (Ä. Êàðïîâ)

7. Ïóñòü BL � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà BLC
íàøëàñü òî÷êà P òàêàÿ, ÷òî ∠BPC = 90◦ è ∠LPC + ∠LBC = 180◦. Òî÷êà O �
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà LPB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå CO, BL,
è AM , ãäå M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. (À. Ñìèðíîâ)

8. Â ñòðàíå 210 ãîðîäîâ è ñîâñåì íåò äîðîã. Êîðîëü õî÷åò ïîñòðîèòü íåñêîëüêî
äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ òðåõ ãîðîäîâ A, B è C
òàêèõ, ÷òî åñòü äîðîãè, âåäóùèå èç A â B è èç B â C, íå áûëî äîðîãè, âåäóùåé èç A
â C. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî äîðîã îí ñìîæåò ïîñòðîèòü? (Ä. Êàðïîâ, Ê. Ñóõîâ)
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Îòáîðî÷íûé òóð. 10 êëàññ.

1. Ïðÿìûå `1 è `2 êàñàþòñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è B è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C.
Òî÷êà K � ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà KC ëåæèò íà
ïàðàáîëå. (Ê. Ñóõîâ)

2. Â êîìïàíèè èç ñòà ÷åëîâåê ñðåäè ëþáûõ äåñÿòè åñòü òðîå ïîïàðíî çíàêîìûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü âîñüìåðûõ èç íèõ òàê, ÷òîáû ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ
áûë çíàêîì ñ êåì-òî èç ýòèõ âîñüìåðûõ. (Ñ. Áåðëîâ)

3. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A è B òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñå-
êàåò ñòîðîíû AC è BC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì öåíòð âíåâïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà XY C, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû XY , ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê XY ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. (À. Ñìèðíîâ)

4. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 3k = m2 + n2 + 1 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. (À. Õðàáðîâ)

5. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x1, x2, . . . , xn (n ≥ 2) òàêîâû, ÷òî

xi ≥ x1 + x2 + . . .+ xi−1 äëÿ i = 2, 3, . . . , n .
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(Ä. Äæóêè÷)
6. Ïî êðóãó âûïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî n2. Ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñòî-

ÿùèõ ðÿäîì ÷èñëà, åñëè ýòè äâà ÷èñëà íå ìåíÿëè ìåñòàìè ðàíüøå. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè ñäåëàíî íå áîëüøå n3/100 òàêèõ îïåðàöèé, òî ìîæíî ñäåëàòü åùå îäíó.

(Ñ. Èâàíîâ)
7. Âûñîòû AA1 è BB1 îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-

êå H. Íà ñòîðîíå AC íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà L, ÷òî îòðåçîê A1L äåëèòñÿ ïîïîëàì âû-
ñîòîé CC1, à îòðåçîê C1L äåëèòñÿ ïîïîëàì âûñîòîé AA1. Äîêàæèòå, ÷òî HL ⊥ OH,
ãäå O � ýòî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. (Ô. Áàõàðåâ)

8. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ... 17. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå íàáîðû ïî
17 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî m, è äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà âû÷èñ-
ëÿåòñÿ îñòàòîê ñóììû åãî ÷èñåë îò äåëåíèÿ íà m. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åííûõ
îñòàòêîâ íóëåé íå ìåíüøå, ÷åì åäèíèö. (Ä. Êàðïîâ)
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Îòáîðî÷íûé òóð. 11 êëàññ.

1. Â ñòðî÷êó âûïèñàíû 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè äâà
ðÿäîì ñòîÿùèõ ÷èñëà, åñëè ýòè ÷èñëà íå ìåíÿëè ìåñòàìè ðàíüøå. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè áûëî ñäåëàíî ìåíåå 45 òàêèõ îïåðàöèé, òî ìîæíî ñäåëàòü åùå îäíó.

(Ñ. Èâàíîâ)
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , a400 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

an+1 = d(an) + d(n). Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå áîëåå 210 ïðîñòûõ
÷èñåë. (×åðåç d(n) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n).

(Þ. Áåëîâ)
3. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A è B òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñå-

êàåò ñòîðîíû AC è BC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì öåíòð âíåâïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà XY C, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû XY , ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê XY ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. (À. Ñìèðíîâ)

4. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 3k = m2 + n2 + 1 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. (À. Õðàáðîâ)

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è z âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî (

x2 +
3

4

)(
y2 +

3

4

)(
z2 +

3

4

)
≥
√

(x+ y)(y + z)(x+ z).

(À. Õðàáðîâ)
6. Â êîìïàíèè êàê ìèíèìóì 10 ÷åëîâåê. Ñðåäè ëþáûõ 10 èç íèõ åñòü òðîå

ïîïàðíî çíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ëèáî 7 ÷åëîâåê, âîîáùå íå èìåþùèå
çíàêîìûõ, ëèáî òàêèå 7 ÷åëîâåê, ÷òî êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ çíàêîì ñ êåì-òî èç íèõ.

(Ñ. Áåðëîâ)
7. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà X. Ëó÷è AX, BX,

CX ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A1, B1

è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà A2 ñèììåòðè÷íà òî÷êå A1 îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòî-
ðîíû BC. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè B2 è C2. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà Y , íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà X, ÷òî òî÷êè Y , A2, B2 è C2 ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè. (À. Ñìèðíîâ)

8. Â îäíîé èç âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà çàïèñàíà åäèíèöà, à â îñòàëü-
íûõ � íóëè. Õóëèãàí Ìèøà îäíîâðåìåííî ïðèáàâèë ê ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå åãî
ñîñåäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå; çàòåì îí ïðèáàâèë ê ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå ÷èñëî,
ñòîÿùåå îò íåãî ÷åðåç îäíó âåðøèíó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå; çàòåì îí ïðèáàâèë ê ÷èñëó
â êàæäîé âåðøèíå ÷èñëî, ñòîÿùåå îò íåãî ÷åðåç äâå âåðøèíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
è ò. ä; íàêîíåö, îí ïðèáàâèë ê ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå åãî ñîñåäà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Ïîñëå ýòèõ îïåðàöèé n − 1 èç çàïèñàííûõ ÷èñåë îêàçàëèñü ðàâíû. ×åìó
ìîãëî áûòü ðàâíî ÷èñëî n?


