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7 класс  

 
7.1. Колонна автомобилей движется по шоссе со скоростью 80 км/ч и дистанцией 10 м между авто-

мобилями. Проезжая знак ограничения скорости, все автомобили снижают скорость до 60 км/ч. 
С какой дистанцией будет двигаться колонна после знака?  

Ответ: 7,5 м. Решение. Обозначим скорости v1 = 80 км/ч, v2 = 60 км/ч и дистанцию 

а =10 м = 0,01 км. Вторая машина проезжает знак позже первой на 
1v

a (час). За это время первая ма-

шина проедет расстояние 
1

2 v
av   = 7,5 м, c такой дистанцией машины будут двигаться дальше. 

7.2. В 7а классе 33 ученика. В начале учебного года в классе организовали два кружка. По школьным 
правилам кружок можно организовать, если в него записалось не менее 70% всех учеников 
класса. Каково может быть наименьшее число учеников, записавшихся в оба кружка одновре-
менно? 

Ответ: 15 учеников. Решение. В каждом кружке должно быть не менее 330,7 = 23,1 человек, и зна-
чит, не менее 24 человек. Пусть п1, п2 – число учеников, записавшихся в первый и второй кружок со-
ответственно, п – число учеников, записавшихся хотя бы в один кружок. Очевидно, 33n  (заметим, 
что не обязательно п=33, т.к. в условии не сказано, что каждый ученик записался в какой-то кружок). 
Тогда число учеников, записавшихся в оба кружка, равно nnn  21 , т.к. в сумме 21 nn   дважды уч-
тены записавшиеся в оба кружка. Таким образом, 1533242421  nnn , и это число достига-
ется, когда по 9 человек записались только в один кружок и 15 человек – в оба кружка. 
 
7.3. В трехзначном числе зачеркнули первую цифру и получили двузначное. Если поделить исходное 

число на полученное, то частное равно 8, а остаток 6. Найдите исходное число. 
Ответ:  342. Решение. Пусть а – первая цифра исходного числа, b – двузначное число из послед-
них двух цифр. По условию 68100  bba    )3(2492)350(27  aaab . Таким образом, число 
а – 3 должно делиться на 7. Учитывая, что 90  a , получаем, что а = 3. Тогда b = 42. 
 
7.4. Найдите наименьшее натуральное число с суммой цифр 2014. 
Ответ: 799…9 (223 девятки). Решение. Данный ответ интуитивно ясен: нужно как можно больше 
использовать девятки, а недостающую до 2014 цифру записать первой. Обоснуем это строго. Если в 
искомом числе было бы меньше 224 цифр, то сумма цифр не превосходила бы 2239= 2007; если бы 
первая цифра 224-значного числа была меньше 7, то сумма цифр не превосходила бы 
6 + 223 9 = 2013. 
 
7.5. Имеется 200 спичек. Сколько есть способов составить, используя все спички, квадрат и (отдель-

но) равносторонний треугольник? (Разные способы отличаются размерами квадрата и тре-
угольника).  

Ответ: 16. Решение. Пусть х (спичек) – длина стороны квадрата, у (спичек) – длина стороны тре-
угольника. Тогда 20034  yx    )50(43 xy  . Таким образом, нужно для делимости на 3 рас-
смотреть в качестве х все натуральные числа до 50, дающие остаток 2 при делении на 3 (т.е. тот же 
остаток, что у числа 50). Имеем 16 таких чисел, а именно числа вида 2 + 3k, k = 0, 1, …, 15, от 2 до 47 
(само число 50 рассматривать не следует, т.к. иначе будет составлен только квадрат, без треугольни-
ка). Тогда соответствующее значение у равно 4 (16 – k). 
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8 класс 
 

8.1. В 8а классе 33 ученика. В начале учебного года в классе организовали два кружка. По школьным 
правилам кружок можно организовать, если в него записалось не менее 70% всех учеников клас-
са. Каково может быть наименьшее число учеников, записавшихся в оба кружка одновременно? 

Ответ:  15 учеников. Решение. См. задачу 7.2. 
 

8.2. Дано натуральное число п. Обозначим 909190 24  nnnN . Докажите, что при 10n       
а) N – составное натуральное число; б) N можно представить в виде произведения трех натураль-
ных сомножителей, больших единицы.  

Решение. а) Конечно, пункт а) следует из разложения пункта б), но можно привести другое решение. 
Тот факт, что N – число составное, следует из его чѐтности (при условии, что N > 2), а чѐтность 
следует из того, что числа п4 и 91п одинаковой чѐтности. Далее, 

  09,01,990100100909190 2
22 






 

nn
nnN , и отсюда же следует, что большему зна-

чению п при n > 10 соответствует большее значение N. Проверка значения N при п  = 11 дает 
N = 2660 > 2. б) Разложим N на множители: )1(90 24  nnnnN  = 

)1(90)1)(1( 22  nnnnnn  = )90)(1( 22  nnnn  = )9)(10)(1( 2  nnnn . При n > 11 
все три скобки больше единицы. При n = 11 скобка (n – 10) равна 1, но п + 9 = 20 = 4  5, т.е. и при 
п = 11 имеем искомое разложение. 

 
8.3. В треугольнике АВС биссектриса АМ и медиана ВN пересекаются в точке О. Оказалось, что пло-

щади треугольников АВМ и MNC равны. Найдите  MON.  
Ответ: 90. Решение. Поскольку SAMN = SMNC (т.к. AN = NC), из условия задачи имеем SAВM = SАNМ.  

Поэтому в треугольниках АВМ и AMN высоты, проведенные из вершин В и N, равны. Пусть В1 и 
N1 – основания этих высот. Тогда прямоугольные треугольники АВВ1 и ANN1 равны, т.к. 
ВВ1 = NN1 и  BAB1 =  NAN1. Значит, AB = AN и поэтому точки В1 и N1 совпадают между собой 
и совпадают с точкой О. 

 
8.4. Натуральные числа т и п таковы, что тп делится на  т+п. Можно ли утверждать, что т делится 

на п, если известно, что а) п – простое число? б) п – произведение двух различных простых чи-
сел? 

Ответ:  а) можно; б) нельзя. Решение. а) Пусть п = р  – простое число Имеем )( pmkmp   при не-
котором натуральном k. Если предположить, от противного, что т не делится на р, то из равенст-
ва )( kmpkm   будет следовать, что k делится на р, т.е. k = k1  p при некотором натуральном k1. 
Тогда, сокращая на р, получим kmmk 1 , но это приводит к противоречию (левая часть  т, а 
правая < m). б) Достаточно привести контрпример: т = 35, п = 14 =72, тогда 3514 = (35+14)10. 
Подобный пример основан на  рассуждениях,  подобных приведенным в пункте а). Если п =р1  р2 
– произведение двух простых чисел ( 12 pp  ), то имеем )(21 kmppkm  . Если взять 11 mpm   и 

12 kpk   для некоторых 1m , 1k , то отсюда получаем соотношение 11211 )( mppmk  . Возьмем 

1m  такое, что 121 ppm  , тогда при 11 mk   данное соотношение выполняется. При р1 = 7, 
р2 = 2 получается приведенный контрпример. 

 
8.5. 10 девочек и 10 мальчиков встали в ряд так, что девочки и мальчики чередуются, а именно слева 

направо стоят:  девочка-мальчик-девочка-мальчик и т.д. Каждую минуту в одной (любой) паре 
соседей «девочка-мальчик» дети могут поменяться местами, при условии, что девочка стоит сле-
ва от мальчика. Может ли такой «обменный процесс» продолжаться больше часа? 

Ответ: не может. Решение. Рассмотрим номера по порядку (слева направо) всех десяти мальчиков. 
Вначале это были все чѐтные числа 2, 4, 6,…, 20. Каждую минуту номер одного из мальчиков 
уменьшается на единицу, и пока номера мальчиков не станут равны 1, 2, 3, …, 10 (т.е. пока все 
мальчики не окажутся слева от всех девочек), процесс будет продолжаться. Сумма номеров маль-
чиков сначала была равна (2 + 4 + … + 20) =2(1 + 2 + … + 10) = 255, а в конце 
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(1 + 2 + … + 10)= 55. Значит, она уменьшится на 55. Поскольку эта сумма каждую минуту 
уменьшается на 1, весь процесс займет 55 минут. 

 
 

9 класс 
 

9.1. Какое из чисел больше: 1009999100 22   или 9999100100 22  ? 

Ответ: второе число больше. Решение. Обозначим а = 100, b = 99, abbaA  22 , 

bbaaB  22 . Имеем равносильные неравенства (после возведений в квадрат и уничтожения по-

добных членов) 22 BABA   ))((2 22 abba  < ))((2 22 bbaa    baabba 2233   
 ))(()( 22 babababaab   22 babaab   0)( 2  ba  (т.к. ba  ). 
 
9.2. Дано натуральное число п. Обозначим 909190 24  nnnN . Докажите, что при 10n       

а) N – составное натуральное число; б) N можно представить в виде произведения трех натураль-
ных сомножителей, больших единицы.  

Решение. См. задачу 8.2. 
 

9.3. Натуральные числа т и п таковы, что тп делится на т + п. Можно ли утверждать, что т делится 
на п, если известно, что  а) п – простое число? б) п – произведение двух различных простых чи-
сел? 

Ответ:  а) можно; б) нельзя. Решение. См. задачу 8.4. 
 
9.4. Дан пятиугольник со сторонами (в некотором порядке) 1; 2; 5; 6; 7. Докажите, что в этот пяти-

угольник нельзя вписать окружность.  
Решение. Заметим следующий факт: если в пятиугольник можно вписать окружность, то сумма лю-

бых двух несмежных сторон пятиугольника меньше суммы трех оставшихся сторон. Этот факт 
доказывается аналогично известному свойству четырехугольника (нужно сложить соответст-
вующие отрезки, на которые стороны делятся точками касания, и воспользоваться равенством 
отрезков касательных из одной вершины). Поэтому, рассуждая от противного, получаем, что у 
стороны,  равной 7, несмежными сторонами должны быть 1 и 2 (т.к. 7 + 5 > 1 + 2 + 6). Но тогда 5 
и 6 – несмежные стороны, и опять получаем противоречие, т.к. 5 + 6 > 1 + 2 + 7. 

 
9.5. 10 девочек и 10 мальчиков встали в ряд так, что девочки и мальчики чередуются, а именно слева 

направо стоят:  девочка-мальчик-девочка-мальчик и т.д. Каждую минуту в одной (любой) паре 
соседей «девочка-мальчик» дети могут поменяться местами, при условии, что девочка стоит сле-
ва от мальчика. Может ли такой «обменный процесс» продолжаться больше часа? 

Ответ:  не может. Решение. См. задачу 8.5. 
 
 

10 класс 
 

10.1.  Какое из чисел больше: 1009999100 22   или 9999100100 22  ? 
Ответ:  второе число. Решение. См. задачу 9.1. 

10.2. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
x

ax 1||   имеет ровно два корня. 

Ответ:  а = –2. Решение. Пересечение графиков правой и левой частей могут быть только в первом 

квадранте, т.к. || axy   проходит в 1-ом и 2-ом квадранте, а 
x

y 1  в 1-ом и 3-ем. При 0a  

график || axy   в первом квадранте представляет собой прямую axy  , которая с гипербо-

лой 
x

y 1
  имеет ровно одну точку пересечения (т.к 

x
y 1
  – убывающая функция). Рассмотрим 
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теперь значения 0a . При ax   имеем (рассуждая аналогично) одну точку пересечения гра-
фиков. Поэтому требуется найти а такое, чтобы при );0( ax   была еще ровно одна точка пере-

сечения. Имеем 
x

ax 1
    012  axx  2/)4( 2  aax , отсюда а = –2 (при 02  a  

у квадратного уравнения корней нет, а при 2a – два положительных корня, меньших |a|). 
 
10.3. Изобразите на координатной плоскости множество точек, удовлетворяющих неравенству 

22 12 yxyx  . 
Решение. Данное неравенство равносильно систе-

ме:  
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Решение совокупности данных двух систем 
изображено на рисунке. 

  

10.4. Последовательность an задается соотношениями 
22

1 2

1
n

n
a

a  ; 
2
1

1 a . Докажите, что na  моно-

тонно возрастает и 2na  при всех п. 

Решение. Докажем монотонность na . Имеем 0)1(
22

1 2
2

1  nn
n

nn aaaaa . Данное неравен-

ство является строгим, т.к. на самом деле 1na , этот факт докажем методом математической ин-

дукции. Действительно, 1
2
1

1 a , и если при n = k неравенство 10  ka  выполняется, то при n 

= k + 1 будем иметь 1
2
1

2
1

22
10

2

1  
k

k
aa . Замечание. Данная задача дает пример того, что 

по индукции иногда более сильное утверждение (здесь 1na ) легче доказать, чем более слабое 
( 2na ), т.к. более сильное утверждение используется в индукционном шаге. 

 
10.5. На координатной плоскости рассматривается семейство концентрических окружностей с цен-

тром в точке )3;2(M . а) Найдется ли окружность этого семейства, на которой есть две рацио-
нальные точки? б) Докажите, что существует окружность этого семейства, внутри которой (т.е. 
внутри круга) ровно 2014 целочисленных точек. (Рациональная (целочисленная) точка – это точка 
с рациональными (соответственно, целыми) координатами.)  

Ответ:  а) не найдется. Решение. а) Предположим, от противного, что найдутся две рациональные 
точки ),( 111 yxM  и ),( 222 yxM  на окружности данного семейства. Тогда 

2
2

2
2

2
1

2
1 )3()2()3()2(  yxyx . Значит, qyyxx  3)(22)(2 2121  – рацио-

нальное число. Если 0)()( 2121  yyxx , то возведя последнее равенство в квадрат, получим, 
что 6  – рациональное число, что неверно. Если одна из разностей, например, 21 xx  , равна 0, то 
при 21 yy   получаем противоречие с иррациональностью 3 . Значит, двух различных рацио-
нальных точек на окружности быть не может.  б) Заметим, что внутри круга малого радиуса це-
лочисленных точек нет (можно взять радиус меньше расстояния от М до ближайшей целочислен-
ной точки А(1;2)). С другой стороны, если взять достаточно большой радиус (например, больше 
3000), то внутри круга окажется больше 2014 точек. Поскольку, в силу пункта а), при постепен-
ном увеличении радиуса происходит скачок числа целочисленных точек только на единицу, то 
должен обязательно наступить момент, когда внутри круга будет ровно 2014 точек. 
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11 класс 

 
11.1. Решите уравнение  xxxx 2cossin42cos22cos1 2  . 

Ответ:  kx  2
2
 , nx n 




6
)1( , Zkn, . Решение. Исходное уравнение равносильно такому 

0)2cossin22cos(sin2 22  xxxx  0)2cos(sin 2  xx  0sin21sin 2  xx 

4
31)(sin 2,1


x  .

2
1sin

1sin












x

x
 Отсюда следует результат. 

  
11.2. Изобразите на координатной плоскости множество точек, удовлетворяющих неравенству 

22 12 yxyx  . 
Решение. См. задачу 10.3. 

11.3. Последовательность an задается соотношениями 
22

1 2

1
n

n
a

a  ; 
2
1

1 a . Докажите, что na моно-

тонно возрастает и 2na  при всех п. 
Решение. См. задачу 10.4. 
 
11.4. Существует ли п-угольная пирамида, на ребрах которой можно выбрать направления (стрелки) 

так, чтобы сумма всех 2п  векторов-ребер равнялась нулевому вектору а) при п = 9; б) при п =10? 
Ответ:  а) не существует; б) существует. Решение. а) Рассмотрим ось, перпендикулярную основа-

нию пирамиды с началом координат на плоскости основания. Если спроектировать боковые век-
торы-ребра на эту ось, то все проекции будут равны по модулю, и поскольку их нечетное число, 
сумма проекций не может равняться нулю. Значит, не существует искомого выбора стрелок. 
б) Можно взять пирамиду, у которой основание 1021 ...AAA  – правильный 10-угольник, и расста-

вить в основании направления по часовой стрелке: 1103221 ,...,, AAAAAA . Направления на боковых 

ребрах такие: SASASASASASA 1094321 ,,...,,,, . Тогда 02211


 SAAASA ,…, 0101099


 SAAASA  и 

остается сумма пяти векторов 11098765432 AAAAAAAAAA  . Эта сумма также равна 0


, т.к. 
представляет собой сумму векторов-сторон (по часовой стрелке) правильного пятиугольника. 

 
11.5. На координатной плоскости рассматривается семейство концентрических окружностей с цен-

тром в точке )3;2(M . а) Найдется ли окружность этого семейства, на которой есть две рацио-
нальные точки? б) Докажите, что существует окружность этого семейства, внутри которой (т.е. 
внутри круга) ровно 2014 целочисленных точек. (Рациональная (целочисленная) точка – это точка 
с рациональными (соответственно, целыми) координатами.) 

Решение. См. задачу 10.5.  Яг
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