
Îëèìïèàäà Þíîøåñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû

II òóð. 4 äåêàáðÿ 2016 ãîäà

10 êëàññ

Ñþæåò 1

1.1. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ω òðåóãîëüíèêà ABC.
Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AIC ïåðåñåêàåò ω â òî÷êàõ P è
Q (òàê, ÷òî P è A ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé BI, àQ è C � ïî äðóãóþ).
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè PQ||AC, òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé.

1.2. Äàí òðåóãîëüíèêDEF . Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû
E è F ïåðåñåêàåò ñòîðîíû DE è DF â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî.
Áèññåêòðèñà óãëà ∠DEY ïåðåñåêàåò DF â òî÷êå Y ′, à áèññåêòðèñà
óãëà ∠DFX ïåðåñåêàåò DE â òî÷êå X ′. Äîêàæèòå, ÷òî XY ||X ′Y ′.

Ñþæåò 2

P � ïðîñòîå ÷èñëî. ×èñëà îò 1 äî P (P −1) íóæíî ðàññòàâèòü â êëåòêè
òàáëèöû P × P − 1 (P ñòðîê è P − 1 ñòîëáåö) òàê, ÷òîáû ó êàæäîãî
÷èñëà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà P áûë òàêèì æå, êàê è ó ñóììû ñîñåäíèõ
ñ íèì ïî ñòîðîíå ÷èñåë.

2.1. Ïóñòü â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò ïî ïîðÿäêó ÷èñëà îò 1 äî P−1. ×åìó
ìîæåò áûòü ðàâíî P?

2.2. Ïóñòü P = 7, à êàæäîå ÷èñëî âî âòîðîé ñòðîêå â òðè ðàçà áîëüøå
ñâîåãî ñîñåäà èç ïåðâîé ñòðîêè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà â äâóõ öåíòðàëü-
íûõ êëåòêàõ äåëÿòñÿ íà 7.

Ñþæåò 3

Íà ñòîëå ëåæèò êó÷à èç n êàìíåé. Çà õîä ìîæíî ðàçáèòü ëþáóþ èç
èìåþùèõñÿ êó÷ íà äâå ìåíüøèõ. Ïðè ýòîì ðàçìåðû ëþáûõ äâóõ êó÷,
íàõîäÿùèõñÿ íà ñòîëå îäíîâðåìåííî, äîëæíû áûòü ¾ïîõîæèìè¿.

3.1. Ïóñòü ïîõîæèå ðàçìåðû � ýòî òå, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå,
÷åì â

√
2 ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà íèêàêóþ êó÷ó íåëüçÿ ðàçáèòü íà

òðè êó÷è.

3.2. Ïóñòü ïîõîæèå ðàçìåðû � ýòî òå, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå,
÷åì âäâîå. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ëþáóþ êó÷ó ìîæíî ðàçëîæèòü íà êó÷è
ïî îäíîìó êàìíþ.
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Ñþæåò 1

Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ω òðåóãîëüíèêà ABC. Îïè-
ñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AIC ïåðåñåêàåò ω â òî÷êàõ P è Q
(òàê, ÷òî P è A ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé BI, à Q è B � ïî äðóãóþ).

1.3. Ïóñòü M � ñåðåäèíà äóãè AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC (âûáèðàåì òó äóãó, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò òî÷êó C), à N �
ñåðåäèíà äóãè BC (âûáèðàåì òó äóãó, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò òî÷êó A).
Äîêàæèòå, ÷òî MN ||PQ.

1.4. Ïóñòü T � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP è CQ, à K � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ MP è NQ. Äîêàæèòå, ÷òî T , K è I ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

Ñþæåò 2

2.3. Ïóñòü êàæäîå ÷èñëî âî âòîðîé ñòðîêå â K ðàç áîëüøå ñâîåãî ñî-
ñåäà èç ïåðâîé ñòðîêè. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ÷èñëî èç ýòîé òàáëèöû,
óìíîæåííîå íà K, äàåò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà P , êàê è
ñóììà ñîñåäíèõ ñ íèì ïî ñòîëáöó ÷èñåë.

2.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè P = 23 ñóùåñòâóåò ðàññòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì çàäà÷è.

Ñþæåò 3

3.3. Ïóñòü ïîõîæèå ðàçìåðû � ýòî òå, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå,
÷åì â k ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k < 2 íàéä¼òñÿ ÷èñëî Nk òàêîå,
÷òî íèêàêóþ êó÷ó íåëüçÿ ðàçëîæèòü áîëåå, ÷åì íà Nk êó÷.

3.4. Ïóñòü ïîõîæèå ðàçìåðû � ýòî òå, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ñòðîãî
ìåíüøå, ÷åì â 2 ðàçà. Íà êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êó÷ ìîæíî
ðàçáèòü êó÷ó èç 660 êàìíåé?
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