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Несобственные интегралы. 

Несобственные интегралы 1-го рода (с бесконечным промежутком интегрирования). 
 
 

   ► Определение. Пусть функция  f x  определена на полупрямой  ;a   и интегрируема по сегменту 

 ;a b  при любом  ;b a  . Тогда, если существует предел  lim
b

b
a

f x dx
  , то этот предел называется 

несобственным интегралом 1-го рода и обозначается символом  
a

f x dx


 . 

   ► Теорема (сравнения). Пусть на отрезке  ;a b  при любом b a  функции  f x  и  x  интегрируемы и 

   f x x x a   0 . Тогда 

 а) если интеграл  
a

x dx


  сходится, то сходится и интеграл  
a

f x dx


 ; 

 б) если интеграл  
a

f x dx


  расходится, то расходится и интеграл  
a

x dx


 . 

   ► Теорема (сравнения). Пусть функции  f x  и  x  непрерывны и неотрицательны для всех x a  и 

пусть  x  отлична от нуля для всех достаточно больших x . Тогда, если существует конечный предел 

 
 

lim
x

f x
k

x
  0 , то интегралы  

a

f x dx


  и  
a

x dx


  сходятся или расходятся одновременно. 

   ► Теорема. Если существует такое число   1 , что для всех достаточно больших x  

   M
f x

x
 0  

где M  0  и не зависит от x , то интеграл  
a

f x dx


  сходится. 

   Если для всех достаточно больших x  

   M
f x

x
  

где M  0  и не зависит от x , то интеграл  
a

f x dx


  расходится. 

   ► Определение. Интеграл  
a

f x dx


  называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл 

 
a

f x dx


 . Если интеграл  
a

f x dx


  сходится, а интеграл  
a

f x dx


  расходится, то интеграл 

 
a

f x dx


  называется условно сходящимся. 

   ► Теорема. Если интеграл  
a

f x dx


  сходится, то сходится и интеграл  
a

f x dx


 . 
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   ► Теорема. Если существует такое число   1 , что для всех достаточно больших x  

   M
f x

x
  

где M  0  и не зависит от x , то интеграл  
a

f x dx


  сходится абсолютно. 

   ► Теорема (достаточный признак сходимости Абеля-Дирихле). Пусть 

 а) функция  f x  непрерывна и имеет ограниченную первообразную  F x  при x a ; 

 б) функция  g x  непрерывно дифференцируема при x a ; 

 в) функция  g x  монотонна убывает при x a ; 

 г)  lim
x

g x


 0 . 

   Тогда интеграл    
a

f x g x dx


  сходится. 

 
 

   1) Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость: 

 б) 
dx

x



 2
0 4 1

; 

 в) 

 
dx

x x



 
 2
1

1

2
. 

 
   а) 

 

 

 

 

lim lim lim arctg

lim arctg arctg

aa a

a a a

a

dx dx d x
x

x x x

a
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- несобственный интеграл 1-го рода (интеграл с бесконечным промежутком интегрирования) сходится. 
 
 
   б) 

    
lim lim

:

:

lim lim

aa

a a

a

a a

x t

dx
dt dt dt t

dx x
t tx x x t

x t

t a
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- несобственный интеграл 1-го рода (интеграл с бесконечным промежутком интегрирования) сходится. 
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Несобственные интегралы 2-го рода (интегралы от разрывной функции). 

 
 

   ► Определение. Пусть функция  f x  не является ограниченной в окрестности точки b , но при любом 

достаточно малом   0  является ограниченной и интегрируемой на сегменте  ;a b  . Тогда, если 

существует предел  lim
b

a

f x dx






  
0 0

, то этот предел называется несобственным интегралом 2-го рода и 

обозначается символом  
b

a

f x dx . 

   ► Теорема (сравнения). Пусть функции  f x  и  x  интегрируемы на отрезке  ;a b   при любом сколь 

угодно малом   0 , неограничены в интервале  ;b b  и связаны условием    f x x 0  на  ;a b . 

Тогда 

 а) если интеграл  
b

a

x dx  сходится, то сходится и интеграл  
b

a

f x dx ; 

 б) если интеграл  
b

a

f x dx  расходится, то расходится и интеграл  
b

a

x dx . 

   ► Теорема (сравнения). Пусть положительные на  ;a b  функции  f x  и  x  неограничены только в 

окрестности точки x b , и пусть существует предел 
 
 

lim
x b

f x
k

x 
 

0
0 . Тогда интегралы  

b

a

f x dx  и 

 
b

a

x dx  сходятся или расходятся одновременно. 

   ► Определение. Интеграл  
b

a

f x dx  называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл 

 
b

a

f x dx . Если интеграл  
b

a

f x dx  сходится, а интеграл  
b

a

f x dx  расходится, то интеграл  
b

a

f x dx  

называется условно сходящимся. 

   ► Теорема. Если интеграл  
b

a

f x dx  сходится, то сходится и интеграл  
b

a

f x dx . 

   ► Теорема. Пусть функция  f x  неограничена только в интервале  ;b b , где   0  сколь угодно 

мало. Если существует такое число  0 1 , что для всех x , достаточно близких к b , x b , 

  
 
M

f x
b x




 

где M  0  и не зависит от x , то интеграл  
b

a

f x dx  сходится абсолютно. 
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   2) Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость: 

 а) 
dx

x

1

2
0 1

; 

 б) 
 
dx

x 

2

2
3 3

; 

 в) ln x dx
1

0

; 

 г) 
x dx

x



 
2

3
1 1

. 

 
   а) 

  lim lim arcsin lim arcsin arcsin
a

a

a a a

dx dx
x a

x x
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- несобственный интеграл 2-го рода (определённый интеграл от разрывной функции) сходится. 
 
   б) 
 
 

  

 

 

 
   

 

lim lim lim

lim

a a aa aa

a

dx d x x

xx x

a
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- несобственный интеграл 2-го рода (интеграл от разрывной функции) расходится. 
 
   в) 

        

ln

ln lim ln lim ln

lim ln ln lim ln lim ln lim

ln
lim ,

aa a
a a

aa a a a

a

u x

dx
du

x dx x dx uv vdu x x dxx
dv dx

v x

x x x a a a a a a

a
по Лопиталю

a
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ln

lim lim

lim

a a

a

a

a aa
a
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0 0
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- несобственный интеграл 2-го рода (определённый интеграл от разрывной функции) сходится; использован 

метод интегрирования по частям, неопределённость вида     устранена применением правила Лопиталя. 

 
   г) 

 

   

 

lim lim ln lim ln ln

lim ln lim ln

b b

aa a a
ab b b

b a

x dx d x
x b a

x x

b a



     
   

  


       

 

      

 
2 3

3 3 3
3 31 0 1 0 1 0

1

3 3

1 0

1
1 1 1

1 1

1 1 0

 

- несобственный интеграл от разрывной функции и с бесконечным промежутком интегрирования расходится. 
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