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ПЛАНИМЕТРИЯ   ЧАСТЬ В 
 

Планиметрические  задачи на ЕГЭ 
 
 
ЧАСТЬ В 
 
1. Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной око-

ло него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.  
 
2.   В треугольнике OBH точка M делит сторону OB на отрезки 4=OM и  МВ = 28, ∠ОНМ = ∠ 
ОВН. Найдите площадь треугольника OHM , если 45=∠O . 
 
3.  Найдите основание равнобедренного треугольника, если угол при основании равен 30 , а взятая 
внутри треугольника точка находится на одинаковом расстоянии, равном 3, от боковых сторон и на 
расстоянии 32  от основания. ( 2003 г., вариант 2) 
 
4. Точка H лежит на стороне AO треугольника AOM . Известно, что 4=AH , 

AOMAMHAOH ∠=∠=∠= ,30,12  . Найдите площадь треугольника AMH . 
 
5.  На стороне CK треугольника CEK  отмечена точка M  так, что 

CKECEMMKCM ∠=∠== ,16,8 . Найдите площадь треугольника EMC , если 60=∠C .  
 
6.  Боковая сторона равнобедренной трапеции равна 13 , а основания равны 3 и 4. Найдите диаго-
наль трапеции. 
 
7.  Боковая сторона равнобедренной трапеции равна 152 , а  основания равны 5 и 8. Найдите диаго-
наль трапеции. 
 
8. В трапеции ABCD  с основаниями BC и AD  диагонали пересекаются в точке O , причем 

OCAO 3= . Площадь треугольника AOD  равна 36. Найдите площадь трапеции. 
 
9.  Диагонали трапеции KMPT  с основаниями MP и KT  пересекаются в точке C . Площадь тре-
угольника MCP  равна 4, MPKT 2= . Найдите площадь трапеции. 
 
10. Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если из-
вестно, что боковая сторона трапеции равна 10. 
 
11. Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. Найди-
те меньшее основание трапеции. 
 

12.  Площадь треугольника АВС равна 20 3 . Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она больше 
половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.  (Демовариант_03) 
 
13. Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, ∠КОР = 
135°.  
 
14.  В треугольнике ВСЕ медиана ВМ равна 3, СЕ = 4 √2, ВЕ = 5. Найти сторону ВС. 
 
15.  В трапеции КМРТ с основаниями МР и КТ диагонали пересекаются в точке С. Площадь тре-
угольника МСР равна 4, КТ = 2 МР. Найти площадь трапеции. 
 
16.  В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60°, а площадь равна 324 , вписана 
окружность.  Найдите радиус этой окружности.  
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ПЛАНИМЕТРИЯ   ЧАСТЬ В 
 
17. В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боковой сто-
роне. Найти площадь трапеции. 
 
18.  Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке М. Площадь треугольника АDМ 
равна 12,  DМ = 2 ВМ. Найти площадь трапеции. 
 
19. В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 

3 2 , ВС = 10, ∠МАС = 45°. 
 
20.  Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота 
СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК. 
 
21. В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пересекает  
диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите площадь тре-
угольника АМН. 
 
22. В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 
15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ. 
 
23.  Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 90, а боковая сторона равна  10 3 . К осно-
ванию АВ и стороне ВС проведены высоты СР и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь 
СКН. 
 
24.  Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее ос-

нование АD равно 15, синус угла ВАС  равен 1
3

, синус угла АВD равен 5
9

. 

 
25. Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла между 

диагональю и основанием равен .
5

2
 

 
26. Найдите площадь равнобедренной трапеции, если её диагональ равная 13, образует с основанием 

угол, косинус которого равен .
13
2

 

 
27.  Равнобедренная трапеция описано около окружности  радиуса  3 5  . Найдите тангенс угла при 
большем основании трапеции, если её средняя линия равна 15. 
 
28.  Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, 

если  тангенс угла при основании трапеции равен 
7

3
. 

29.  Дан ромб ABCD с острым углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота 
СН пересекает диагональ BD  в точке К. Найдите длину отрезка СК. 
 
30.  Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 20. К основанию АС и стороне ВС проведе-
ны высоты ВD и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь треугольника ВКН, если АН = 4 

2 . 
 

31. Сторона  правильного шестиугольника равна 
6

65
. Найдите сторону равновеликого ему пра-

вильного треугольника. 
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ПЛАНИМЕТРИЯ   ЧАСТЬ В 
 
32. Сторона правильного треугольника равна  66 . Найдите сторону равновеликого ему правильно-
го шестиугольника. 
 
33.  В параллелограмме АВСD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке К. Найдите пери-
метр треугольника ВСК, если DМ = 12, СМ = 15, АМ = 16. 
 
34. (ДВ)Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32√3. Найдите радиус окружности, 
вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, EF соответственно. 
 
35. Точка М лежит на стороне АВ треугольника АВС. Известно, что АМ = 2, ВМ = 16, ∠А = 30°, 
∠АСМ = ∠АВС. Найти площадь треугольника АМС. 
 
36. Точка К лежит на стороне ВС треугольника АВС. Известно, что ВК = 1, КС = 15 ,  ∠В = 30°, 
∠ВАК = ∠АСК. Найти площадь треугольника ВАК. 
 
37. В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает 
большее основание АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если С = 18 √10,  ВЕ = 6 √10. 
 
38. В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс угла при 

вершине М равен  
3
2

. Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и MQ, если из-

вестно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стороны NL. 
 
39. Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр трапеции, 
если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне. 
 
40.  (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересе-
кает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8√5,  
ВЕ = 4√5. 
 
41. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в точке 
К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, ВР = 15. 
 
42. (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30°, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите радиус 
окружности, проходящей через точки  А, D  и касающейся прямой ВС.  
 
43. В треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка D  так, что BD : DC = 1: 2. Медиана CE пере-
секает отрезок AD в точке F.  Какую часть площади треугольника ABC составляет площадь тре-
угольника AEF. 
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ТРЕУГОЛЬНИКИ 

II.  Тематический сборник задач 
 

1.1. Треугольник 
 
1.1.1. Площадь треугольника равна 12. Две его стороны равны 6 и 8. Найдите угол между этими 
сторонами. 
 
1.1.2. В треугольнике OBH точка M делит сторону OB на отрезки 4=OM и  МВ = 28,  ∠ОНМ = ∠ 
ОВН. Найдите площадь треугольника OHM , если 45=∠O . 
 
1.1.3. Найдите основание равнобедренного треугольника, если угол при основании равен 30 , а взятая 
внутри треугольника точка находится на одинаковом расстоянии, равном 3, от боковых сторон и на 
расстоянии 32  от основания. 
 
1.1.4. Точка H лежит на стороне AO треугольника AOM . Известно, что 4=AH , ОН = 12,  ∠А = 30° 

AOMAMHAOH ∠=∠=∠= ,30,12  . Найдите площадь треугольника AMH . 
 
1.1.5. На стороне CK треугольника CEK  отмечена точка M  так, что  СМ = 8,  МК = 16, 

CKECEM ∠=∠ . Найдите площадь треугольника EMC , если 60=∠C .  
 
1.1.6. (Свойство равнобедренного треугольника, средняя линия треугольника) 
В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведена биссектриса СD.  Прямая, 
перпендикулярная СD  и проходящая через  D, пересекает АС в точке Е. (ГИА ТВ № 6 от А. Ларина)   
 
1.1.7.(Средняя линия треугольника, теорема Фалеса)  
Точки К и L  лежат на стороне АС треугольника АВС. Прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, делят 
её на три равные части. Найти длину стороны АС, если КL = 6. 
 
1.1.8.Найдите величины углов треугольника АВС, если известно, что медиана АМ в 4 раза меньше 
стороны ВС, а треугольник АВМ – равнобедренный. 
 
1.1.9. Площадь равнобедренного треугольника АВС ( AB =BC ) равна 36. Найдите  длину стороны АС, 
если BC = √97 .  
 
1.1.10. Катеты прямоугольного треугольника равны 7 и 24. Найдите гипотенузу треугольника, 
подобного данному, если один из катетов равен 10. 
 
1.1.11. (ЕГЭ-2012) На прямой, содержащей медиану треугольника АВС с прямым углом С, взята точка 
Е, удалённая от вершины А на расстояние, равное 4. Найдите площадь треугольника ВСЕ, если ВС = 6, 
AC = 4. 
 
1.1.12.(ГИА)Найдите отношение двух сторон треугольника, если его медиана, выходящая из их общей 
вершины, образует с этими сторонами углы в 30 и 90°. 
 
1.1.13. (ТВ № 9-2012 от А.Л.)Все вершины квадрата лежат на сторонах равнобедренного треугольника 
АВС, основание АС которого равно 12, а боковая сторона АВ равна 10.  Найдите сторону квадрата. 
 
1.1.14.(ТВ №10 2012 от А.Л.) В равнобедренном треугольнике АВС на прямой ВС отмечена точка D 
так, что угол САD равен углу АВD. Найдите длину отрезка АD, если боковая сторона треугольника АВС 
равна 5, а его основание равно 6. 
 
1.1.15. (ТВ№37-2013, А. Ларин.) В равнобедренном треугольнике АВС на прямой ВС отмечена точка D 
так, что угол САD равен углу АВD. Найдите длину отрезка АD, если боковая сторона треугольника 
АВС равна 5, а его основание равно 6. 
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ТРЕУГОЛЬНИКИ 

1.2. Медианы треугольника 
 
1.2.1. (2010) Найдите площадь треугольника ABC, если АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из 
вершин А и В, перпендикулярны.  
 
1.2.2.(2003) Площадь треугольника АВС равна 20 3 . Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она 
больше половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.  (Демовариант_03) 
 
1.2.3.Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, ∠КОР = 135°. 
 
1.2.4. (Демовариант_2005)В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь 

треугольника АВС, если АС = 3 2 , ВС = 10, ∠МАС = 45°. 
 
1.2.5.  (2010) Медиана ВМ треугольника АВС равна его высоте АН. Найдите угол МВС.  
 
1.2.6. (2010г.) В треугольнике ABC на стороне ВС выбрана точка D так, что BD : DC  = 1 : 2.. Медиана 
СЕ пересекает отрезок AD в точке F. Какую часть площади треугольника АВС составляет площадь 
треугольника AEF? 
 
1.2.7. В прямоугольном треугольнике АВС (∠С = 90°) медианы СС1 и ВВ1 перпендикулярны друг 
другу. Найдите длину большей из этих медиан, если длина третьей медианы АА1 = 3 3 . 
 
1.2.8. Прямая, проходящая через вершину основания равнобедренного треугольника, делит его 
площадь пополам, а периметр треугольника делит на части 5 м и 7 м. Найдите площадь треугольника и 
укажите, где лежит центр описанной окружности: внутри или вне треугольника?. 
 
1.2.9. Точки К и L  лежат на стороне АС треугольника АВС. Прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, 
делят её на три равные части. Найти длину стороны АС, если КL = 6. 
 
1.2.10. В треугольнике ABC проведены медиана AM и высота AH. Известно, что  МН

ВН
= 3

2
,  а площадь 

треугольника AMH равна 24. Найдите площадь треугольника ABC. 
    
 
 

1.3. Биссектриса треугольника 
 
1.3.1.В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 
15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ. 
 
1.3.2. Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 90, а боковая сторона равна  10 3 . К 
основанию АВ и стороне ВС проведены высоты СР и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите 
площадь СКН. 
 
1.3.3. Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 20. К основанию АС и стороне ВС 
проведены высоты ВD и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь треугольника ВКН, если 
АН = 4 2 . 
 
1.3.4. (, 2010г) В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и СЕ. Найдите длину отрезка DE, если 
АС = 6,  АЕ = 2,  CD = 3. 
 
1.3.5. В треугольнике АВС, площадь которого S, биссектриса СЕ и медиана BD пересекаются в точке 
F.  Найдите площадь четырехугольника ADEF, если ВС = а, АС = b. 
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ТРЕУГОЛЬНИКИ 

1.3.6. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна a,  Р— точка пересечения 
биссектрис. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника BРC. 
 
1.3.7. В треугольнике АВС длина стороны АВ равна 18, длина биссектрисы АЕ равна 4 15 , а длина 
отрезка ЕС равна 5. Определите периметр треугольника АВС. 
 
1.3.8.  На продолжении биссектрисы AL  треугольника АВС за точку А взята такая точка D, что   AD = 
10,  ∠BDC = ∠BAL  = 60°. Найдите площадь треугольника АВС. 
 
1.3.9.  В равнобедренном треугольнике АВС, в котором АВ = ВС = 10, АС = 16, найти расстояние 
между  точкой пересечения медиан и точкой пересечения биссектрис. 
 
1.3.10.  Найдите углы равнобедренного треугольника, если известно, что угол между биссектрисой, 
проведенной к основанию, и биссектрисой, проведенной к боковой стороне, равен углу при вершине. 
 
1.3.11.  В треугольнике АВС проведены биссектрисы AD   и  СЕ.  Найдите длину отрезка  DE,  если АС 
= 6,  АЕ = 2,  СD = 3. 
 
1.3.12. В треугольнике КLM проведены биссектриса  КР и высота КH. Известно, что  МК

𝐾𝐾𝐾𝐾
= 1

2
,  𝑃𝑃𝑃𝑃
𝑀𝑀𝑀𝑀

= 3
2
 а 

площадь треугольника KHP равна 30. Найдите площадь треугольника KLM. 
 
 
 

1.4. Высоты треугольника 
 

1. Точка пересечения высот треугольника называется – ортоцентром. 
2. Если Н – ортоцентр треугольника, то точки А, В и С – точки пересечения высот 

треугольников АВН, ВСН, АСН. 
3. Если Н – ортоцентр треугольника, то радиусы окружностей, описанных около треугольников 

АВС, АВН, ВСН, АСН, равны между собой.  
4. Высоты остроугольного треугольника являются биссектрисами его ортотреугольника 

(треугольник, образованный основаниями высот).  
Доказательство п.3:  
1)Пусть О – центр окружности, описанной около ∆АВС, а R – 
радиус описанной около треугольника ∆АВС окружности.  
По теореме синусов 2R = АС

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
 = АС

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
,   R = АС

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
. 

2)H – точка пересечения высот ∆АВС, О1 – центр 
окружности, описанной около ∆АНС, а R1 – радиус 
описанной около этого треугольника окружности. Тогда 2R1 = 
АС

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠Н
 ; 

3)В четырёхугольнике НКВР ∠К = ∠Р = 90°,  
тогда ∠Н + ∠РВК = 180°, ∠Н = 180° - ∠РВК = 180° - α 
2R1 = АС

sin (180°−𝛼𝛼)
= АС
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

 ,   R1 = АС
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

. 
 

Получили, что R = АС
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

 = R1. 
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ТРЕУГОЛЬНИКИ 

ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 1 
 

 

D  и E основания высот АD  и СЕ  ∆АСВ. 
 Доказать, что ∆АВС ∼ ∆ DEВ 
Доказательство  
1 способ: ∠ В – острый. Так как точки D и Е – основания высот, то ∆АСD  
и ∆АСЕ - можно вписать в окружность с диаметром АС.   
∠DAC = ∠DEC – как углы, опирающиеся на одну и ту же дугу CD.    
∠DCА = 90° - ∠DAC;  ∠DEВ =  90° - ∠DEC  ⇒  ∠DCА = ∠DEВ   и ∠ 
ВDE = ∠ВАC ⇒ ∆АВС ∼ ∆ DEВ по двум углам. 

2 способ: ∆АВЕ и  ∆ АDВ  - прямоугольные,  cos ∠B = ВЕ
В𝐶𝐶

  =  В𝐷𝐷
ВА

 . Тогда  по углу В и двум 
пропорциональным сторонам  ∆АВС ∼ ∆ DEВ 
 
1.4.1.Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Н. Известно, что отрезок СН равен радиусу 
окружности, описанной около треугольника. Найдите угол АСВ. 
 
1.4.2. (2010) Высоты треугольника ABC пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите угол 
АСВ.  
 
1.4.3. Точки А1, В1, и С1 – основания высот треугольника АВС. Углы треугольника А1В1С1 равны 90°,  
60°, 30°. Найдите углы треугольника АВС. 
 
1.4.4. Точки D и E – основания высот непрямоугольного треугольника АВС, проведенных из вершин А 

и С соответственно. Известно, что 
AC
DE

 = к,  ВС = а  и АВ = b.  Найдите сторону АС. 

1.4.5. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна а, Н — точка пересечения высот. 
Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВНС.  
 
1.4.6.  (Свойство высот, подобие треугольников) В равнобедренном треугольнике АВС со сторонами 
АВ = ВС = 4 и АС = 2 проведены высоты АА1  и ВВ1. прямая А1В1 пересекает прямую АВ в точке К. 
Найдите длину АК. 
 
1.4.7. (Опорная задача, свойство высот)  В остроугольном треугольнике АВС из  вершин А и С 
опущены высоты АР и СQ  на стороны ВС и АВ. Известно, что площадь треугольника АВС равна 18, 
площадь треугольника ВРQ равна 2, а длина отрезка РQ равна 2 2 . Вычислить радиус окружности, 
описанной около треугольника АВС. 
 
1.4.8. В остроугольном треугольнике РQR, сторона  PR  которого равна 12, на стороны  QR  и  PQ  
опущены высоты  PM и  RN. Вычислить площадь четырехугольника  PNMR, если известно, что 
площадь треугольника  NQM  равна 2, а радиус окружности, описанный около треугольника  PQR  

равен 
2

29
. 

 
1.4.9. Отрезок  H1 H2 , соединяющий основания  H1 и H2   высот  AH1  и  BH2  треугольника АВС, 
виден из середины М стороны АВ под прямым углом. Найдите  угол С треугольника АВС. 
 
1.4.10. AА1 , BВ1 и CС1 – высоты треугольника АВС . Угол А1 треугольника А1В1С1 равен 360 , а угол 
В1 треугольника А1В1С1 равен 840 . Найдите угол С треугольника АВС . 
 
1.4.11.  (ТВ№28-2013, А. Ларин.) Найти длины сторон АВ и АС треугольника АВС, если ВС = 8, а 
длины высот, проведенных к АС и ВС, равны соответственно 6,4  и  4. 
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ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКИ 

2.1. Параллелограмм   
 
 

2.1.1. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ 
в точке К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, 
ВР = 15. 
 
2.1.2.  В параллелограмме АВСD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке М и пря-
мую АВ в точке К.    Найдите периметр треугольника ВСК, если DМ = 12, СМ = 15, АМ = 16. 
 
2.1.3. (2010) В параллелограмме ABCD известны стороны  AB = a, BC = b  и ∠BAD= α Найдите 
расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников BCD и DAB. 
 
2.1.4.  (2010) В параллелограмме со сторонами а и b и острым углом α проведены биссектрисы 
четырех углов. Найдите площадь четырехугольника, ограниченного этими биссектрисами. 
 
2.1.5. Дан параллелограмм АВСD,   AB = 2,   BC = 3,  ∠A = 60°. Окружность с центром в точке 
О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины од-
ного его острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.  
 
2.1.6. В параллелограмме АВС биссектрисы углов при сторона АD делят сторону ВС точками 
М и N так, что ВМ : МN = 3 : 8. Найдите ВС, если АВ = 5. 
 
2.1.7.  Внутри параллелограмма АВСD взята точка К, равноудаленная от прямых АD, АВ, СD. 
Перпендикуляр, опущенный из вершины D на сторону АВ, пересекает отрезок АК в точке М. 
Найдите площадь параллелограмма, если  DК = 2 см,   АМ : МК = 8 : 1,  DС = 3 ВС. 
 
2.1.8.  Дан параллелограмм со сторонами 1 и 2 и острым углом 60° . На двух его  противопо-
ложных сторонах как на основаниях построены вне параллелограмма равнобедренные тре-
угольники с углами 120° при вершинах.  Найдите расстояние между этими вершинами. 
 
2.1.9. В параллелограмме АВСD  диагонали пересекаются в точке О, длина диагонали ВD равна 
12. Расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников АОD и COD, 
равно 16. Радиус окружности, описанной около треугольника АОВ, равен 5. Найдите площадь 
параллелограмма АВСD 
 
2.1.10. Найти площадь параллелограмма АВСD со сторонами  АВ = 2 и  ВС = 3, если диагональ 
АС перпендикулярна отрезку ВЕ, соединяющему вершину В с серединой стороны АD . 
 
2.1.11. Дан параллелограмм  со сторонами 1 и 2 и острым углом 60°. На двух его противопо-
ложных сторонах как на основаниях построены вне параллелограмма равнобедренные тре-
угольники с углами 120° при вершинах. Найдите расстояние между этими вершинами. 
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ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКИ 

2.2. Ромб. 
Прямоугольник. Квадрат. 

 
2.2.1. Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. 
Высота СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК. 
2.2.2.  В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пере-
секает  диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите 
площадь треугольника АМН. 
 
2.2.3.  (2010) В прямоугольнике ABCD  AB = 2,  BC = 3 . Точка Е на прямой АВ выбрана так, 
что ∠AED = ∠DEC.  Найдите АЕ.  
 
2.2.4. (2010) Через середину стороны AB квадрата ABCD проведена прямая, пересекающая пря-
мые CD и AD в точках М и Т соответственно и образующая с прямой АВ угол α,  
tg α =3.  Найдите площадь треугольника ВМТ, если сторона квадрата ABCD равна 4. 
 
2.2.5.  (2010) Найдите площадь общей части двух ромбов, диагонали которых равны 2 и 3, а 
один из ромбов получен из другого поворотом на 90° вокруг его центра. 
 
2.2.6.  (2010) Сторона AD прямоугольника ABCD в три раза больше стороны АВ; точки М и N 
делят AD на три равные части. Найдите sin(∠AMB +∠ANB + ∠ADB). 
 
2.2.7. Дан квадрат АВСD. На стороне АВ лежит точка К, на стороне ВС - точка L, на стороне 
СD –точка М. Четырехугольник АКLМ – равнобедренная трапеция. Найти сумму оснований 
трапеции, если АК = 5 и МD = 2.  
 
2.2.8. (см. 2.2.4.)Прямая, проведённая через середину  N стороны AB квадрата ABCD ,пересекает 
прямые CD и  AD в точках M и T соответственно и образует с прямой AB угол, тангенс которого 
равен 4. Найдите площадь треугольника BMT,  если сторона квадрата ABCD равна8.   
 
2.2.9. (см. 2.2.4.)Прямая, проведённая через середину N стороны AB квадрата ABCD, пересе-
кает прямые CD и AD в точках M T и соответственно и образует с прямой AB угол, тангенс ко-
торого равен 0,5. Найдите площадь треугольника BMT, если сторона квадрата ABCD равна 8. 
 
2.2.10.  (ТВ№10 2012 от А.Л.)Точка К делит диагональ АС квадрата АВСD в отношении 1:3. 
Прямые ВК и СD пересекаются в точке Р. Найдите площадь треугольника КРС, если сторона 
квадрата равна 4. 
 
2.2.11.  (ТВ№32-2013, А. Л.) В ромбе АВСD со стороной 2 и углом 60° проведены высоты СМ и 
DK.  Найдите длину отрезка МК. 
 
2.2.12. На стороне CD квадрата ABCD построен равносторонний треугольник CPD . Найдите 
высоту треугольника ABP , проведённую из вершины A, если известно, что сторона квадрата 
равна 1. 
 
2.2.13.  На стороне CD квадрата ABCD построен равнобедренный прямоугольный треугольник 
CPD с гипотенузой CD. Найдите высоту треугольника ABP , проведённую из вершины A, если 
известно, что сторона квадрата равна 1. 
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ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКИ 

2.3. Трапеция, четырехугольник 
2.3.1. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна 13 , а основания равны 3 и 4. Найдите 
диагональ трапеции. 
 
2.3.2.  В трапеции ABCD  с основаниями BC и AD  диагонали пересекаются в точке O , причем 

OCAO 3= . Площадь треугольника AOD  равна 36. Найдите площадь трапеции. 
 
2.3.3. Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. 
Найдите меньшее основание трапеции. 
 
2.3.4. В трапеции КМРТ с основаниями МР и КТ диагонали пересекаются в точке С. Площадь 
треугольника МСР равна 4, КТ = 2 МР. Найти площадь трапеции. 
 
2.3.5.  В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боко-
вой стороне. Найти площадь трапеции. 
 
2.3.6. Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке О. Площадь треугольника 
АDО равна 12,  DО = 2 ВО. Найти площадь трапеции. 
2.3.7. Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла 

между диагональю и основанием равен .
5

2  

 
2.3.8.   В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пе-
ресекает большее основание  АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если  
АС = 18 √10,  ВЕ = 6 √10. 
 
2.3.9.  В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс 

угла при вершине М равен  
3
2 . Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и 

MQ, если известно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стороны NL. 
 
2.3.10. Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр 
трапеции, если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне. 
 
2.3.11. (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В 
пересекает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8√5,  
ВЕ = 4√5. 
 
2.3.12.  (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции ABCD  пересекаются в точке  Е.  Найдите пло-
щадь трапеции, если площадь треугольника  AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагоналей 
в отношении 1:3.  
 
2.3.13.   (2010) Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами АВ = 36, CD = 34 и верхним основа-

нием ВС = 10 . Известно, что cos ∠DEC = - 
3
1 .  Найдите BD.    
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ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКИ 

2.3.14.  В трапеции АВСD  известны боковые стороны АВ = 27, CD = 28  и верхнее основание  

ВС = 5. Известно, что соs∠DCВ = - 
7
2  . Найдите АС. 

 
2.3.15. (2010) В трапеции ABCD биссектриса угла А пересекает боковую сторону ВС в точке Е. 
Найдите площадь треугольника ABE, если площадь трапеции равна S, АВ = a,  
AD = b, CD = с (с < а).  
 
2.3.16.  (2010) Боковая сторона АВ трапеции ABCD равна l, а расстояние от середины CD до 
прямой АВ равно m. Найдите площадь трапеции.  
 
2.3.17.  На боковых сторона АВ и СD трапеции с основаниями AD и BC  отмечены точки Р и Q 
соответственно, причем HQ || AD. Прямая  PQ разбивает трапецию на две трапеции. площади 
которых относятся как 1:2. Найдите PQ, если AD = а   и   BC  = b. 
 
2.3.18. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разбивает 
трапецию на две трапеции, площади которых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой 
прямой, заключенного внутри трапеции. 
 

2.3.19. Сторона  правильного шестиугольника равна 
6

65 . Найдите сторону равновеликого ему 

правильного треугольника. 
 
2.3.20. (ДВ) Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32√3. Найдите радиус 
окружности, вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, 
EF соответственно. 
 
2.3.21.  Точка О лежит на диагонали АС выпуклого четырехугольника АВСD. Известно, что  
ОС = ОD и что О одинаково удалена от прямых АВ, ВС и АD. Найдите углы четырехугольника, 
если  ∠АОВ = 110°  и ∠СОD  = 90°. 
 
2.3.22. Точка М лежит на боковой стороне СD трапеции АВСD. Известно, что   

∠АCD =  ∠CBD = ∠АBM =  arccos
6
5  и  AB = 9. Найти ВМ. 

 
2.3.23. Во вписанном четырехугольнике АВСD точка X лежит на стороне AD, причем  BX || CD  

и CX || BA.  Найти ВС, если AX = 
2
3   и DX = 6. 

 
2.3.24. В трапеции АВСD углы А и  D при основании АD соответственно равны 60° и  30°. 

Точка  N лежит на основании ВС, причем  
NC
BN   = 2.  Точка М лежит на основании АD, прямая 

МN перпендикулярна основаниям и делит площадь трапеции пополам. Найти  
DМ

АМ . 
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ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКИ 

2.3.25. Боковая сторона неравнобедренной  трапеции равна 12 и образует с ее основанием угол 
60°. Основания трапеции равны 16 и 40. Найдите длину отрезка соединяющего середины осно-
ваний. 
 
2.3.26.  Диагональ равнобедренной трапеции равна 5, а площадь равна 12. Найдите высоту тра-
пеции. 
 
2.3.27.  Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами AB = 27, CD = 28 и основанием BC = 5. 
Известно,  что   cos∠BCD =  - 2

7
 .  Найдите диагональ АС. 

2.3.28. Площадь равнобедренной трапеции равна √3 . Угол между диагональю и основанием на 
20° больше угла между диагональю и боковой стороной. Найдите острый угол трапеции, если 
ее диагональ равна 2. 
 
2.3.29.   Известно, что высота трапеции равна 15, а диагонали трапеции равны 17 и 113. Чему 
равна ее площадь? 
 
2.3.30.   Площадь  трапеции  АВСD  равна  135.   Диагонали пересекаются  в  точке  О.  Отрезки,  
соединяющие  середину  Р основания  АD  с  вершинами  В  и С,  пересекаются  с диагоналями  
трапеции  в  точках  М  и  N.  Найдите  площадь  треугольника  МОN, если одно из оснований 
трапеции вдвое больше другого. 
 
2.3.31.  (2010) Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами АВ = 36, CD = 34 и верхним основа-

нием ВС = 10 . Известно, что cos ∠DEC = - 
3
1 .  Найдите BD.    

 
2.3.32.  Площадь трапеции  АВСD  равна 810. Диагонали пересекаются в точке О. Отрезки, со-
единяющие середину Р основания АD  с вершинами В и С, пересекаются с диагоналями трапе-
ции в точках М и N.  Найдите площадь треугольника МОN, если одно из оснований трапеции 
вдвое больше другого. 
 
2.3.33.  Дана трапеция АВСD  с боковыми сторонами АВ = 27, СD = 28 и основанием ВС = 5. 
Известно, что cos∠BCD = - 2

7
.   Найдите диагональ АС. 

 
2.3.34. (Реальный ГИА_2013, В_1318)  В трапеции АВСD основание АD вдвое больше 
основание ВС и вдвое больше боковой стороны СD.  Угол ADC равен 60°, сторона АВ равна 4. 
Найдите площадь трапеции. 
 
2.3.35. (ТВ№1-2013 от А.Ларина.)  В трапеции КLMN  известны боковые стороны KL = 36, MN 
= 34, верхнее основание LM  = 10,  и cos∠KLM = - 1

3
 . Найдите диагональ  LN. 

 
2.3.36. (ТВ№19-2013 от А.Л.)  Диагонали АС и BD трапеции ABCD пересекаются в точке Е.  
Найдите площадь трапеции, если площадь треугольника AED равна 9, а точка Е делит одну из 
диагоналей в отношении 1 : 3. 
 
2.3.37. (ТВ№20-2013 от А.Ларина.)   Площадь равнобедренной трапеции равна √3. Угол между 
диагональю и основанием на 20 градусов больше угла между диагональю и боковой стороной. 
Найдите острый угол трапеции, если ее диагональ равна 2. 
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ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКИ 

 
2.3.38. (ТВ№38-2013, А. Ларина.)  Диагонали трапеции равны 13 и √41 , а высота равна 5. 
Найдите площадь трапеции. 
 
2.3.39.  Площадь равнобедренной трапеции равна √3. Угол между диагональю и основанием на 
20°больше угла между диагональю и боковой стороной. Найдите острый угол трапеции, если её 
диагональ равна 2. 
 
2.3.40.  (И.В Ященко,  А.С. Шестаков, 30 в. 2013г)  Найдите площадь трапеции, если её 
диагонали равны 3 и 5, а отрезок, соединяющий середины оснований, равен 2. 
 
2.3.41.  (И.В Ященко,  А.С. Шестаков, 30 в. 2013г)   Углы при одном из оснований трапеции 
равны 19° и 71°, а отрезки соединяющие середины противоположных сторон, равны 12 и 10. 
Найдите основания трапеции. 
 
2.3.42.  (И.В Ященко,  А.С. Шестаков, 30 в. 2013г)   Углы при одном из оснований трапеции 
равны 23° и 67°, а отрезки соединяющие середины противоположных сторон, равны 15 и 8. 
Найдите основания трапеции. 
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ОТНОШЕНИЯ 

  3.1. Отношение отрезков 
 и площадей в треугольнике 

 

• Прямая, параллельная стороне треугольника, отсекает от него треугольник, подобный 
данному.  

• Медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника. 

• Три медианы треугольника делят его на шесть равновеликих треугольника. 

• Параллельные прямые отсекают на сторонах угла (на двух прямых) пропорциональные 
отрезки (обобщенная теорема Фалеса). 

• Отношение площадей треугольников, имеющих общий угол, равно отношению 
произведению сторон этого угла.  

• Если у двух треугольников равны высоты, то их площади относятся как основания.  

• Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату коэффициента подобия. 

• Если угол одного треугольника равен углу другого треугольника, то площади этих 
треугольников относятся как произведения  сторон, заключающих равные углы. 

Опорные задачи: 
• Катет прямоугольного треугольника есть среднее пропорциональное между гипотенузой 

и проекцией этого катета на гипотенузу. 
 

• Высота прямоугольного треугольника, проведённая из вершины прямого угла на 
гипотенузу, есть среднее пропорциональное между отрезками, на которые делится 
гипотенуза этой высотой. 
 

• . Площади треугольников имеющх равные основания и равные высоты равны; 
 

• .Отношение площадей имеющих равные высоты равно отношению их оснований. 

 

Доказательство. 
𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑆𝑆∆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

  =  
1
2𝐴𝐴𝐴𝐴∙𝐵𝐵𝐵𝐵
1
2𝑀𝑀𝑀𝑀∙𝐵𝐵𝐵𝐵

  = 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑀𝑀𝑀𝑀

; 

Аналогично    𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐴𝐴М
𝑆𝑆∆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

  =  
1
2𝐴𝐴М∙𝐵𝐵𝐵𝐵
1
2𝑀𝑀𝑀𝑀∙𝐵𝐵𝐵𝐵

  = 𝐴𝐴М
𝑀𝑀𝑀𝑀

; 

 
 
3.1.1.  Площадь треугольника ABC равна 4.  DE — средняя линия. Найдите площадь треугольника 
CDE.  
 
3.1.2.(ЮФМЛ г Ханты - Мансийск)  В треугольнике ABC точка D на стороне AB, точка F на 
стороне AC, точки G и E на стороне BC расположены, что AD: DB = 1: 3 , AF : FC  = 3: 7 и  DE || 
AC , GF || AB . Отрезки DE и FG пересекаются в точке H. Найти отношение DH : HE . 
 
3.1.3. (ЮФМЛ)В треугольнике ABC точка D на стороне BC и точка F на стороне AC расположены 
так, что BD: DC =  3: 2 , AF : FC = 3: 4 . Отрезки AD и BF  пересекаются в точке P.   Найти 
отношение AP : PD. 
 
3.1.4. (ЮФМЛ)В треугольнике ABC на сторонах AB, BC, AC расположены точки M, N, K 
соответственно так, что  AM :MB = BN : NC = CK : KA =1: 2 . Отрезки AN, BK, CM пересекают 
друг друга в точках P, Q, R. Доказать, что площадь треугольника PQR в 7 раз меньше площади 
треугольника ABC. 
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ОТНОШЕНИЯ 

 
3.1.5. (ЮФМЛ)В треугольнике ABC, площадь которого равна S, точка M середина стороны BC, 
точка N на продолжении стороны AB и точка K на продолжении стороны AC  выбраны так, что  
AN =1

2
𝐴𝐴𝐴𝐴,   CK = 1

2
𝐴𝐴𝐴𝐴.  Найдите площадь треугольника MNK. 

 
3.1.6. (ЮФМЛ) В треугольнике ABC точка M на стороне AB расположена так, что  
AM :MB =1: 2.  Через точку M проводится прямая, которая пересекает сторону AC в точке K и луч 
BC в точке N. Найти отношение AK : KC , если известно, что площади треугольников BMN и ABC 
равны.  
 
3.1.7. Прямая пересекает сторона АВ и АС треугольника АВС в точках Р и М соответственно. 
Найдите отношение площади треугольника АРМ к площади четырёхугольника МСВР, если  
АР : РВ = 5 : 4,    АМ : МС =  3 : 5. 
 
3.1.8.  Площадь треугольника АВС равна 40. Биссектриса AD  пересекает медиану ВК в точке Е, 
при этом BD : CD  = 3 : 2. Найдите площадь чтырёхугольника  EDCK. 
 
3.1.9.   Биссектриса угла А треугольника АВС делит медиану, проведённую из вершины В в 
отношении 5 : 4, считая от вршины В. В каком отношении, считая от вершины С, эта биссектриса 
делит медиану, проведённую из вершины С?. 
 
3.1.10.   Биссектриса угла В треугольника АВС делит медиану, проведённую из вершины С  в 
отношении  7 : 2 , считая от вршины С. В каком отношении, считая от вершины А, эта биссектриса 
делит медиану, проведённую из вершины А?. 
 
3.1.11. (Реальный ГИА_2013, В_1301) Через середину К медианы  ВМ треугольника АВС и 
вершину А  проведена прямая, пересекающая сторону ВС в точке Р. Найдите отношение площади 
треугольника АВК к плошади четырехугольника КРСМ. 
      
3.1.12. (ТВ№2 от А.Ларина. 2012 г) В треугольнике АВС на прямой ВС выбрана точка К так, что 
ВК:КС=1:2. Точка Е – середина стороны АВ. Прямая СЕ пересекает  отрезок АК в точке Р. Найдите 
площадь треугольника АЕР, если площадь треугольника АВС равна 120. 
 
3.1.13. (ТВ№5-2012 от А.Ларина.) В треугольнике АВС  на стороне АВ расположена точка К так, 
что  АК : КВ = 3 : 5. На прямой АС взята точка Е так, что АЕ = 2СЕ.  Известно, что прямые ВЕ и 
СК пересекаются в точке О. Найдите площадь треугольника АВС,  если площадь треугольника 
ВОС  равна 20. 
 
3.1.14. (ТВ№36-2013, А. Ларина.)  В треугольнике АВС на стороне АВ расположена точка К так, 
что АК:КВ=3:5. На прямой АС взята точка Е так, что АЕ=2СЕ. Известно, что прямые ВЕ и СК 
пересекаются в точке О. Найдите площадь треугольника АВС, если площадь треугольника ВОС 
равна 20. 
 
3.1.15.  В треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка D, а на стороне АВ – точка К, так, что 
ВD : DС = 1 : 2  и  ВК : КА = 4 : 1.  Отрезки АD и СК пересекаются в точке Е. Найти отношение 
площадей треугольников КВD  и КDЕ. 
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ОКРУЖНОСТЬ 

 4.1. Окружность. 
 
• Вписанный угол равен половине дуги,  на которую он опирается; 
• Угол между касательной и хордой, проходящей через точку касания, равен половине дуги, 

заключенной между ними. 
• Если две хорды пересекаются, то произведение отрезков одной хорды равно произведению отрезков 

другой хорды. 
• Отрезки касательных прямых к окружности равны. 
• Пусть через точку А проведена касательная АВ к окружности  (В – точка касания) и секущая, 

пересекающая окружность в двух точках Р и Q.   Тогда  АВ2 = АР ⋅ AQ. 
• Пусть через точку А проведены секущие к окружности, пересекающие её в точках первая В1 и С1, а 

другая – В2 и С2. Тогда АВ1 ⋅ АС1 = АВ2⋅АС2. 
 

ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 1 
 

 

Доказательство: 
∆АС1В2 ∼ ∆АС2В1 по двум углам: ∠ АС1В2 = ∠ АС2В1 как углы, 
опирающиеся на дугу  В1В2.   ∠ С1В1С2 = ∠ С1В2С2  как углы 
опирающиеся на дугу С1С2, а следовательно равны углы, 
дополняющие их до 180° , т.е. ∠ АВ2С1 = ∠ А В1С2. 

Тогда АС1
АС2

 = АВ2
АВ1

  или   
АВ1 ·АС1 = АВ2 ·АС2. 

 
Взаимное расположение окружностей: 
 
• При любом способе касания точка касания и центры окружностей лежат на одной прямой. 

 
• При внешнем касании центры окружностей расположены на линии центров по разные стороны от 

точки касания, при внутреннем – по одну сторону. 
 

• Расстояние между центрами касающихся окружностей радиусов R и r ( R ≥ r ) равно R + r при 
внешнем касании и R -r при внутреннем. 

 
ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 2 

 

 

Отрезок общей внешней касательной к двум касающимся окружностям  
радиусов  r и R равен 2 √𝑅𝑅 ∙ 𝑟𝑟. 
Доказательство: 
Отрезок СВ = О1О2 = R + r,    Отрезок АС = R – r,  тогда   
АВ = √СВ2 − АС2  = �(𝑅𝑅 + 𝑟𝑟)2 − (𝑅𝑅 − 𝑟𝑟)2  = √4𝑅𝑅 ∙ 𝑟𝑟  = 2 √𝑅𝑅 ∙ 𝑟𝑟.        
АВ =2 √𝑹𝑹 ∙ 𝒓𝒓. 

 
 
Окружность, касательные, секущие и хорды: 
• Радиус ( диаметр), перпендикулярный хорде, делит хорду пополам. 

 
• Пересекающиеся окружности в точках А и В имеют общую хорду АВ.  

 
• Общая хорда двух пересекающихся окружностей,  перпендикулярна линии центров и делится ею 

пополам 
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ОКРУЖНОСТЬ 

4.1.1. (2010) Дана окружность и точка М. Точки А и В лежат на окружности, причем А – ближайшая к М 
точка окружности, а В – наиболее удаленная от М точка окружности. Найдите радиус окружности, если 
МА = a и МВ = b. 
 
4.1.2. Радиус окружности равен 1. Найдите величину вписанного угла, опирающегося на хорду, равную 

2 . Ответ дайте в градусах. 
 
4.1.3.  Две параллельные хорды окружности, радиус которой 25, имеют длину 14 и 40. Найдите 
расстояние между этими хордами. 
  
4.1.4.  (2010) Окружности радиусов 2 и 4 касаются в точке В. Через точку В проведена прямая, 
пересекающая второй раз меньшую окружность в точке А, а большую – в точке С.  Известно, что  AC =   

23 .   Найдите ВС.  
 
4.1.5.  (2010) Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 3 и 4. Найдите радиус окружности, 
касающейся этой прямой и сторон угла. 
 
4.1.6.  Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5 и 12. Найдите радиус окружности, касающейся 
этой прямой и сторон угла. 
 
4.1.7.  (2010) Прямая касается окружностей радиусов R и r в точках А и В. Известно, что расстояние 
между центрами равно a, причем r < R  и . R + r < a   Найдите АВ. 
 
4.1.8.  (2010) Окружности S1  и S2 радиусов R и r (R > r) соответственно касаются в точке А. Через точку 
В, лежащую на окружности S1, проведена прямая, касающаяся окружности S2 в точке М. Найдите ВМ, 
если известно, что  AB = a. 
 
4.1.9.  (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром О. Хорда АВ пересекает радиус ОС в точке D, 
причем ∠CDA = 120°  Найдите радиус окружности, вписанной в угол ∠ADC и касающейся дуги АС, 
если OD = 3 . 
 
4.1.10.  (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересекаются в точках А и В. Найдите расстояние между 
центрами окружностей, если АВ = 16. 
 
4.1.11.  (2010) Окружности с центрами О1 и О2 пересекаются в точках А и В. Известно, что ∠АО1В = 90°, 
∠АО2В = 60°, О1О2 = а.  Найдите радиусы окружностей. 
 
4.1.12.   (2010) Точка О – центр окружности радиуса 2. На продолжении радиуса ОМ взята точка А.  
Через точку А  проведена прямая, касающаяся окружности в точке К. Известно, что ∠ОАК =60°.  
Найдите радиус окружности, вписанной в угол ОАК и касающейся данной окружности внешним 
образом. 
 
4.1.13.  (2010) Окружности с центрами О и В радиуса ОВ пересекаются в точке С. Радиус ОА 
окружности с центром О перпендикулярен ОВ, причем точки А и С лежат по одну сторону от прямой 
ОВ. Окружность S1  касается меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а также прямой ОА, а окружность 
S2  касается окружности с центром В, прямой ОА и окружности  S1. Найдите отношение радиуса 
окружности S1 к радиусу окружности S2. 
 
4.1.14.   (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30°, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите 
радиус окружности, проходящей через точки  А, D  и касающейся прямой ВС.  
 
4.1.15.   Окружности радиусов 4 и 9 касаются внешним образом, лежат по одну сторону от некоторой 
прямой. Найдите радиус окружности, касающийся каждой из двух данных и той же  прямой. 
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4.1.16.  На стороне АС угла АВС, равного 45°, взята такая точка D, что 
 CD = АD = 2. Найдите радиус окружности, проходящей через точки А и D,  и касающейся прямой ВС. 
 
4.1.17.  Найдите длину отрезка общей касательной к двум окружностям, заключённого между точками 
касания, если радиусы окружностей равны 23 и 7, а расстояние между центрами окружностей равно 34. 
 
4.1.18.  Две окружности касаются друг друга в точке К .  Продолжение хорды АВ первой 
окружности касается второй окружности в точке М . Найдите АК , если ВК = 12 , 
АМ = 24 , ВМ = 18 . 
 
4.1.19.   Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5 и 12. Найдите радиус окружности, 
касающейся этой прямой и сторон угла. 
 
4.1.20.  В окружности, радиус которой равен 5, проведена хорда АВ = 8 .  Точка С лежит на хорде АВ 
так, что АС : ВС = 1 : 2.  Найдите радиус окружности, касающийся данной окружности и касающейся 
хорды АВ  в точке С. 
 
4.1.22. Две окружности, касающиеся прямой в точках A и B, пересекаются в точках C и D, причем  AB = 
8, CD = 15. Найдите медиану CE треугольника ABC. 
 
4.1.22. На стороне прямого угла с вершиной A взята точка O, причем AO = 7. С центром в точке O 
проведена окружность S радиуса 1. Найдите радиус окружности, вписанной в данный угол и 
касающейся окружности S. 
 
4.1.23.  Расстояние между центрами окружностей радиусов 1 и 9 равно 17. Обе окружности лежат по 
одну сторону от общей касательной. Третья окружность касается обеих окружностей и их общей 
касательной. Найдите радиус третьей окружности.    
  
4.1.24.  (ЮФМЛ) В окружности с центром О на хорде АВ расположены точки М и К, так что  
АМ : МК = 2 : 3, МК : КВ = 9 : 1. Известно, что ОМ = 6, ОК = 9. Найти радиус окружности. 
 
4.1.25. (ЮФМЛ) Окружность радиуса R касается сторон угла, величина которого равна 2α. Найдите 
радиусы окружностей, каждая из которых касается заданной окружности и сторон угла. 
 
4.1.26. (ЮФМЛ) Хорды АC и ВD некоторой окружности перпендикулярны и пересекаются в точке К. 
Известно, что ВС =2√5, СК= 4,  DК = 22.  Найдите периметр четырёхугольника АВСD.   
 
4.1.27.  (ТВ№6-2013 от А.Л.)    В системе координат задана точка M (x; y),  x > 0,  y > 0. Дана окружность 
с центром в точке M радиуса  r,  причем любая точка окружности имеет положительные координаты.  
Прямая, проходящая через точку O(0;0)  и через точку M, пересекает окружность в точках K и P,  причем 
ордината точки K меньше, чем ордината  точки P.  Прямая, которая касается окружности в точке K,  
пересекает прямые  x = 0  и    y = 0  в точках A и B.  Найдите площадь треугольника BOK . 
 
4.1.28.   (ТВ№15-2013 от А.Л.)   Точка В – середина отрезка АС, причем AC = 6 . Проведены три 
окружности радиуса 5 с центрами А, В и С. Найдите радиус четвертой окружности, касающейся всех 
трех данных. 
 
4.1.29.  (ТВ№16-2013 от А.Ларин.)  В окружности проведены хорды KL, MN, PS.  Хорды KL, PS 
пересекаются в точке С,  хорды KL, MN пересекаются в точке А, хорды MN и PS пересекаются в точке 
В,  причем AL = CK , AM= BN , BS = 5 , BC = 4 . Найдите радиус окружности, если величина угла ВАС 
равна 45 градусов. 
 
4.1.30.  (ТВ№18-2013 от А.Л.)   Две окружности касаются внешним образом. Прямая касается первой 
окружности в точке M и пересекает вторую окружность в точках A и B . Найдите радиус первой 
окружности, если известно, что AB = 12, MB = 6, а радиус второй окружности равен 10. 
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4.1.31.   (ТВ№33-2013, А. Л.)  Окружности радиусов 3 и 8 касаются друг друга.  Через центр одной из 
них проведены две прямые, каждая из которых касается другой окружности (точки А и В ‐ точки 
касания). Найдите расстояние между точками А и В. 
 
4.1.32.   (ТВ№34-2013, А. Л.) Две окружности касаются внутренним образом. Хорда AB большей 
окружности касается меньшей окружности в точке M. Найдите радиус меньшей окружности, если 
известно, что длины отрезков AM = 28, MB = 4, а радиус большей окружности равен 20. 
 
4.1. 33. (ЕГЭ 2013 Сибирь) Окружности радиусов 11 и  21 с центрами О1  и О2  соответственно касаются 
внешним образом в точке С.   АО1   и ВО2 – параллельные радиусы этих окружностей, причём  
∠АО1О2 = 60°. Найдите АВ. 
 
4.1.34. . (ЕГЭ Урал) Окружности радиусов 2 и  9 с центрами О1  и О2  соответственно касаются в точке L.   
Прямая, проходящая через точку L  вторично пересекает меньшую окружность в точке К, а большую – в 
точке М. Найдите площадь треугольника КМО1, если ∠LMО2 = 15.° 
 
4.1.35.  (ЕГЭ Восток) Окружности радиусов 11 и  21 с центрами О1  и О2  соответственно касаются 
внутренним образом в точке К.  МО1  и NO2 – параллельные радиусы этих окружностей,  причём   
∠MО1О2 = 120.°. Найдите MN.  
  
4.1.36.  (ЕГЭ  Центр) Окружности радиусов 2 и  3 с центрами О1  и О2  соответственно касаются в точке 
А.   Прямая, проходящая через точку А,  вторично пересекает меньшую окружность в точке В, а 
большую – в точке С.  Найдите площадь треугольника ВСО2,  если   ∠АВО1 = 30.° 
 
4.1.37. Досрочный 24.04.2013 

 
 

 
4.2. Окружность и треугольник 

на ГИА 
 
 

1. Центром  вписанной в треугольник окружности является точка пересечения биссектрис 
 

2. Центром описанной около треугольника окружности является точка пересечения 
серединных перпендикуляров. 
 
 

3. Середина гипотенузы  прямоугольного треугольника является центром описанной 
окружности. 

 
ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 3 

 

 

Если О – центр окружности, вписанной в треугольник АВС, то 
выполняются равенства:  

∠АОС = 
2
В∠

 + 90°;     ∠ВОС = 
2
А∠  + 90°;       ∠АОВ = 

2
С∠  + 

90°; 
х + у + z = 90°, x + y = 90° - z,   ∠АОС = 180° – (x + y) = 180° - 

90° +  z =  z + 90°,    ∠АОС  =  
2
В∠

 + 90°;       

 
ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 4 
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Пусть  О – центр окружности, вписанной в треугольник АВС.  
PABC = 2x + 2y + 2z,   z = 𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴− 2(𝑥𝑥+𝑦𝑦)

2
=  𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵+𝐴𝐴𝐴𝐴−2 𝐴𝐴𝐴𝐴

2
  = 

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵− 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

.  
То есть,  получим формулы для вычисления 

 
расстояния от вершины треугольника до точки касания: 

ВК = ВМ =  𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵− 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

;      СР = СМ = 𝐵𝐵𝐵𝐵+ 𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

;      

АК = АР = 𝐴𝐴𝐴𝐴+ 𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐵𝐵𝐵𝐵
2

 
 

4.2.1.   Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной 
около него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.  

 
4.2.2.   Противолежащая основанию вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и 
основанием 6 служит центром данной окружности радиуса  2.  Найдите радиус окружности, касающейся 
данной и проходящей через концы основания треугольника. 
 
4.2.3.  Через центр О окружности, описанной около остроугольного треугольника АВС, проведена 
прямая, перпендикулярная ВО и пересекающая отрезок АВ в точке Р и продолжение отрезка ВС в точке 
Q так, что точка С лежит между точками В и Q. Вычислить длину отрезка ВР, если АВ = 4 см, ВС = 3см, 
В Q = 5 см. 
 
4.2.4.  В прямоугольном треугольнике АВС длина катета АВ равна 6, а длина катета ВС равна 8. Точка D  
делит гипотенузу АС пополам. Найдите расстояние между центрами окружностей, вписанных в 
треугольник АВD  и в треугольник ВСD.  
 

4.2.5.  В треугольнике АВС угол А равен 60°. На стороне АВ взята точка К так, что АК = 
2
1

АС. Найти 

ВК, если расстояние от центра описанной около треугольника АВС окружности  до стороны АС равно а. 
 
4.2.6.  Хорда АВ стягивает дугу окружности, равную 120°. Точка С лежит на этой дуге, а точка D лежит 
на хорде АВ. При этом АD = 2, ВD = 1, DС = √2. Найти площадь треугольника АВС.  
 
4.2. 7.  К  окружности, вписанной в треугольник с периметром 18, проведена касательная параллельно 
основанию треугольника. Отрезок касательной между боковыми сторонами равен 2. Найдите основание 
треугольника. 
 
4.2.8. (ЮФМЛ) В треугольнике АВС радиус вписанной окружности равен 1, расстояние от её центра до 
вершины С равно √5, а сумма сторон АС и ВС равна 8. Найдите площадь треугольника. 
 
4.2.9. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2014г )  Точка D является основанием высоты, проведённой 
из вершины тупого угла А треугольника АВС к стороне ВС. Окружность с центром в точке D  и 
радиусом DA пересекает прямые АВ и АС в точках Р и М, отлтчных от А, соответственно. Найдите АС, 
если АВ = 4,  АР = 2,  АМ = 2. 
 
4.2.10. (ЮФМЛ) Известно, что в равнобедренном треугольнике АВС с основанием АВ вершины А, С, 
середина стороны ВС  и точка пересечения высот расположены на одной окружности. Найти косинусы 
углов треугольника АВС. 
 
4.2.11. (ЮФМЛ)В треугольнике АВС проведена  биссектриса ВL и построена окружность, которая 
проходит через точки В и L, касается стороны АС  и пересекает стороны АВ и ВС в точках М и  N.  
Доказать, что отрезок МN всегда параллелен АС. 
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4.2.12. (ЮФМЛ) В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС вписанная  окружность 
касается боковой стороны ВС в точке Q,  а отрезок АQ  пересекает вписанную окружность в точке Р. 
Найдите площадь треугольника АВС, если АС =√15,  РQ = 1. 
 
4.2.13.  Основание АС равнобедренного треугольника АВС равно 12.  Окружность радиуса 8 с центром 
вне этого треугольника касается продолжения боковых сторон треугольника и касается основания АС. 
Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник АВС. 
 
4.2.14.  (Реальный ГИА_2013, В_1310)   Из вершины прямого угла С проведена высота СР. Радиус 
окружности, вписанной в треугольник АСР, равен 12 см, тангенс угла АВС равен  2,4.  Найдите радиус 
вписанной окружности треугольника АВС. 
 
4.2.15. (Реальный ГИА_2013, В_1309) Из вершины прямого угла С проведена высота СР. Радиус 
окружности, вписанной в треугольник АСР, равен 8, тангенс угла ВАС равен  4

3
.  Найдите радиус 

вписанной окружности треугольника АВС. 
 
4.2.16.  (Реальный ГИА_2013, В_1313  Медиана ВМ треугольника АВС является диаметром окружности, 
пересекающей строну ВС в её середине. Длина стороны 
 АС равна 4. Найдите радиус описанной окружности треугольника АВС. 
 
4.2.17.  (ТВ № 5 _2014 от А.Ларина.)  В прямоугольном треугольнике АВС длина катета АВ равна 6, а 
длина катета ВС равна 8. Точка D делит гипотенузу АС пополам. Найти расстояние между центрами 
окружностей, вписанных в треугольник ABD и в треугольник BCD. 
 
4.2.18.  (ТВ № 11_2014 от А.Ларина.)  Угол, противолежащий основанию равнобедренного 
треугольника, равен  56°. Одна из боковых сторон служит диаметром полуокружности, которая делится 
другими сторонами на три части. Найдите градусную меру большей из этих частей. 
 
4.2.19. (ТВ № 12_2014 от А.Ларина.)   Один из катетов прямоугольного треугольника равен , а проекция 
другого катета на гипотенузу равна 16. Найдите радиус окружности, вписанной в этот треугольник. 
 
4.2.20. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г ) . Прямоугольный треугольник АВС разделен 
высотой  СD, проведённой к гипотенузе, на два треугольника – BCD  и  ACD. Радиусы окружностей, 
вписанных в эти треугольники, равны  4 и 3 соответственно. Найдите радиус окружности, вписанный в 
треугольник АВС. 
 
4.2.21. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г ) Прямоугольный треугольник АВС разделен высотой  
СD, проведённой к гипотенузе, на два треугольника – BCD  и  ACD. Радиусы окружностей, вписанных в 
эти треугольники, равны  5 и 12 соответственно. Найдите радиус окружности, вписанный в треугольник 
АВС. 
 
4.2.22(С4. ТВ № 68_2014г от А.Ларина)  
В прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом С проведена высота CD. Радиусы окружностей, 
вписанных в треугольники ACD и BCD, равны 0,6 и 0,8.  
а) Докажите подобие треугольников ACD и BCD, ACD и ABC  
б) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник АВС 
 
4.2.23. .   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )  В треугольнике АВС  сторона АВ на 6 
больше стороны ВС.  Медиана ВЕ делит треугольник на два треугольника. В каждый из этих 
треугольников вписана окружность. Найдите расстояние между точками касания окружностей с 
медианой ВЕ. 
 
4.2.24. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г )  Окружность проходит через середины гипотенузы 
АВ и катета ВС  прямоугольного треугольника АВС и касается катета АС . В каком отношении точка 
касания делит катет АС, считая от вершины А? 
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4.2.25. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г )  Через точку D основания равнобедренного 
треугольника АВС проведена прямая  CD,  пересекающая описанную около треугольника АВС 
окружность в точке Е. Найдите АС, если СЕ = 3  и  DE = DC. 
 
4.2.26. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г )  В треугольнике KLM  угол  L  тупой, а сторона КМ 
равна 6. Найдите радиус описанной около треугольника KLM  окружности, если известно, что на этой 
окружности лежит центр окружности, проходящей через вершины К, м и точку пересечения высот 
треугольника  KLM. 
 
4.2.27.   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )  В треугольнике АВС угол В равен 120°, а 
длина стороны АВ на 7√3 меньше полупериметра треугольника. Найдите радиус окружности, 
касающейся стороны ВС и продолжения сторон АВ и АС. 
 
4.2.28.   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )   В треугольнике АВС угол В равен 120°, а 
длина стороны АВ на 2√3 меньше полупериметра треугольника. Найдите радиус окружности, 
касающейся стороны ВС и продолжения сторон АВ и АС. 
 
4.2.29.   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )   В треугольнике АВС  сторона АВ на 4 
больше стороны ВС. Медиана  ВЕ  делит треугольник на два треугольника.  В каждый из этих 
треугольников вписана окружность. Найдите расстояние между точками касания окружностей с 
медианой ВЕ. 

 
 
 

4.3. Окружность и треугольник 
на ЕГЭ 

  
4.3.1.  (2010) Треугольник ABC вписан в окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и  
 ВС = 4. Найдите АС. 
 
4.3.2.  (2010) Около треугольника ABC описана окружность с центром О, угол АОС равен 60°. В 
треугольник ABC вписана окружность с центром М.  Найдите угол АМС. 
 
4.3.3.  (2010) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и основанием 8 служит 
центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей 
через концы основания треугольника. 
 
4.3.4.   (2010) Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине В и углом α при 
вершине А. Точка D - середина гипотенузы. Точка С1 симметрична точке С относительно прямой BD. 
Найдите угол . AC1B 
 
4.3.5.   (2010) В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и CN, О - центр окружности, касающейся 
стороны ВС и продолжений сторон АВ и АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Найдите радиус 
окружности, описанной около треугольника ВОС. 
 
4.3.6.  В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и СN, О – центр вписанной окружности. Известно, 
что ВС = 24, MN = 12. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВОС. 
 
4.3.7.  Окружность описана около равностороннего треугольника АВС. На дуге ВС, не содержащей 
точку А, расположена точка М, делящая градусную меру этой дуги в отношении 1: 2 . Найдите углы  
треугольника АМВ. 
 
4.3.8.  Треугольник АВС равнобедренный. Радиус ОА описанного круга образует с основанием АС угол 
ОАС, равный 20°.  Найдите угол ВАС. 
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4.3.9.  В треугольнике АВС   AB = 7, BC = 9, CA = 4. Точка D лежит на прямой ВС так, что BD : DC = 1: 
5. Окружности, вписанные в каждый из треугольников ADC и ADB, касаются стороны AD в точках Е и  
F. Найдите длину отрезка ЕF. 
 
4.3.10.   Касательная, проведенная через вершину М вписанного в окружность треугольника KLM, 
пересекает продолжение стороны KL за вершину L в точке N. Известно, что радиус окружности равен 2, 
KM = √8   и  ∠MNK + ∠KML = 4∠LKM .  Найдите длину касательной MN. 
 
4.3.11.  Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник АВС, касается его боковых сторон АС и 
ВС в точках M и N. Найдите АВ, если AC = 8 и  MN = 3.  
 
4.3.12.   В окружность радиуса 5 вписан равнобедренный треугольник, сумма основания и высоты 
которого равна 16. Найдите высоту треугольника. 
 
4.3.13. ( ТР от 20.10.2010 г.) В треугольнике ABC  AB = 13, BC = 10, CA = 7. Точка D лежит на прямой BC 
так, что BD : DC = 1 : 4.Окружности, вписанные в каждый из треугольников ADC и ADB, касаются 
стороны в точках  Е и F.  Найдите длину отрезка ЕF.  
 
4.3.14.  ( ТР от 20.10.2010 г.) Две окружности, касающиеся прямой в точках A и B, пересекаются в точках 
C и D, причем AB = 12, CD = 5. Найдите медиану CE треугольника ABC. 
 
4.3. 15.  В треугольнике АВС АВ=10, ВС = 5, СА = 6 . Точка D лежит на прямой BC  так, что BD : DC = 1 
: 2 . Окружности, вписанные в каждый из треугольников АDС и АDВ, касаются стороны АD в точках Е 
и F. Найдите длину отрезка ЕF . 
 
4.3.16.  (ТР от 09.12.2010)  Расстояние между параллельными прямыми равно 12. На одной из них лежит 
точка  C, а на другой – точки A и B, причем треугольник ABC – остроугольный равнобедренный и его 
боковая сторона равна 13. Найдите радиус окружности,  вписанной в треугольник  ABC. 
 
4.3.17.  (ТР от 09.12.2010)  Расстояние между параллельными прямыми равно 4. На одной из них лежит 
точка C, а на другой – точки A и B, причем треугольник ABC – остроугольный равнобедренный, и его 
боковая сторона равна 5. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник АВС. 
 
4.3.18.  (ТР от 12.04.2011)  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 13 AC = 5, и BC = 12. На стороне BC 
взята точка D, а на отрезке AD –точка O, причем CD = 4 и AO = 3ОD. Окружность с центром O проходит 
через точку C. Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с прямой  AB. 
 
4.3.19. (ТВ № 3 2012 г  от А.Л.)На стороне АВ треугольника АВС, как на диаметре построена 
полуокружность ω, которая пересекает прямые АС и ВС в точках В1  и А1  соответственно. Найдите 
радиус полуокружности ω, если известно, что А1С = 8,   В1С = 7, а площадь треугольника А1В1С равна 
14√3. 
 
4.3.20.  (ТВ № 3 2012 г  от А. Ларина.) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и 
основанием 8 служит центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающийся 
данной и проходящей через концы основания треугольника. 
 
4.3.21.  (ТВ № 8 2012 г  от А. Ларина.) Сторона ВС прямоугольного треугольника АВС является диаметром 
окружности. Эта окружность пересекает гипотенузу АВ в точке К. Найдите хорду ВК, если известно, что 
площадь треугольника АВС равна 3, а один катет этого треугольника вдвое больше другого. 
 
4.3.22. (ТР № 14 2012 от А.Ларина.) В трапеции АВСD с основаниями 30 и 10 боковые стороны АВ и СD 
равны соответственно 20 и 24. Прямые АВ и CD пересекаются в точке О. Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника ОВС. 
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4.3.23. (ТВ№ 17 2012 от А. Ларина.) В прямоугольном треугольнике АВС катеты АВ=8, СВ=6. На 
гипотенузе АС отмечена точка К так, что треугольник АВК – равнобедренный. Найдите радиус 
окружности, описанной около треугольника АВК. 
 
4.3.24.  (ТВ№18-2012 от А. Л.)  В равнобедренный треугольник с основанием 24 и боковой стороной 20 
вписана окружность. Найдите длину отрезка, заключенного между двумя сторонами треугольника, 
параллельного третьей стороне и касающегося окружности. 
 
4.3.25. (ТВ№1-2013 от А.Л.)  Дан прямоугольный треугольник ABC, с катетами AB и BC (AB=5, 
BC=12). Пусть точка I – центр окружности, вписанной в треугольник ABC. Прямая, проходящая через 
точку I, параллельна одной из сторон треугольника ABC и пересекает две другие стороны в точках K и 
P. Найдите длину отрезка KP.  
 
4.3.26.  (ТВ№2-2013 от А.Л.)   Дан треугольник  ABC, где BA = 5, BC = 8. В треугольник вписана 
окружность,  касающееся стороны  BC  в точке  Р.  Известно, что  ВР = 3.  Найдите площадь 
треугольника ВМР,  где М - точка касания окружности со стороной треугольника АВС. 
  
4.3.27.  (ТВ№14-2013 от А.Л.)  Дан треугольник АВС, в котором ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 1

2
. В треугольник  

вписана окружность, которая касается сторон AC, CB, BA  в точках  K, T  и M соответственно. Прямая  
AT пересекает окружность в точке L, причем  AL=2. Найдите площадь треугольника, одна из сторон 
которого  AT, а другая содержит точку касания окружностью треугольника АВС, если  AK=4. 
 
4.3.28.  (ТВ№7-2013 от А.Л.)  Дан прямоугольный треугольник MNK с катетами 5 и 12. Треугольник 
KNJ– равносторонний, причем точка J и точка M лежат по разные стороны от прямой NK.  Найдите 
расстояние от центра вписанной окружности в MNK до центра вписанной  в  КNJ окружности.  
 
4.3.29.   (ТВ№31-2013, А. Л.)  Пусть О ‐ центр окружности, описанной около треугольника АВС, угол 
АОС равен 60 градусов. Найдите угол АМС, где М ‐ центр окружности, вписанной в треугольник АВС. 
 
4.3.30.  Прямая, перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треугольника с катетами 6 и 8,  отсекает 
от него четырёхугольник, в который можно вписать окружность. Найдите площадь этого 
четырёхугольника. 
 
4.3.31.  Расстояние  от  точки  М,  расположенной  внутри  прямого угла,  до сторон  угла равны  1 и  3.  
Найдите радиус окружности, вписанной в этот угол и проходящий через точку М. 
 
4.3.32.  Прямая, перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треугольника, отсекает от него  
четырёхугольник, в который можно вписать окружность. Найдите радиус окружности, если отрезок этой 
прямой, заключённый внутри треугольника, равен 14, а отношение катетов треугольника равно 7

24
 . 

 
4.3.33.  (ТР от 12.04.2011)  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 29,  AC = 20, и BC = 21. На стороне 
BC взята точка D, а на отрезке AD –точка O, причем CD = 7 и AO = 3ОD.  Окружность с центром O 
проходит через точку C. Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с 
прямой AB. 
 
4.3.34.  Прямая,  перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треугольника, отсекает  от него 
четырёхугольник, в который  можно вписать окружность. Найдите  радиус окружности, если отрезок 
этой прямой, заключенный внутри треугольника, равен 40, а отношение катетов треугольника равно 15

8
. 

 
4.3.35.  Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами АС= 15 и ВС = 8. С центром  в вершине В  
проведена окружность S  радиуса  17.  Найдите  радиус окружности, вписанной в угол ВАС и 
касающийся окружности S. 
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4.3.36. Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами АС= 5 и ВС = 12. С центром  в вершине В  
проведена окружность S  радиуса  13.  Найдите  радиус окружности, вписанной в угол ВАС и 
касающийся окружности S. 
 
4.3.37.  Прямоугольный треугольник ABC имеет периметр 54см. Окружность радиуса 6 см, центр 
которой лежит на катете ВС, касается прямых АВ и АС. Найти площадь треугольника АВС. 
 
4.3.38.  Точка М лежит на отрезке АВ. На окружности с диаметром АВ взята точка С, удаленная от точек 
А, М и В на расстоянии 20, 14 и 15 соответственно. Найдите площадь треугольника ВМС. 
 
4.3.39.  Точка М лежит на отрезке АВ. На окружности с диаметром АВ взята точка С, удаленная от точек 
А, М и В на расстоянии 40, 29 и 30 соответственно. Найдите площадь треугольника ВМС. 
Ответ: 216 ± 12√265. 
 
4.3.40.  Расстояние между параллельными прямыми равно 12. На одной из них лежит вершина C, на 
другой – основание AB равнобедренного треугольника ABC . Известно, что AB =10. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, одна из которых вписана в треугольник ABC , а вторая касается данных 
параллельных прямых и боковой стороны треугольника ABC . 
 
4.3.41.  Расстояние между параллельными прямыми равно 6. На одной из них лежит вершина C, на 
другой – основание AB равнобедренного треугольника ABC . Известно, что AB =16. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, одна из которых вписана в треугольник ABC , а вторая касается данных 
параллельных прямых и боковой стороны треугольника ABC . 
 
4.3.42.  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 15, AC = 9, и BC = 12. На стороне BC взята точка D, а 
на отрезке AD – точка O, причем CD = 4 и AO = 3 ⋅OD. Окружность с центром O проходит через точку C.  
Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с прямой AB. 
 
4.3.43.  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 25,  AC = 7, и BC = 24. На стороне BC взята точка D, а 
на отрезке AD – точка O, причем CD = 8 и   AO=3⋅ OD. Окружность с центром O проходит через точку C.  
Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с прямой AB.  
 
4.3.44.  В треугольнике АВС   АВ = 14,  ВС = 6,  СА = 9.  Точка D  лежит на прямой ВС так, что ВD : DС 
= 1 : 9. Окружности, вписанные в треугольники АDC и  ADB, касаются стороны  АD в точках Е и F.   
Найдите длину отрезка ЕF. 
 
4.3.45.  Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине В и углом α при вершине А 
Точка М – середина гипотенузы. Точка С1

   симметрична точке С относительно прямой ВМ . Найдите 
угол АС1В . 
 
4.3.46.   Дан треугольник АВС  с основанием АВ = √3

2
  и высотой СН = √6

3
.  Известно, что  АН: НВ = 2:1. 

В угол ВАС вписана окружность, с центр которой лежит на высоте СН. Найдите радиус окружности.  
 
4.3. 47.  К  окружности, вписанной в треугольник с периметром 18, проведена касательная параллельно 
основанию треугольника. Отрезок касательной между боковыми сторонами равен 2. Найдите основание 
треугольника. 
 
4.3.48.  (ТВ№39-2013, А. Л.) На окружности радиуса 3 с центром в вершине острого угла А 
прямоугольного треугольника АВС взята точка Р. Известно, что АС=3, ВС=8, а треугольники АРС и 
АРВ равновелики. Найдите расстояние от точки Р до прямой ВС, если известно, что оно больше 2. 
 
 4.3.49.   В  треугольнике АВС АС=12, ВС=5, АВ=13. Вокруг этого треугольника описана окружность S. 
Точка D  является серединой стороны АС. Построена окружность S1, касающаяся окружности S и 
отрезка АС в точке D. Найдите радиус окружности S1. 
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4.3.50.  (ТВ№21-2013 от А.Л.)   На боковой стороне равнобедренного треугольника как на диаметре 
построена окружность, делящая вторую боковую сторону на отрезки, равные 1 и 2. Найдите основание 
треугольника. 
 
4.3.51.  (ТВ 24-2013, АЛ.)Радиус описанной около равнобедренного треугольника окружности равен 25, 
а вписанной в него окружности – 12. Найдите стороны треугольника. 
 
4.3.52.  (ТВ№29-2013, А. Л.) Окружности радиусов 2 и 1 касаются в точке А. Найдите сторону 
равностороннего треугольника, одна из вершин которого находится в точке А, а две другие лежат на 
разных окружностях. 
 

 
4.4.  Окружность и четырехугольник 

на ГИА 
 

Взаимное расположение окружности и четырехугольника: 
 
• Трапеция вписана в некую окружность тогда и только тогда, когда она является равнобедренной. 

 
• Сумма противоположных углов вписанного четырехугольника равна 180°. 

 
• Центр окружности, описанной около трапеции, лежит на пересечении серединных перпендикуляров 

к сторонам трапеции. 
 

• Суммы противоположных сторон описанного четырехугольника равны. 
 

 
4.4.1.   Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если 
известно, что боковая сторона трапеции равна 10. 
 
4.4.2.   В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60°, а площадь равна 324 , вписана 
окружность.  Найдите радиус этой окружности.    (Демовариант_04) 
 
4.4.3.   Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее 

основание АD равно 15, синус угла ВАС  равен 1
3

, синус угла АВD равен 5
9

.   (Демовариант_06). 

 
4.4.4.  Равнобедренная трапеция описано около окружности  радиуса  3 5  . Найдите тангенс угла при 
большем основании трапеции, если её средняя линия равна 15. 
 
4.4.5.    Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, 

если  тангенс угла при основании трапеции равен 
7

3 . 

 
4.4.6.   (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите высоту 
трапеции. 
 
4.4.7.   (2010) Около трапеции ABCD описана окружность радиуса 6 с центром на основании  AD. 
Найдите площадь трапеции, если основание ВС равно 4. 
 
4.4.8.  (ТР от 08.05.2011 онлайн – турнир ЕГЭ)  Окружность диаметром √10  проходит через вершины А  
и В  прямоугольника АВСD,   а касательная к ней, проведенная из точки С, равна3. Найдите ВС, если 
АВ = 1. 
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4.4.9.   Около прямоугольника АВСD  описана окружность. На окружности взята точка М, 
равноудаленная от вершин А и В. Отрезки МС и АВ пересекаются в точке Е. Найдите площадь 
четырехугольника АМВС, если МЕ = 2 см, ЕС = 16 см. 
 
4.4.10.  На основании ВС трапеции АВСD  взята точка Е, лежащая на одной окружности с точками А, С 
и D. Другая окружность, проходящая через точки А, В и С, касается прямой  СD.  Найдите ВС, если АВ 
= 12 и ВЕ : ЕС = 4 : 5.  
 
4.4.11.   В прямоугольную трапецию ABCD вписана окружность, которая касается сторон трапеции в 

точках K, L, M, N. Найти   
AD
CB

, если  площадь четырехугольника KLMN относится к площади 

трапеции как 3 : 10. 
 
4.4.12.  Окружность S радиуса 12 вписана в прямоугольную трапецию с основаниями 28 и 21. Найдите 
радиус окружности, которая касается основания, большей боковой стороны и окружности S. 
 
4.4.13.  Окружность S радиуса 24 вписана в равнобедренную трапецию с основаниями 36 и 64. Найдите 
радиус окружности, которая касается основания, боковой стороны и окружности S. 
Ответ: 6 или   8

3
. 

 
4.4.14.  (ЮФМЛ)Трапеция АВСD описана вокруг окружности и её основания AD и BC касаются 
окружности в точках М и К соответственно. Доказать, что АМ : МD  =  СК : КВ.  
 
4.4.15.   (ЮФМЛ)На окружности лежат  четыре точки А, В, С, D, в указанном порядке. Точка М 
середина дуги АВ,   К – точка пересечения хорд АВ и CD,  Е – точка пересечения хорд АВ и МС. 
Докажите, что около четырёхугольника CDKE  можно описать окружность. 
 
4.4.16.   (ТВ № 15 2012 от А.Л.) В прямоугольной трапеции с основаниями 18 и 32 тангенс острого угла 
равен 12

7
.  Найдите радиус окружности, касающейся одного из оснований, меньше боковой стороны и 

диагонали трапеции. 
 
4.4.17.   (ТВ№11-2013 от А.Л.)  Трапеция ABCD с основаниями AD = 6 и  BC = 4 и диагональю BD = 7 
вписана в окружность. На окружности взята точка К, отличная от точки D так, что BK=7. Найдите длину 
отрезка АК. 
 
4.4.18. (ТВ№25-2013, А. Л.) В окружность радиуса √10 вписана трапеция с основаниями 2 и 4. Найдите 
расстояние от центра окружности до точки пересечения диагоналей трапеции. 
 
4.4.19.     Прямая АЕ является биссектрисой угла ВАD трапеции АВСD. В треугольник АВЕ вписана 
окружность с центром в точке О, касающаяся сторон АВ и ВС в точках М и N соответственно. Хорда  
MN = 2. Вычислить угол MON , если АВ = 4. 
 
4.4.20 .(ЮФМЛ) Биссектрисы двух углов перпендикулярны, а стороны одного из углов пересекают 
стороны другого угла в четырех различных  точках. Доказать, что все эти точки лежат на одной 
окружности. 
 
4.4.21.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Хорда окружности удалена от центра на 
расстоянии h. В каждый из сегментов, стягиваемых хордой, вписан квадрат так, что две соседние 
вершины квадрата лежат на дуге, две другие – на хорде. Чему равна разность длин сторон квадратов? 
 
4.4.22.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Четырёхугольник  ABCD,  диагонали которого 
взаимно перпендикулярны, вписан в окружность. Перпендикуляры, опущенные на сторону  AD  из 
вершин  В  и  С, пересекают диагонали  АС и  BD  в точках Е  и F  соттветственно. Известно, что ВС = 1. 
Найдите  EF.  
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4.4.23.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Около окружности описана трапеция АВСD  , 
боковая сторона АВ перпендикулярна основаниям, М – точка пересечения диагоналей трапеции. 
Площадь треугольника СМD  равна  S. Найдите радиус окружности. 
 
4.4.24.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Площадь ромба АВСD равна 18. В треугольник  
ABD  вписана окружность, которая касается стороны АВ в точке К.  Через точку К проведена прямая, 
параллельная диагонали АС и отсекающая от ромба треугольник площади 1.  Найдите синус угла ВАС. 
 
4.4.25.  (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецова,  20 вар., 2013)  
В трапеции основания AD  и BC  равны соответственно 36  и  12,  а сумма углов при основании  AD  
равна  90°. Найдите радиус окружности, проходящей  через точка А  и В  и касающейся прямой CD,  
если  АВ = 10. 
 
4.4.26.  (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецова,  20 вар., 2013) 
 В трапеции основания AD и   BC  равны соответственно 7  и  124,  а сумма углов при основании  AD  
равна  90°. Найдите радиус окружности, проходящей  через точка А  и В  и касающейся прямой CD,  
если  АВ = 8. 

 
 
 

4.5. Окружность и четырехугольник 
на ЕГЭ 

 
 

Взаимное расположение окружности и четырехугольника: 
 
• Трапеция вписана в некую окружность тогда и только тогда, когда она является равнобедренной. 

 
• Сумма противоположных углов вписанного четырехугольника равна 180°. 

 
• Центр окружности, описанной около трапеции, лежит на пересечении серединных перпендикуляров 

к сторонам трапеции. 
 

• Суммы противоположных сторон описанного четырехугольника равны. 
 

 
4.5.1.  (2010) Трапеция ABCD с основаниями AD и ВС вписана в окружность с центром О.  Найдите 

высоту трапеции, если ее средняя линия равна 3 и sin∠AOB = 
5
3

. 

 
4.5.2.  Дана трапеция ABCD, основания которой  ВС = 44, AD = 100,  AB = CD = 35. Окружность, 
касающаяся прямых AD и AC, касается стороны CD в точке K. Найдите длину отрезка CK. 
 
4.5.3  Дан параллелограмм ABCD, AB = 3, BC = 7, ∠A = 60°. Окружность с центром в точке О 
касается биссектрисы угла D и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного 
его острого угла. Найдите площадь четырёхугольника ABOD. 
 
4.5.4. C4. (ТВ№30-2013, А. Л.) Длины соседних сторон вписанного в окружность четырехугольника 
отличаются на 1. Длина наименьшей из них также равна 1. Найти радиус окружности. 
 
4.5.5.  (2010 г)Дан параллелограмм АВСD,   AB = 3,   BC = 5,  ∠A = 60°. Окружность с центром в точке 
О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его 
острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.  
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4.5.6.C4. .(ТВ № 16 2012 от А.Л.)  В параллелограмме острый угол равен 60°, периметр равен 30, а площадь 
равна 28√3. Найдите радиус окружности, касающейся двух сторон и диагонали параллелограмма. 
 
4.5.7. С4.(ТВ№8-2013 от А.Л. Четырехугольник KLMN вписан в окружность, его диагонали KM и LN 
пересекаются в точке F, причем KL=8, MN=4, периметр треугольника MNF равен 9, площадь 
треугольника KLF равна 3√15 . Найдите радиус окружности, описанной около треугольника KNF.  
 
4.5.8. С4. .(ТВ№9-2013 от А.Л.)  В параллелограмме ABCD диагонали пересекаются в точке О, длина 
диагонали BD равна 12. Расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников 
AOD и COD, равно 16. Радиус окружности, описанной около треугольника АОВ, равен 5. Найдите 
площадь параллелограмма ABCD.  
 
4.5.9.  С4. (ТВ№25-2013, А. Л.)  Периметр трапеции равен 112. Точка касания вписанной в трапецию 
окружности делит одну из боковых сторон на отрезки, равные 8 и 18. Найдите основания этой трапеции. 
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I.  Планиметрические  задачи на ЕГЭ 
 
ЧАСТЬ В 
1. 24.    2.   128.    3. 24.  6. 5.  8. 64.  10. 80.  11. 5.  12. 14.  13. 3.  14. 3.  15. 36.  16. 3.  17. 6.  18. 54.   
19. 21.  20.10.  21. 24.   22. 270.   23. 32.  24. 12.    27. 1.  29. 10.  34. 24.  37. 9.  38. 12.  39. 64.  40. 8.  
 
 

II.  Тематический сборник  
 
 

1.1. Треугольник 
1.1.1.  30° или 150°.   1.1.2. 16.  1.1.3. 24.  1.1.4. 8.  1.1.5. 48.  1.1.6. 2.  1.1.7. 20.   

1.1.8. ∠А = 180° -  arccos 
8

63
 - arccos

8
7

,     ∠B = arccos
8
7

,        ∠С = arccos 
8

63
. 

1.1.9. 8 или 18.  1.1.10.    или      1.1.11. 2,4;   21,6.  1.1.12.  АВ : ВС = 1 : 2.  1.1.13. 4,8;   .     

1.1.14. ;   .  1.1.15.  ;   . 
 
 
1.2.Медианы треугольника 

1.2.1. 11 . 1.2.2. 14.  1.2.3. 3.   1.2.4. 21. 1.2.5. 30°или 150°.  1.2.6. 0,1.   1.2.7. 3 2 .    1.2.8.  
3

58
;   

3
16

.      

1.2.9. 20.  1.2.10. 80 или 16. 
 
 
1.3. Биссектрисы треугольника 
1.3.1. 270.    1.3.2. 32.    1.3.3. 4, 5.    1.3.4. 8,5   1.3.5. 

b)(2ab)2(a
b)Sb(3a
+⋅+

+     1.3.6. 

2
cos2 α

a   1.3.7. 44.  1.3.8. 25 3 .   

1.3.9. 
3
2

.   1.3.10. 36°, 36°, 108°   или 60°, 60°, 60° .    1.3.11. 150 или 30.    

 
 

 
1.4. Высоты треугольника 
1.4.1. 60°;  120°.  1.4.2. 45°  или  135°.    1.4.3. 45°, 75°, 60°  или 135°, 15°, 30°  или  120°, 15°, 45°  или 

105°, 30°, 45°.  1.4.4. abkba 222 −+  или abkba 222 ++ .    1.4.5. 
αsin2

а
    1.4.6. 

3
2

      1.4.7. 4,5.     

1.4.8. 16.    1.4.9. 45° или 135°.  1.410. 600 или 1200.   1.4.11. 5 и ;   5 и .    
 
 
2.1. Параллелограмм   

2.1.1. 60.     2.1.2. 91.    2.1.3.
α

α
ctg

abbа cos222 ⋅−+ .    2.1.4. αsin
2

)( 2

⋅
−bа      2.1.5. 

4
35

;   
6

313
.     

2.1.6.  19
3
1

;  6 
11
4

.  2.1.7. 72.   2.1.8.      или .   2.1.9.
17
192

;   
25

1728
.     2.1.10. 35 .     

 2.1.11.    или  .  
 
 
2.2. Ромб.  Прямоугольник. Квадрат. 
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2.2.1.10.     2.2.2. 24.    2.2.3. 1 или 3.    2.2.4. 10; 2.    2.2.5.  
5

12 .   2.2.6. 1.  2.2.7. 3 10 .   

2.2.8. 16  или 48.      2.2.9.  12 или 20.    2.2.10. 18;   .   2.2.11.1;   2;   .     2.2.12.    или   . 

2.2.13.    или  .       2.2.14.     или   . 
 
 
2.3. Трапеция, четырехугольник 
2.3.1  5.    2. 3.2.64.      2.3.3.5.     2.3.4. 36.     2.3.5.  72.     2.3.6. 54.      2.3.7. 4.   2.3.8. 9.     2.3.9. 12.    
2.3.10. 62.      2.3.11.8.     2.3.12. 144; 48; 16.     2.3.13.   36  или  8.    2.3.14. 28 или 2 181     

 2.3.15.  
))((

2

cbaca
Sa

−+−
.      2.3.16.  m⋅l.    2.3.17. 

3
2 22 bа +

   или   
3
2 22 bа +

.      

 2.3.18.  
5

b23 22 +а
     или   

5
b32 22 +а

.    2.3.19.  5.      2.3.20.  24.     2.3.21.  ∠C = ∠D  = 110°,  

∠A  = 50°,  ∠B  = 90.      2.3.22.15.       2.3.23. 3.     2.3.24. 
4
3

     2.3.25. 12  или 12 .      2.3.26. 3 или 4.  

2.3.27. 28 или 2  .      2.3.28. 40° или 80°     2.3.29. 900 или 780.     2.3.30.22,5 или  2,4.         
2.3.31. 36  или  8 19 .    2.3.32.  22,5; 14,4.      2.3.33. 28;  2 .       2.3.34.12 .     2.3.35. 36;  8 .     
2.3.36. 144; 48; 16.       2.3.37.  40°,   80°.     2.3.38. 40;  20.     2.3.39. 80°;   40°.    2.3.40.  6.     
2.3.41. 2 и 22.     2.3.42. 7  и  23. 
 
 
3.1. Отношение отрезков и площадей в треугольнике 
 3.1.1. 1.    3.1.2. .     3.1.3. 5 : 4.   3.1.4.       3.1.5. S.      3.1.6. 3 : 2.    3.1.7. 5 : 19.    3.1.8. 11.     
 3.1.9. 16 : 5.       3.1.10. 8 : 7.        3.1.11.  3 : 5.       3.1.12. 12  или  20.      3.1.13. 8;  72.       3.1.14. 72;  8.        
3.1.15.  5,5. 
 
 
4.1. Окружность. 

4.1.1. 
2

ab −    или    
2

ab + .     4.1.2. 45° или  135°.    4.1.3. 9; 39    4.1.4. 2 2 ;  6 2 .   4.1.5. 1;  6.    

4.1.6. 2;  15.    4.1.7. 22 )( rRа −− ;  22 )( rRа +− .   4.1.8. 
R
ra +⋅ 1 ;   

R
ra −⋅ 1 .   

 4.1.9.  3 + 2 3 ;  - 9 + 2 21 .       4.1.10. 21  или  9.   4.1.11.   
31

2
+

a  и 
31

2
+
a

; 
31

2
−

a  и 
31

2
−
a

.    

4. 1. 12. 2 - 
3

34
;   2 + 

3
34

.    4.1.13. 
6

627 −
=

b
a

;   
6

627 +
=

b
a

.   4.1.14. 1;  7.    

4.1.15.1,44;  36.     4.1.16. 2 ;  5 2 .     4.1.17. 30;  2 .     4.1.18. 16.    4.1.19. 2 ;  5.  4.1.20 .   или  . 

4.1.21.  1; 16.     4.1.22. 12;  4.     4.1.23.    или    или .         4.1.24. 4 .         4.1.25.  ;    

     4.1.26. .   4.1.27. ;   .      4.1.28.     или       

4.1.29.  ;  .    4.1.30. 3;  27.      4.1.31. 4,8   или     или   .     4.1.32. 7;   .    4.1.33. 32; 38.  

4.1.34. 5,5;   3,5   .4.1.35.  10;  38.    4.1.36.  : ;   .   4.1.37. 4 ;   4 . 
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4.2. Окружность и треугольник на  ОГЭ 

4.2.1.24.     4.2.2.     4.2.3. 3,75.    4.2.4.    
6
135

.   4.2.5. а 3 .     4.2.6.     4.2.7. 3;  6.     4.2.8.6      

4.2.9. 4.    4.2.10.  ;   .   4.2.12.      4.2.13. 4,5.    4.2.14. 13.     4.2.15.      4.2.16. 2.     4.2.17.  .    

4.2.18. 62°.     4.2.19. 5.    4.2.20.  5.    4.2.21.13.   4.2.22.1.      4.2.23. 3.     4.2.24. 3 :  1.    4.2.25.   
4.2.26.   2 .   4.2.27. 7.    4.2.28. 2.   4.2.29.2.    
 
 
4.3. Окружность и треугольник на ЕГЭ 

4.3.1. 1535 ± .   4.3.2. 105°;  165°.      4.3.3.  
2

17 ;  
2
41 .      4.3.4. 90° + α, если α < 45°   или 90° - α, 

если α > 45°       4.3.5. 4 3   или  12.    4.3.6. 8 3 ;  24   4.3.7. 40°; 80°; 60°   или  60°; 20°; 100°.    

4.3.8. 35° или 55°.   4.3.9. 4,5 или 6    4.3.10.    или  . 

4.3.11. 4;  12.   4.3.12.    6,4;  8.   4.3.13. 6;  8.      4.3.14   9;  4.   4.3.15. :  ;   .     4. 3.16.     или 

.        4.3.17.    или .    4.3.18. 6,5  и .      4.3.19. ;   13.     4.3.20. 4,1;   8,5.   4.3.21.  ;   

.     4.3.22.   6,25; 18,75     4.3.23. ;   .   4.3.24. 6;   7,5.   4.3.25.  ;   ;  .      4.3.26.   ;    

.    4.327. 312 или  .
3

132534 +
⋅     4.3.28. : ;   ;    .   4.3.29. 105°;    

165°.     4.3.30. 18  или  21 .       4.3.31. 4 + ;   4 - .      4.3.32. 8  или 12,25.   4.3.33. 14,5  и .       

4.3.34. 25;  32.   4.3.35. :    или .      4.3.36.    или .      4.3.37. S = 121,5      или    S = 97, 2.     

4.3.38. 54 .   4.3.39. 216      4.3.40.     или        4.3.41.     или  .      
4.3.42. 7,5  или 7,2.     4.3.43.  12,5  или 6,72.     4.3.44. 4,9  или 5,5.         4.3.45. 900 + α;  α.       
 4.3.46.    или         4.3.47. 3;  6.   4.3.48. 3 и       4.3.49. 2 или  4,5.     

 4.3.50. ;   2 .    4.3.51. 10 , 10 , 8 ;    40,  40,  48    4.3.52. ;    ;   2.     
 
 
4.4.  Окружность и четырехугольник на ОГЭ 
4.4.1.  80.    4.4.2.  3.      4.4.3. 12.   4.4.4. 1.     4.4.5. 8.   4.4.6.   9;  39.    4.4.7. 32 2 .   4.4.8.   или  

.      4.4.9.97,2.      4.4.10. 18.    4.4.11.  
3
1 .    4.4.12. 3 или .     4.4.13.  6 или   .    4.4.16. 6;   8.    

4.4.17.  4.   4.4.18.  ;  .     4.4.19.  120°.    4.4.21. h.    4.4.22. 1.   4.4.23. .    4.4.24. .   
4.4.25. 10.   4.4.26.  12.    
 
 
4.5. Окружность и четырехугольник  на ЕГЭ 

  4.5.1. 1;  9.    4.5.2. 5;  30.    4.5.3.  ;  8 .     4.5.4.    ;   .     4.5.5.  
2

311
;   

3
310

.      

4.5.6.  : ;    .    4.5.7. ;   .      4.5.8.   ;  .      4.5.9. 42 и 14;   24 и 32  
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РЕШЕНИЕ ЗАДАНИЙ  ЧАСТИ В 

РЕШЕНИЯ 
 

I. Решение заданий части  В 
 
1.  Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной около 

него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.  
 
Решение: 

 

S = 0,5 a · b;      с = 10,    СР = РО1 = 2. 
Пусть СА = 2 + х, СВ =у + 2, тогда  
АВ = х + у = 10. (2 + х)2 + (2 + у)2 = 100. 
4 + 4х + х2 + 4 + 4у + у2 = 100;  
 х2 + у2 = 52; 100 – 20 х + х2 + х2 = 52; 
2х2 - 20х + 48 = 0; х2 - 10х + 24 = 0; 
х1 = 6;  х2 = 4, тогда у = 6 или у = 4. 
АС = a = 8, СВ = b = 6,  
S = 0,5 a · b = 0,5·8· 6 = 24 
 
Ответ: 24  (Демовариант_02). 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУ-
ЛЫ 
1) Центр описанной окр. 
– середина гипотенузы;   
2) радиус вписанной 
окружности; 
3) Свойства касатель-
ных; 
4) теорема Пифагора; 
5) площадь треугольни-
ка; 
 

 
2.  В треугольнике OBH точка M делит сторону OB на отрезки 4=OM и  МВ = 28, ∠ОНМ = ∠ 
ОВН. Найдите площадь треугольника OHM , если 45=∠O . 
 
Решение: 
 

 
3. Найдите основание равнобедренного треугольника, если угол при основании равен 30 , а взятая 
внутри треугольника точка находится на одинаковом расстоянии, равном 3, от боковых сторон и 
на расстоянии 32  от основания. 

 
6.  Боковая сторона равнобедренной трапеции равна 13 , а основания равны 3 и 4. Найдите диаго-
наль трапеции. 
 
Решение: 

 

 OMH   ∼  OHB  по углам:  
∠ ОНМ =∠ ОВН, ∠О – общий   ⇒  
ОМ : ОН = ОН : ОВ   ⇒  ОН2 = ОМ · ОВ, 
OH 4 32 8 2= ⋅ = ⋅  ⇒  
S∆ = 0,5· 8 2⋅ · 4· sin 45° = 2· 8 2⋅ ·0,5 √2 = 
= 16 
 
Ответ:  16. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия; 
2) решение пропорций; 
3) формулы площадей тре-
угольника; 
4) значение тригонометриче-
ских функций некоторых углов. 
 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойство отрезков равноудаленных от сто-
рон угла; 2)свойство равнобедренного тре-
угольника; 3) углы прямоугольного треуголь-
ника и их соотношения; 4) Свойство катета, 
лежащего против угла в 30 °;  
5)Теорема Пифагора;   

Решение: 
ОК и РВ – перпендикуляры, следовательно,  ВР – биссек-
триса, медиана и высота равнобедренного ∆ АВС. ∠АВН = 
60°, а ∠ВРК  = 30°, тогда ВР = 2 3 , а ВН =4 3  ⇒ АВ = 8 

3  ⇒ 
2 2(8 3) (4 3) 4 3 12 3 12АН = − = ⋅ =   

Тогда АВ = 24   
Ответ:  24. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАНИЙ  ЧАСТИ В 

 

8.  В трапеции ABCD  с основаниями BC и AD  диагонали пересекаются в точке O , причем 
OCAO 3= . Площадь треугольника AOD  равна 36. Найдите площадь трапеции. 

 

 
10.  Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если 
известно, что боковая сторона трапеции равна 10. 
 
Решение: 
 

 
11.  Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. 
Найдите меньшее основание трапеции. 
 
Решение: 
 

 
 

MN = 3. тогда  АM = 0,5. Из  АВМ:   
2 213 0,5 13 0,25 12,75МВ = − = − =  

MD = 3, 5 тогда  
212,75 3,5 12,75 12,25 25 5BD = + = + = =  

Ответ:  5  
 ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1)свойства равнобедренной трапеции;  2) теорема Пифагора;   

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1)Подобные треугольники: свойства и признаки;  
2) Отношение площадей подобных треугольников.  
(другой способ решения см № 5) 

Решение: 
Sтр = 0,5 (AD + BC) h. 
 AOD ∼ BC,   k  = 3, ⇒  SAOD : SOBC = 9, 
SOBC = 36: 9 = 4.   
SOBC = 0,5 · OC · h1;   SOBA = 0,5 · OA · h1; 
SOBA = 3 ·  SOBC = 3 · 4 = 12. 
SOCD   = SOBA = 12. 
Sтр =  SAOD +  SOBC +  SOCD + SOBA = 36 + 12 + 12 + 4 = 64. 
 
Ответ:  64.   
 

 

АВ = CD = 10,  DM = ND, MC = CA ⇒ 
⇒ ND + CA = 10. h =  OA + ON = 4 + 4 = 8 
Sтр = 0,5 (AD + BC) h = 10 · 8 = 80 
 
Ответ: 80. 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1. Свойство описанной трапеции;  
2) Свойства равнобедренной трапеции;  
3) Свойства касательных. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАНИЙ  ЧАСТИ В 

12.  Площадь треугольника АВС равна 20 3 . Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она больше 
половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.   
 
Решение: 
 

 
13. Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, ∠КОР = 
135°. 
 

 
15. В трапеции КМРТ с основаниями МР и КТ диагонали пересекаются в точке С. Площадь тре-
угольника МСР равна 4, КТ = 2 МР. Найти площадь трапеции. 
 
Решение: 
 

 
 

14 5 3 6 9 4 5 7 6 35ABDS = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =  
S ABD = 4 ·  BN = 356  ⇒ BN = 1,5 √35  ; 

5,1)355,1(81 2 =−=AN ;    BC = 8 – 1,5 · 2 = 5. 
Ответ: 5 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) Свойства равнобедренной трапеции; 
2) Формула Герона;  
 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) теорема косинусов; 2) формулы площадей 
треугольника; 3) значения тригонометриче-
ских функций некоторых  углов. 

Так как ВМ – медиана, то SABM = SBMC = 10 3 = 
= 0,5 AB · BM  · sin α.  

sin α = 10 3 : (0,5  · 8 · 5) = 3  : 2  ⇒  α = 60° ⇒  

⇒ .74960cos5822564 ==⋅⋅⋅−+= AM  
AC = 2  ·AM = 14. 
 
Ответ: 14. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) теорема косинусов; 2) формулы площадей 
треугольника; 3) значения тригонометриче-
ских функций некоторых  углов. 4) свойства 
медианы равнобедренного треугольника. 

Решение: 
По теореме косинусов найдем КО:  
РК2 = КО2 + ОР2 - 2 ·КО · ОР  · соs 135°. 
25 =  КО2 + 18 + 6, ⇒ KO2 = 1, KO = 1.  
SKPO = SPOM = = 0,5 KO · OP  · sin 135° =  
= 0,5·1 · 3 √2 ·0,5 √2 = 0,5 · 3  ⇒ SKPM  = 2· SKOP = = 2 · 0,5 · 3 
= 3.  
 
Ответ: 3. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАНИЙ  ЧАСТИ В 

16.  В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60°, а площадь равна 324 , вписана 
окружность.  Найдите радиус этой окружности.  
Ответ: 3  (Демовариант_04) 
 
Решение: 

 

 
17.  В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боковой сто-
роне. Найти площадь трапеции. 
 
Решение: 
 

 
 
 
 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия; 2) решение пропорций; 
3) формулы площадей треугольника, трапеции; 
4) значение тригонометрических функций неко-
торых углов. 
 

 КСТ   ∼  МСР  по  двум углам  ⇒  
КТ : МР = АС : СВ = 2.   SMCP = 0,5 · MP · CB = 4 ⇒ CB = 
8: MP. 
AC = 2 CB = 16 : MP. 
Sтрап = 0,5 (КТ + МР) ·АВ = 0,5· 3 МР·3СВ =  
0,5 · 9 МР · 8 : МР =  36   
 
Ответ:  36. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Так как трапеция равнобедренная и описанная, то ВС + 
АD = AB + CD. ∠BAM = 60° ⇒  
∠ABM = 30°,  тогда, если АМ = х, то АВ = 2х ⇒  
CD = 2х ⇒ ВС + АD = 2х + 2х = 4х,  тогда   
S тр = 0,5 ( ВС + АD) ∙ ВМ = 0,5 ∙ 4х ∙ ВМ; 
Из ∆ АВМ найдем ВМ:   ВМ = 2х ∙ sin 60° = x √3 
S тр = 2х ∙ ВМ = 2x2 √3 = 324  ⇒ x = 2√3 ⇒ 
ВМ =  x √3 = 2√3 ∙ √3 =  6 ⇒  r = 3. 
 
Ответ: 3. 

1) свойство описанного четырехугольника;      2) формулы площади трапеции;   3) свойства равнобедренной трапеции;  
4)  свойство катета, лежащего против угла 30 °;  5) соотношения между углами и сторонами прямоугольного треуголь-
ника. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия;  2) решение пропорций; 
3) теорема Пифагора;  4) площадь трапеции 

Так как трапеция равнобедренная, то PR = CD = 9 ⇒ AP 
= (15 – 9) : 2 = 3 

ABP   ∼  ABD  по углам:  
∠ APB =∠ ABD - прямые,  ∠A – общий   ⇒  
АВ : АD = АР :  АВ   ⇒  АВ2 = АD · АР, 
⇒ АВ2 = 15 ∙ 3 = 45 ⇒  АВ = 3√5;  
⇒ ВР = 636945 ==−   

Sтр = 0,5· (15 + 9) · 6 = 24·3 = 72 
Ответ:  72 
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18.  Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке О. Площадь треугольника АDО рав-
на 12,  DО = 2 ВО. Найти площадь трапеции. 
 

 
19.  В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 

3 2 , ВС = 10, ∠МАС = 45°. 
Ответ: 21. (Демовариант_05) 
 

 
20.  Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота 
СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК. 
 

 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) площадь ромба;  2) свойства биссектрисы;  
3) свойства ромба;  4) теорема Пифагора.  

Решение:   
1. Sром. = ВС2 ⋅ sin B  = 320; ВС2 = 320 : sin B = = 320 : 
0,8 = 400 ⇒ BC =  20. 
2. Sром = AB ⋅ CH = 320  ⇒  CH = 320 : AB =  
= 320 : 20 = 16. 

3. Из ∆ ВСН  121620 2222 =−=−= СНВСВН   
4. Диагональ  BD – биссектриса угла В ⇒ 
 СК : ВС = (16 – СК) : ВН;  
СК : 20 = (16 – СК) : 12;  12 СК = 320 – 20 СК; 
СК = 10. 
Ответ: 10. 

 
21.  В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пересекает  
диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите площадь тре-
угольника АМН. 
 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия; 
2свойства площадей подобных треугольников; 

Решение: 
SАОD = 0,5·2х ·АО= 12;       
SАОB = 0,5·х·АО  = 12 : 2 = 6 

AOB   ∼  DOC,  по углам,  k = 2  :  
 ⇒  SDOC :  SАОB = k2 = 4 ⇒  SDOC  = 6 · 4 = 24;  
SBOC =  SАОD = 12 ⇒ Sтр. =  SАОD +  SАОB +  SDOC +  SBOC = 
12 + 12 + 6 + 24 = 54 
 
Ответ:54. 

 

Решение: 
По теореме косинусов  
СМ2 = АС2 + АМ2 – 2·АС ·АМ · cos 45°= 

=  18 + х2 – 2 · 3 2 · х · 2 · 0,5= 25,    
х2 - 6х – 7 = 0, x1= - 1;   x2 = 7 ⇒ AM = 7. 
SACM = 0,5· AC· AM· sin 45° = 0,5· 23 · 7· 0,5 · 2  = 0,5·21;   
SACM =  SABM =  0,5·21 ⇒   
SABC = 2· SACM = 2·0,5·21= 21 
Ответ:  21. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) теорема косинусов;   2) формулы площадей треугольника;  4) значение тригонометрических функций некоторых углов. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАНИЙ  ЧАСТИ В 

 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) площадь ромба;  2) свойства биссектрисы; 3) свойства 
ромба;  4) теорема Пифагора.  5)  площадь прямоугольно-
го треугольника. 

Решение:   
1. Sром = AB ⋅ ВH = 135  ⇒  ВH = 135 : AB =  
= 135 : 15 = 9. 
2. Из ∆ ВАН  

12915 2222 =−=−= ВНВААН  
3. Диагональ  АС – биссектриса угла А ⇒ 
 МН : АН = (9 – НМ) : ВА;  
МН : 12 = (9 – НМ) : 15;   
15 МН = 108 – 12 МН;  27 МН = 108,  
МН = 4 
4. SАМН. = 0,5⋅ АН ⋅ НМ  = 0,5⋅ 12 ⋅ 4  = 24. 
 
Ответ: 24 

 
22.  В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 
15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ. 
 

 

Решение:   
1. По свойству биссектрисы ЕТ : ВЕ = АТ : АВ, 
12 : х = 15 : у  ⇒ х = 0,8 у 
2. Из ∆ ВАЕ  имеем х2 + 272  = у2    или   
0, 64у2 + 272  = у2,  0, 62  у2 = 272 или 0, 6  у = 27, 
 у = 45,  а  х  =  0,8 ⋅ 45 = 36. 
3. SАТВ. = 0,5⋅ АТ ⋅ ВЕ  = 0,5⋅ 15 ⋅ 36  = 270 
 
Ответ: 270  
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) свойства биссектрисы; 2)  теорема Пифагора.  3)  площадь треуголь-
ника. 

 
23.  Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 90, а боковая сторона равна  10 3 . К осно-
ванию АВ и стороне ВС проведены высоты СР и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь 
СКН. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) свойства биссектрисы; 2)  теорема Пифагора.  
3)  площадь прямоугольного треугольника; 4) 
свойства равнобедренного треугольника. 

Решение:   
1. Так как треугольник равнобедренный, то СА = ВС ⇒ 
SАСВ. = 0,5⋅ АС ⋅ АН  = 90     ⇒  
АН = 90 : 5 3  = 6 3  
2. По теореме Пифагора найдем СН из ∆САН:  

3810830022 =−=−= АНСАСН  
3. По свойству биссектрисы КН : СН = АК : АС, 
КН : 8 3  = (6 3  - КН) : 10 3  
10 3 ⋅ КН = 8 3 ⋅ (6 3  - КН)  ⇒  КН = 8 3 : 3 
4. SСКН. = 0,5⋅ СН ⋅ КН  = (0,5⋅ 8 3  ⋅ 8 3 ) :3  = 32 
 
Ответ: 32. 
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24.  Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее ос-

нование АD равно 15, синус угла ВАС  равен 1
3

, синус угла АВD равен 5
9

. 

Ответ:  12  (Демовариант_06). 

 
25.  Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла между 

диагональю и основанием равен .
5

2
 

 
27.  Равнобедренная трапеция описано около окружности  радиуса  3 5  . Найдите тангенс угла при 
большем основании трапеции, если её средняя линия равна 15. 
 
 

 
 

 

Решение 
1. Средняя линия MN = 0,5∙(AD + BC) 
2. По теореме синусов ВК : sin ∠BAK = AK :  sin ∠ABK, 

ВК : 1
3

 = AK :  5
9

,  BK = 0,6 AK. 

3.  AKD   ∼  BKC   ⇒ ВС : АD = ВК : АК  = 0,6 ⇒ ВС = 9. 
4. Средняя линия MN = 0,5∙(AD + BC) = 0,5 (15 + 9) = 12. 
Ответ: 12. 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства вписанной трапеции;  2) свойства равнобедренной трапеции; 3) 
признаки подобия; 4) средняя линия трапеции. 
 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1)свойства равнобедренной трапеции; 
2) соотношения между сторонами и 
углами прямоугольного треугольника; 
3) площадь трапеции. 

Решение: 
1. Так как трапеция равнобедренная, то ВС = НР = х. 
АН = РD = у, тогда 2х + 2у = 2 MN   ⇒  x + y = 4, то есть АР = 4. 

2. cos ∠CAD = AP : AC = .
5

2
       AC = 2 5 .  

По теореме Пифагора найдем СР:  21620 =−=СР . 
3. Sтр. = 0,5· MN · CP = 0,5· 4 · 2 = 4 . 
 
Ответ: 4. 
 

 

Решение: 
1) По свойству описанного четырехугольника  
2 · АВ = АD + ВС,  или  АВ = 15.  ВМ = 2 · r = 6 5  
2)  По теореме Пифагора 

564522522 =−=−= ВМАВАМ  
3) tg A = MB : AM = 6 5 : 6 5  = 1 
Ответ:  1. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойство описанного четырехугольника; 2) соотношения между сторонами прямоугольного треугольника; 3) свойство 
равнобедренной трапеции. 
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28.  Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, 

если  тангенс угла при основании трапеции равен 
7

3
. 

 
29. (ДВ) Дан ромб ABCD с острым углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Вы-
сота СН пересекает диагональ BD  в точке К. Найдите длину отрезка СК. 
Ответ: 10  
Примечание: СМ. Задача № 20. 
.   
30.   Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 20. К основанию АС и стороне ВС проведе-
ны высоты ВD и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь треугольника ВКН, если АН = 4 

2 . 

 

31.   Сторона  правильного шестиугольника равна 
6

65
. Найдите сторону равновеликого ему пра-

вильного треугольника. 
 

 

Решение: 
1) По свойству описанного четырехугольника  
2 · АВ = АD + ВС,  или  АВ = РК.  ВМ = 2 · r = 6 

2)   tg A = MB : AM = 6: АМ  = 
7

3
  ⇒  АМ = 2 7  

3)  По теореме Пифагора  8362822 =+=+= ВМАМАВ   ⇒  
РК = 8 
Ответ:  8.  

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойство описанного четырехугольника; 2) соотношения между сторонами прямоугольного треугольника; 3) свойство 
равнобедренной трапеции. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства равнобедренного тре-
угольника; 2) формулы площадей тре-
угольника;  3)свойство  биссектрисы. 

Решение: 
1) SABC = 0,5 · AH· CB = 20  ⇒  CB = 20 : (0,5 · AH) =  
20 : 2 2 = 5 2 .           AB = CB = 5 2 . 

2) из АВН  23325022 =−=−= АНВАВН  
3) По свойству биссектрисы ВD имеем:  
НК : НВ = (АН - НК) : АВ   или  
НК :3 2  = (4 2  - НК) : 5 2  ⇒  НК = 1,5 2  
4) S∆ = 0,5· НК· НВ = 0,5· 1,5 2 · 3 2 = 4,5. 
 
Ответ:  4,5. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства правильного шестиугольника;  
2) формула площади правильного шести-
угольника; 3)формулы площади правильно-

Решение: 
1)  Так как шестиугольник правильный, то его площадь равна 

4
325

2

3
6

653

2
33

2

2
6

6 =

⋅







⋅

==
aS . 

2) 
4

325
4

32
3

3 ==
aS      ⇒   a3  = 5 

 
Ответ:  5. 
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33.   В параллелограмме АВСD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке М и прямую АВ в 
точке К.    Найдите периметр треугольника ВСК, если DМ = 12, СМ = 15, АМ = 16. 
 
 

 
34. (ДВ) Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32√3. Найдите радиус окружности, 
вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, EF соответственно. 
 

 
37. В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает 
большее основание  АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если  
АС = 18 √10,  ВЕ = 6 √10. 

 

го треугольника; 

 
 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства параллельных прямых;  
2)признаки  подобия треугольников; 3) поня-
тие периметра; 4) свойства параллелограмма. 

Решение: 
1) ВС = АD = DМ + МА = 12 + 16 = 28. 
2) Так как СМ – биссектриса,  
то ∠ МСD = ∠ ВСМ, а ∠ ВСМ = ∠ СМD – как накрест ле-
жащие при ВС АD и секущей СМ  ⇒  
∠ СМD = ∠ МСD  ⇒ СD = DМ = 12 ⇒ АВ = 12. 
3) ∠ МСD  = ∠ ВКС = ∠ ВСМ ⇒ ВС = КВ = 28. 
4)  СМD ∼  KMA ⇒  
MC: MK = MD : AM;  15 : MK =12 : 16;  
MK =20. 
5) PKBC = BC + KB + KC = 28 +28 + 15 + 20 = 91. 
Ответ:  91. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) Свойства правильного шестиугольника;  
23) формулы площадей треугольника;  4) 
свойства трапеции. 

Решение: 
1) Так как шестиугольник правильный, то ОА = АВ = R = 

32√3. AD = 2R ⇒ 64 √3.BC | | AD, MN - средняя линия 
трапеции АВСD ⇒ MN = 0,5(BC + AD) = = 0,5 ·96 √3 = 
48 √3.  

2) 2) MK и NLK – аналогично. 
3) S MNK = MN2 · √3 : 4  
4) S MNK  = 0,5· 3MN : r ⇒  

r =  S MNK  : (0,5· 3MN) =  MN2 · √3 : 4 : (0,5· 3MN) = = MN· √3 : 
6 = 48 √3 · √3: 6 = 48 : 2 = 24. 
 
Ответ: 24.  

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1Свойства биссектрисы;  
2) накрест лежащие углы при параллель-
ных прямых;  
3) свойства равнобедренного треугольника;  
4)  формулы площадей прямоугольного 
треугольника. 

Решение: 
∠КАЕ = ∠ВСК – накрест лежащие ⇒  ∠ВАК  = ∠ВСК ⇒  
АВС – равнобедренный, СВ = ВА. Биссектриса  ВК – медиана и 
высота  ⇒ АК = КС = 9√10 и ∠АКВ = 90°. 
 ∠КВС = ∠КЕА – накрест лежащие ⇒  ∠АВК  = ∠АЕК ⇒  
АВЕ – равнобедренный, АВ = ЕА. Биссектриса  АК – медиана и 
высота  ⇒ ВК = КЕ = 3√10 и ∠АКВ = 90°. 
Из АКВ найдем АВ: 301091081 =⋅+⋅=АВ  
Тогда СВ = АВ = АЕ = 30 
SAKC = S BKC = 0,5 AE · MK = 0,5 AK· KE ⇒  
MK= (AK · KE):AE = 9√10 ·3 √10 : 30 = 9 ⇒  
MN = 9.                                   Ответ: 9 
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38.  В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс угла при 

вершине М равен  
3
2

. Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и MQ, если из-

вестно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стороны NL. 
 

39.   Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр трапе-
ции, если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне. 
 

 
40.  (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересе-
кает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8√5, ВЕ = 4√5. 

 
41. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в точке 
К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, ВР = 15. 
 
Решение 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки параллельности прямых;  2) 
понятие трапеции; 3) определение триго-
нометрических функций острого угла 
прямоугольного треугольника; 4) средняя 
линия трапеции. 
 

Решение: 
1) Так как   ∠ LNМ =∠ NLQ = 90°,  то прямые NМ и LQ  па-
раллельны по признаку параллельности прямых. Тогда MNLQ 
– прямоугольная трапеция. 
2) Пуст  LQ = х, тогда  NМ = 3х,  LN = х + 2,  РN = х, а  РМ = 
2х. 

3) из  MQP  имеем: 
3
2

2
2
=

+
==

x
x

PM
QPMtg  

3х + 6 = 4х,  х = 6. 
4) средняя линия трапеции  
FK = 0,5(LQ + NM) = 2 x = 2 ⋅ 6 = 12  
Ответ:  12. 

 
 

Решение: 
1) 2х + 2у = 2 РК    ⇒ х + у =  РК  = 16. 
2)  BMD   ∼  AMD по углам   ⇒ 
MD : BM = BM : AM,   16 : 12 = 12 : y  ⇒ y = 9. 
3) по теореме Пифагора 

158114422 =+=+= АМВМАВ . 
4) Р = 2АВ + 2( х + у) = 30 + 32 = 62. 
Ответ:  62. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия прямоугольных треугольников; 2) свойства средней линии трапеции;  

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1Свойства биссектрисы;  
2) накрест лежащие углы при параллель-
ных прямых;  
3) свойства равнобедренного треугольника;  
4)  формулы площадей прямоугольного 
треугольника. 

Решение: 
∠КАЕ = ∠ВСК – накрест лежащие ⇒  ∠ВАК  = ∠ВСК ⇒  
АВС – равнобедренный, СВ = ВА. Биссектриса  ВК – медиана 
и высота  ⇒  
АК = КС = 4√5 и ∠АКВ = 90°. 
 ∠КВС = ∠КЕА – накрест лежащие ⇒  ∠АВК  = ∠АЕК ⇒  
АВЕ – равнобедренный, АВ = ЕА. Биссектриса  АК – медиана 
и высота  ⇒   ВК = КЕ =2 √5 и ∠АКВ = 90°. 
Из АКВ найдем АВ: 1054516 =⋅+⋅=АВ  
Тогда СВ = АВ = АЕ = 10. 
SAKC = S BKC = 0,5 AE · MK = 0,5 AK· KE ⇒  
MK= (AK · KE):AE = 4√5·2 √5 : 10 = 4 ⇒ MN = 8 
Ответ: 8. 
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42.  С4 (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30°, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите ра-
диус окружности, проходящей через точки  А, D  и 
касающейся прямой ВС.  
Решение:  
1) Пусть окружность с центром в точке О касается 
прямой ВС в точке Р и пересекает сторону ВА в точках 
А и D. Тогда ОР ⊥ ВС и ОК – серединный перпенди-
куляр отрезка АD,  
 АК = КD = 1. 
2) По теореме о касательной и секущей 
ВР2 = ВD ⋅ ВА,   ВР2 = 1⋅ 3 = 3,   ВР = 3 . 
3) Отрезок ВК = 2,  

ВЕ = ВК : cos 30° =  2: 0,5 3  = 
3

34
, тогда 

Из рис 1:   РЕ = 
3

34
 - 3  = 

3
3

 

Из рис 2:  РЕ = 
3

34
 + 3  = 

3
37

 

4) ОР ⊥ ВС  и  ОК ⊥ ВА, тогда ∠АВС = ∠ РОЕ = 30°. 
ОР = РЕ : tg ∠ РОЕ = PE : tg 30°. 

Из рис 1:  OP = 
3
3

 : 
3
3

 = 1. 

Из рис 2:  OP = 
3

37
 : 

3
3

 = 7.           Ответ:  1 или 7. 

43.  С4  В треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка D  так, что BD : DC = 1: 2. Медиана CE 
пересекает отрезок AD в точке F.  Какую часть площади треугольника ABC составляет площадь тре-
угольника AEF. 

 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства параллельных прямых;  
2)признаки  подобия треугольников; 3) поня-
тие периметра; 4)свойства параллелограмма. 

1) Так как DK – биссектриса,  то  
∠ ADK = ∠ KDC, а ∠ KDC = ∠ DKA – как накрест лежащие 
при ВA CD и секущей DK,  ∠ AKD = ∠ PKB (вертикаль-
ные), ∠ ADK  = ∠ ВPК  как накрест лежащие при ВC AD и 
секущей DP ⇒  KDP – равнобедренный ⇒ ВP = КB = 15  
2).  СМD ∼  KMA по двум углам  ⇒ 
AD: PB = AK : KB = DK : KP;   AD: 15 = 12 : 18 ⇒AD =10  
⇒ AK  = 10. Тогда AB = 10 + 10 = 20. 
3) PABCD = AD + DC + BC  + AB = 10 +20 + 10 + 20 = 60. 
Ответ:  60. 

 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства параллельных прямых;  
2)теорема Фалеса; 3) отношение площадей 
подобных треугольников;. 

Решение:  1) S∆ABD = 
3
1

 S∆ABC, так как BD = 
3
1

BC. 

2)  Построим  DK CE,  тогда по теореме Фалеса ВК : КЕ = 
1 : 2, т.е. если КВ = х, то КЕ = 2х, ВЕ = АЕ =3х  ⇒  

 S∆AKD = 
6
5

 S∆ABD = 
18
5

 S∆ABC 

2).  АКD ∼  EFA по двум углам  ⇒  

 S∆AEF = 
2

5
3






 S∆AKD = 

18
5

25
9
⋅  S∆ABC = 0,1S∆ABC 

Ответ:  0,1. 

Рис 2 

Рис 1 
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Решение задач тематического сборника 
 

1.1. Треугольник 
 
1.1.6. (Свойство равнобедренного треугольника, средняя линия треугольника) 
В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведена биссектриса СD.  Прямая, перпен-
дикулярная СD  и проходящая через  D, пересекает АС в точке Е. (ГИА ТВ № 6 от А. Ларина)   
 
Решение 

 

1 способ 
1)Пусть ∠DАС = α, тогда  ∠DСМ = α, так как  DС - биссектриса; 
2) Проведем  DМ || АС, тогда  

• СМ = АD = 1, так как ∆АВС – равнобедренный ⇒ трапе-
ция АDМС – равнобедренная трапеция,  и 

• ∠СDМ =α - как накрест лежащий углу  ∠СDА, тогда  
∆DМС – равнобедренны, DМ = МС = 1; 

3) DС ⊥ ЕС, по условию, тогда  СD – высота и биссектриса в ∆ЕКС, 
а следовательно и медиана, а прямая  DМ – средняя линия  
треугольника ЕКС, тогда СЕ = 2.  
 
Ответ: ЕС = 2 

 
2 способ:  
 
1)Аналогично, построить DF // AC, DH // FC,  следова-
тельно DHCF – ромб, так как диагональ DC - биссек-
триса, ADFC – равнобедренная трапеция,  а следова-
тельно НС = FC = DF = AD = 1; 
2) По свойству ромба HF ⊥ DC, а следовательно  
HF // DE,  тогда EDFH – параллелограмм, ЕН = 1, а  
СЕ = 2. 
Ответ: ЕС = 2.  
 

 

3 способ: (с помощью тригонометрии) 
 
1) Из ∆ ADE по теореме синусов ;   

DE = . 

2) Из прямоугольного треугольника ЕDC   sinα = ; 

EC =  = 2AD = 2. 
 
Ответ: ЕС = 2. 
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4 способ   (от О. Себаш)  с помощью окружности 
1) Так как ∆EDC – прямоугольный, то около него описы-
вается окружность с центром в точке Н, середина СЕ и 
радиусом НЕ = НС = НD. 
2) Пусть ∠DАE = α, тогда  ∠DAC = ∠DHE = 2α, DH = 1,  
DH = EH = HC = 1,  EC = 2. 
 
Ответ: 2. 

 
 
1.1.7.(Средняя линия треугольника, теорема Фалеса)  
Точки К и L  лежат на стороне АС треугольника АВС. Прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, де-
лят её на три равные части. Найти длину стороны АС, если КL = 6. 
 
 

 

Рекомендации:  
1)Так как прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, делят её на три 
равные части, то АО = 2 ОМ ⇒ О – точка пересечения медиан ⇒ 
ВL – медиана треугольника и АL = LC. 
2) Постройте ОН и МР параллельные ВК.  Обозначьте  
АК = х и выразите все отрезки через х.   
4)МР – средняя линия ∆ВКС, тогда КР = РС = 2х.  

Ответ: 20. 
 
1.1.8.Найдите величины углов треугольника АВС, если известно, что медиана АМ в 4 раза меньше 
стороны ВС, а треугольник АВМ – равнобедренный. 
 
Рекомендации: Вычисляйте угол по теореме косинусов: a2 = b2 + c2 – 2bc ⋅ cosA  ⇒ cosA =   
 
 

 

Ответ:   ∠А = 180° -  arccos 
8

63
 - arccos

8
7

,     ∠B 

= arccos
8
7 ,        ∠С = arccos 

8
63

. 

 

 
 
 
1.1.10. Катеты прямоугольного треугольника равны 7 и 24. Найдите гипотенузу треугольника, подоб-
ного данному, если один из катетов равен 10. 
 

 

  
Рекомендации: 
 используйте подобие и найдите отношения,  
По отношениям - искомый отрезок.  Так как не указано, какой катет равен 10, 
то это может быть один или другой – два варианта решения. 
Ответ:    или   
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1.1.11. (ЕГЭ-2012) На прямой, содержащей медиану треугольника АВС с прямым углом С, взята точ-
ка Е, удалённая от вершины А на расстояние, равное 4. Найдите площадь треугольника ВСЕ, если ВС 
= 6, AC = 4. 
Рекомендации:Используйте  подобие треугольников. 
Ответ: 2,4;   21,6. 

 
           Рис.1                              Рис.2 

 
1.1.12.(ГИА)Найдите отношение двух 
сторон треугольника, если его медиа-
на, выходящая из их общей вершины, 
образует с этими сторонами углы в 30 
и 90°. 
Ответ: АВ : ВС = 1 : 2 

 
Рекомендации: Так как ВК – медиана, то площади треугольников АВК и КВС равны.  
 
 
1.1.13. (ТВ № 9-2012 от А.Л.)Все вершины квадрата лежат на сторонах равнобедренного треугольни-
ка АВС, основание АС которого равно 12, а боковая сторона АВ равна 10.  Найдите сторону квадрата. 
 

 
Рис. 1 

Рекомендации 
 
Рис. 1: ВН = 8; ∆АВН ∼∆ВКТ 
 
Рис.2: ∆АКМ - равнобедренный,  
АК = КМ = х;   ∆АКМ ∼∆АВС, 
  
Ответ:  4,8;    

 

Рис.2 
 
 
1.1.14.(ТВ №10 2012 от А.Л.) В равнобедренном треугольнике АВС на прямой ВС отмечена точка D 
так, что угол САD равен углу АВD. Найдите длину отрезка АD, если боковая сторона треугольника 
АВС равна 5, а его основание равно 6. 
Решение: 
  

 
Рис.1 

  Рис.2 

 
Рис. 3 
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Ответ: ;   . 
 
1.1.19. (ТВ№37-2013, А. Ларин.) В равнобедренном треугольнике АВС на прямой ВС отмечена точка 
D так, что угол САD равен углу АВD. Найдите длину отрезка АD, если боковая сторона треугольника 
АВС равна 5, а его основание равно 6. 
 
Решение: 

 
 
 

Рис.1  
Рис.2 

 
 
 

Рис.3 

 
Ответ:   ;   . 

 
 

1.2.Медианы треугольника 
 
1.2.1. (2010) Найдите площадь треугольника ABC, если АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из 
вершин А и В, перпендикулярны.  
 
Решение: 
Так как ВР – медиана, то SABP = SPBC, SABC = 2∙ SABP. 
1) Так как АМ и ВР – медианы, то точка О делит медианы в 
отношении 2 : 1 начиная от вершины треугольника, тогда если  
ОМ = х,  то АО = 2х  и  ОР = у, то ВО = 2у. 

Тогда получим систему уравнений      






=+

=+

25,24
44

22

22

ух
ух

.   

Из системы находим х и у: 

х = 
3
1

;  у = 
3
75,2

.  Тогда SABP = 
2
1

∙ 2х  3у = 3∙ 
3
1

∙
3
75,2

 ;  

SABC = 2∙ 3∙ 
3
1

∙
3
75,2

 = 11  

Ответ: 11 .  
 
1.2.2.(2003) Площадь треугольника АВС равна 20 3 . Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она 
больше половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.  (Демовариант_03) 
 
Решение: 
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1.2.3.Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, ∠КОР = 
135°. 
 

 
1.2.4. (Демовариант_2005)В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь треуголь-

ника АВС, если АС = 3 2 , ВС = 10, ∠МАС = 45°. 
  

 
 
1.2.5.  (2010) Медиана ВМ треугольника АВС равна его высоте АН. Найдите угол МВС.  
 
Решение: 

             
 

 

Так как ВМ – медиана, то SABM = SBMC = 10 3 = 
= 0,5 AB · BM  · sin α.  
sin α = 10 3 : (0,5  · 8 · 5) = 3  : 2  ⇒  α = 60° ⇒  

⇒ .74960cos5822564 ==⋅⋅⋅−+= AM  
AC = 2  ·AM = 14. 
Ответ: 14. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) теорема косинусов; 2) формулы площадей треугольника; 3) значения тригонометрических функций некоторых  углов. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) теорема косинусов; 2) формулы площадей 
треугольника; 3) значения тригонометриче-
ских функций некоторых  углов. 4) свойства 
медианы равнобедренного треугольника. 

Решение: 
По теореме косинусов найдем КО:  
РК2 = КО2 + ОР2 - 2 ·КО · ОР  · соs 135°. 
25 =  КО2 + 18 + 6, ⇒ KO2 = 1, KO = 1.  
SKPO = SPOM = = 0,5 KO · OP  · sin 135° =  
= 0,5·1 · 3 √2 ·0,5 √2 = 0,5 · 3  ⇒ SKPM  = 2· SKOP = = 2 · 0,5 · 3 
= 3.  
 
Ответ: 3. 

 

Решение: 
По теореме косинусов  
СМ2 = АС2 + АМ2 – 2·АС ·АМ · cos 45°= 

=  18 + х2 – 2 · 3 2 · х · 2 · 0,5= 25,    
х2 - 6х – 7 = 0, x1= - 1;   x2 = 7 ⇒ AM = 7. 
SACM = 0,5· AC· AM· sin 45° = 0,5· 23 · 7· 0,5 · 2  = 0,5·21;   
SACM =  SABM =  0,5·21 ⇒   
SABC = 2· SACM = 2·0,5·21= 21 
Ответ:  21. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) теорема косинусов;   2) формулы площадей треугольника;  4) значение тригонометрических функций некоторых углов. 
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1 случай: Треугольник остроугольный.  SABC = 
2
1
⋅BC ⋅ AH,       

SCMB = 
2
1
⋅SABC = 

4
1
⋅BC ⋅ AH    или SCMB = 

2
1

 ⋅BC⋅BM⋅sin∠MBC,      тогда  

4
1
⋅BC ⋅ AH  = 

2
1

 ⋅BC⋅BM⋅sin∠MBC,  откуда  sin∠MBC = 
2
1

,    ∠MBC = 30°  или 150°. 

Ответ: 30°  или 150°. 
 
1.2.6. (2010г.) В треугольнике ABC на стороне ВС выбрана точка D так, что BD : DC  = 1 : 2.. Медиана 
СЕ пересекает отрезок AD в точке F. Какую часть площади треугольника АВС составляет площадь 
треугольника AEF? 
 

1.2.7. В прямоугольном треугольнике АВС (∠С = 90°) медианы СС1 и ВВ1 перпендикулярны друг 
другу. Найдите длину большей из этих медиан, если длина третьей медианы АА1 = 3 3 . 
Решение: 

 

1) Так как медианы СС1 ⊥ ВВ1, то из ∆ВОС1  
С1В = С1А = 222 ху + ,  СВ = 2 22 ух + ,  тогда СА1 

= 22 ух + , СВ1  = 224 ух + , а     СА = 2 224 ух + . 
2) Из ∆АА1С,  по теореме Пифагора имеем: 
АС2 + СА1

2 = АА1
2  или 4 (4х2 + у2) + х2 + у2 = 27,  17х2 + 

5у2 = 27.(1) 
Из ∆ВВ1С имеем: 9у2 = 4х2 + у2 + 4х2 + 4у2,  
8х2 = 4у2,  2х2 = у2, подставим в уравнение (1) 

27х2 = 27,  х = 1, y = 2 , тогда ВВ1 = 3 2 ,  СС1 = 3, большая медиана ВВ1. 
 
Ответ: ВВ1 = 3 2 . 
 
1.2.8. Прямая, проходящая через вершину основания равнобедренного треугольника, делит его пло-
щадь пополам, а периметр треугольника делит на части 5 м и 7 м. Найдите площадь треугольника и 
укажите, где лежит центр описанной окружности: внутри или вне треугольника?. 
Решение:  

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства параллельных прямых;  
2)теорема Фалеса; 3) отношение площа-
дей подобных треугольников.  
 
Ответ:  0,1. 
 

Решение: 

1) S∆ABD = 
3
1

 S∆ABC, так как BD = 
3
1

BC. 

2)  Построим  DK CE,  тогда по теореме Фалеса 
 ВК : КЕ = 1 : 2, т.е. если КВ = х, то КЕ = 2х,   

ВЕ = АЕ = 3х  ⇒   S∆AKD = 
6
5

 S∆ABD = 
18
5

 S∆ABC 

2).  АКD ∼  EFA по двум углам  ⇒  

 S∆AEF = 
2

5
3






 S∆AKD = 

18
5

25
9
⋅  S∆ABC = 0,1S∆ABC 
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ВН = 
9
64

9
100

−  = 2,       S = 2
3

16
2
1

⋅⋅ = 
3

16
. 

Ответ: 
3

58
;   

3
16

. 

 
1.2.9. Точки К и L  лежат на стороне АС треугольника АВС. Прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, 
делят её на три равные части. Найти длину стороны АС, если КL = 6. 
Решение: 

 

1)Так как прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, делят её 
на три равные части, то АО = 2 ОМ ⇒ О – точка пересече-
ния медиан, ⇒ ВМ – медиана треугольника и АL = LC. 
2)Пусть АК = х, тогда КL = LС = 6 + х, а АС = 12 + 2х. 3) 
Через точки Е, О и М проведем прямые ОН, МР – парал-
лельные ВК, тогда по теореме Фалеса  
АК = КН = НР = х,  а  КР = 2х,  
4)МР – средняя линия ∆ВКС, тогда КР = РС = 2х.  

5) Получили, что АС = АК + КР + РС = х + 2х + 2х = 5х. Получилось уравнение: 5х = 12 + 2х, 
3х = 12, х = 4, АС = 20. 
Ответ: 20. 
1.2.10. В треугольнике ABC проведены медиана AM и высота AH. Известно, что  ,  а площадь 
треугольника AMH равна 24. Найдите площадь треугольника ABC. 
    
Решение: 

 
Рис.1 

 
Рис. 2 

   
1 случай: (Рис.1)  
1) S∆ABC =  CB ⋅ AH;    CB = CM + MB = 10x; Пусть АН = у, тогда S∆ABC = 10х ⋅ у;   
S∆ABC = 5ху. 

 

1 случай:           Пусть 2х  > 2y. 

х + 2х = 7,   х = 
3
7

,  2у = 5 - 
3
7

 = 
3
8

,  у = 
3
4

.  

ВН = 
9

16
9

196
−  = 2 5 ,           S = 52

3
8

2
1

⋅⋅ = 
3

58
. 

2  случай:           Пусть 2х  <  2y. 

х + 2х = 5,   х = 
3
5

,  2у = 5 - 
3
7

 = 
3

16
,  у = 

3
8

. 
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2) S∆AМН  =   ⋅МН ⋅ АН =  3х у;    ху = 2⋅ S∆AМН  : 3 = 2⋅24 : 3 = 16. 
3) S∆ABC = 5ху = 5  16 = 80. 
2 случай: (Рис. 2) 
1) S∆ABC =  CB ⋅ AH;   CB = CM + MB = 2(3x – 2х) = 2х;  S∆ABC = 2х ⋅ у = ху;   

2) S∆AМН  =   ⋅МН ⋅ АН =  3х у;    ху = 2⋅ S∆AМН  : 3 = 2⋅24 : 3 = 16. 
3) S∆ABC = ху = 16.  
 
Ответ: 80 или 16. 
 
 

 
 
 
 

1.3. Биссектрисы треугольника 
 
• Биссектриса делит сторону треугольника на части, пропорциональные длинам прилежащих сто-
рон. 
 
1.3.1.В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 
15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ. 
 

 

Решение:   
1. По свойству биссектрисы ЕТ : ВЕ = АТ : АВ, 
12 : х = 15 : у  ⇒ х = 0,8 у 
2. Из ∆ ВАЕ  имеем х2 + 272  = у2    или   
0, 64у2 + 272  = у2,  0, 62  у2 = 272 или 0, 6  у = 27, 
 у = 45,  а  х  =  0,8 ⋅ 45 = 36. 
3. SАТВ. = 0,5⋅ АТ ⋅ ВЕ  = 0,5⋅ 15 ⋅ 36  = 270 
 
Ответ: 270  
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) свойства биссектрисы; 2)  теорема Пифагора.  3)  площадь 
треугольника. 

 
 
1.3.2. Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 90, а боковая сторона равна  10 3 . К ос-
нованию АВ и стороне ВС проведены высоты СР и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь 
СКН. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) свойства биссектрисы; 2)  теорема Пифагора.  
3)  площадь прямоугольного треугольника; 

Решение:   
1. Так как треугольник равнобедренный, то СА = ВС ⇒ 
SАСВ. = 0,5⋅ АС ⋅ АН  = 90     ⇒  
АН = 90 : 5 3  = 6 3  
2. По теореме Пифагора найдем СН из ∆САН:  

3810830022 =−=−= АНСАСН  
3. По свойству биссектрисы КН : СН = АК : АС, 
КН : 8 3  = (6 3  - КН) : 10 3  
10 3 ⋅ КН = 8 3 ⋅ (6 3  - КН)  ⇒  КН = 8 3 : 3 
4. SСКН. = 0,5⋅ СН ⋅ КН  = (0,5⋅ 8 3  ⋅ 8 3 ) :3  = 32 
 
Ответ: 32. 
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4) свойства равнобедренного треугольника. 
 
1.3.3. Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 20. К основанию АС и стороне ВС прове-
дены высоты ВD и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь треугольника ВКН, если АН = 4 

2 . 

 
1.3.4. (, 2010г) В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и СЕ. Найдите длину отрезка DE, ес-
ли АС = 6,  АЕ = 2,  CD = 3. 
 
Решение: 
 

 

1) По свойству биссектрисы получим:  

26
3

+
=

у
х       ⇒   у + 2 = 2х,    у = 2х – 2. 

 
36

2
+

=
х

у
  ⇒      х   + 3 =  3у. Получили систему: 





−=
=+

22
33

ху
ух

.  Отсюда х = 1,8,    у = 1,6. 

 
2) АВ = 2 + 1,6 = 3,6;   СВ = 3 + 1,8 = 4,8.    АВ2 + СВ2 = 3,62 + 4,82 = 12,96 + 23,04 = 36  ⇒  ∆АВС – 
прямоугольный с  ∠АВС = 90°.   
 
3) По теореме Пифагора DЕ2 = х2 + у2 = 1,62  + 1,82 = 2,56 + 3, 24 = 5,8.  Тогда DЕ = 8,5 . 

Ответ: 8,5 . 
 
1.3.5. В треугольнике АВС, площадь которого S, биссектриса СЕ и медиана BD пересекаются в точке 
F.  Найдите площадь четырехугольника ADEF, если ВС = а, АС = b. 
 
Решение: 
 
1)Так как СЕ – биссектриса, то АЕ : ВЕ = АС : ВС или АЕ : ВЕ = b : а. 
Треугольники АЕС и ВЕС имеют одну и ту же высоту, опущенную из вершины С на прямую АВ, то-
гда SAEC : SBEC  = b : а или  

SAEC = 
a
b
⋅ SBEC;    SAEC =  

a
b

 (S - SAEC).   Тогда 

 SAEC =  
ba
bS

+
⋅

. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства равнобедренного тре-
угольника;  
2) формулы площадей треугольника;   
3)свойства  биссектрисы. 

Решение: 
1) SABC = 0,5 · AH· CB = 20  ⇒  CB = 20 : (0,5 · AH) =  
20 : 2 2 = 5 2 .           AB = CB = 5 2 . 

2) из АВН  23325022 =−=−= АНВАВН  
3) По свойству биссектрисы ВD имеем:  
НК : НВ = (АН - НК) : АВ   или  
НК :3 2  = (4 2  - НК) : 5 2  ⇒  НК = 1,5 2  
4) S∆ = 0,5· НК· НВ = 0,5· 1,5 2 · 3 2 = 4,5. 
 
Ответ:  4,5. 
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2) Так как BD – медиана, то площадь треугольника BDС равна половине площади треугольника АВС, 
то есть SBDC = 0,5⋅ S. 
DF : ВF = 0,5b : а. 
Треугольники DFС и ВFС имеют одну и ту же высоту, опущенную из вершины С на прямую DВ, то-
гда SDFC: SBFC  = 0,5b : а или  

SDFC = 
2a
b

⋅ SBFC;    SDFC =   
2a
b

 (
2
S

 - SAFC).   Тогда  SDFC =  
b)(2a2

bS
+⋅

⋅
.  

3)SADFE = SAEC - SDFC = 
ba
bS

+
⋅

 - 
b)(2a2

bS
+⋅

⋅
 = 

b)(2ab)2(a
b)Sb(3a
+⋅+

+
 

Ответ: 
b)(2ab)2(a

b)Sb(3a
+⋅+

+
. 

 
1.3.6. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна a,  Р— точка пересечения биссек-
трис. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника BРC. 
 
Решение:  
О – центр описанной около ∆ВСР окружности, ОС – радиус, ОК – серединный перпендикуляр к сто-
роне ВС, тогда КС = 0,5 а . 
1) Так как сумма углов треугольника 180°, то ∠ АСВ  +  ∠ СВА = 180° - α.   СN  и ВМ – биссектрисы, 
тогда х + у = 0,5 (180° - α), то есть дуга ВРС равна  180° - α,   а  

∠ СОК =  0,5 (180° - α) = 90° - 
2
α

,   

∠ ОСК = 
2
α

. 

2) Из ∆ОСК  имеем:  

cos∠ ОСК = cos
2
α

 = 
ОС
КС

,    OC = 

2
cosα
КС = 

2
cos2 α

a . 

Ответ: 

2
cos2 α

a . 

 
 

1.3.7. В треугольнике АВС длина стороны АВ равна 18, длина биссектрисы АЕ равна 4 15 , а длина 
отрезка ЕС равна 5. Определите периметр треугольника АВС. 
 
Решение: 

 

1) По свойству биссектрис имеем:   5 : х = у : 18,  и  
АЕ2 = АС ⋅ АВ – СЕ ⋅ВЕ  или 16⋅ 15 = 18х – 5у;  

2) у = 
х

90
,  тогда 18х2  - 16 ⋅ 15х – 5⋅ 90 = 0,  

3х2  - 8 ⋅ 5х – 5⋅ 15 = 0,  3х2  - 40х – 75 = 0,  
 D = 400 + 225 = 625. 

x1 = 15, x2 <0,  тогда у = 90 : 15 = 6,  Р = 15 + 5 + 6 + 18 = 44 
Ответ: 44. 
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1.3.8.  На продолжении биссектрисы AL  треугольника АВС за точку А взята такая точка D, что   AD 
= 10,  ∠BDC = ∠BAL  = 60°. Найдите площадь треугольника АВС. 
Решение: 

 

1) SABC = 
2
1

x⋅y⋅sin120° = 
4
3

xy,    

SBDC = 
2
1

DB⋅DC⋅sin60° = 
4
3
⋅DB⋅DC,  

SDAB = 
2
1
⋅10⋅ x sin120° = 5x⋅ 

2
3

,  

SDAC = 
2
1
⋅10⋅ y sin120° = 5y⋅ 

2
3

. 

SBDC = SABC + SDAB + SDAC,                   
4
3
⋅DB⋅DC = 

4
3

xy + 5x⋅ 
2
3

 + 5y⋅ 
2
3

 ,  

DB⋅DC = xy + 10x⋅  + 10y(1). 
2) По теореме косинусов находим:  
из ∆BDC,  CB2 = DB2 + DC2 - DB⋅DC,    DB⋅DC = DB2 + DC2 – CB2  (2),   
из ∆BDA,  DB2 = 100 + x2 + 10x;    из ∆BDC,  DC2 = 100 + y2 + 10y;    из ∆BCA, СВ2 = x2 + y2 + xy. 
3)Подставим полученные равенства в уравнение (2) и получим:  
DB⋅DC = 100 + x2 + 10x + 100 + y2 + 10y - x2 - y2 – xy = 200 + 10х + 10у – ху. 
4) Равенство (1)  принимает вид:  200 + 10х + 10у – ху = xy + 10x + 10y,           ху = 100,  

SABC = 
4
3
⋅100 = 25 3  

Ответ: 25 3 . 
 
1.3.9.  В равнобедренном треугольнике АВС, в котором АВ = ВС = 10, АС = 16, найти расстояние 
между  точкой пересечения медиан и точкой пересечения биссектрис. 
Решение:  

 

1) Так как треугольник равнобедренный, то ВК – 
медиана , высота и биссектриса. Тогда по теореме 
Пифагора ВК = 6. 
2) По свойству медиан, точка пересечения М ме-
диана делит медиану на части 2 : 1, начиная от 
вершины треугольника, тогда ВМ = 2, МК = 2. 
3)По свойству биссектрис, биссектриса АТ делит 
отрезок ВМ на части пропорциональные прилежа-
щим сторонам, то есть 

АВ
ТВ

АК
ТК

=   или  
10

6
8

хх −
= ,  отсюда 10 х = 48 – 8х,  18х = 48, х = 

3
8

, где х = ТК, тогда  

ТМ =  ТК – КМ = 
3
8

 - 2 = 
3
2

. 

Ответ: 
3
2

. 

 
1.3.10.  Найдите углы равнобедренного треугольника, если известно, что угол между биссектрисой, 
проведенной к основанию, и биссектрисой, проведенной к боковой стороне, равен углу при вершине. 
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Решение:  
Рис. 1. Пусть ∠АВР = ∠РВС = α, тогда ∠АОР 
= 2α; Из ∆АВР имеем α + 2β = 90°, а из ∆АОР : 
2α + β = 90°. Решим систему и получим α = 
30°, β = 30°. Тогда ∠А = ∠В = ∠С =60°. 
Рис. 2. Пусть ∠АВР = ∠РВС = α, тогда ∠АОВ 
= 2α;  
Из  ∆АВР имеем α + 2β = 90°,  
а из ∆АОР : 180°- 2α + β = 90°. Решим систему 
и получим α = 54°, β = 18°. Тогда ∠А = ∠С 
=36°, ∠В =108° 

 

 
Ответ: 36°, 36°, 108°   или 60°, 60°, 60° . 
 
1.3.11.  В треугольнике АВС проведены биссектрисы AD   и  СЕ.  Найдите длину отрезка  DE,  если 
АС = 6,  АЕ = 2,  СD = 3. 

 
 
 
1.3.12. В треугольнике КLM проведены биссектриса  КР и высота КH. Известно, что  ,   
а площадь треугольника KHP равна 30. Найдите площадь треугольника KLM. 
 
Решение:  

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 

1 случай: (Рис. 1) 
1)Пусть КН = h,  тогда S∆КРН  =   ⋅РН ⋅ КН =  3х⋅ h;   х⋅ h = 2 ⋅ 30 : 3 = 20.   х⋅ h =20 

2) S∆КLM  =   ⋅LM ⋅ КН;  LM = LP + PM;   , тогда РМ =у = 5х, а  

LP  = 2y = 10x, LM =  5x + 10x = 15 x;   S∆КLM  =   ⋅15x ⋅ h =  ⋅ 15⋅ 20 = 150. 
2 случай: (Рис. 2) 
1) S∆КРН  =   ⋅РН ⋅ КН =  3х⋅ h;  х⋅ h =20. 

2) PM = y = 3x – 2x = x,  LP = 2y = 2x,  LM = 3x.   S∆КLM  =   ⋅LM ⋅ КН =  3x⋅ h = 3⋅20 = 30.  
Ответ: 150 или 30. 
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1.4. Высоты треугольника 
 

1. Точка пересечения высот треугольника называется – ортоцентром. 
2. Если Н – ортоцентр треугольника, то точки А, В и С – точки пересечения высот треуголь-

ников АВН, ВСН, АСН. 
3. Если Н – ортоцентр треугольника, то радиусы окружностей, описанных около треугольни-

ков АВС, АВН, ВСН, АСН, равны между собой.  
4. Высоты остроугольного треугольника являются биссектрисами его ортотреугольника 

(треугольник, образованный основаниями высот).  
Доказательство п.3:  
1)Пусть О – центр окружности, описанной около ∆АВС, а R – 
радиус описанной около треугольника ∆АВС окружности.  
По теореме синусов 2R =  = ,   R = . 
2)H – точка пересечения высот ∆АВС, О1 – центр окружно-
сти, описанной около ∆АНС, а R1 – радиус описанной около 
этого треугольника окружности. Тогда 2R1 =  ; 
3)В четырёхугольнике НКВР ∠К = ∠Р = 90°,  
тогда ∠Н + ∠РВК = 180°, ∠Н = 180° - ∠РВК = 180° - α 
2R1 = = ,   R1 = .  
Получили, что R =  = R1. 

ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 1 
 

 

D  и E основания высот АD  и СЕ  ∆АСВ. 
 Доказать, что ∆АВС ∼ ∆ DEВ 
Доказательство  
1 способ: ∠ В – острый. Так как точки D и Е – основания высот, то ∆АСD  
и ∆АСЕ - можно вписать в окружность с диаметром АС.   
∠DAC = ∠DEC – как углы, опирающиеся на одну и ту же дугу CD.    
∠DCА = 90° - ∠DAC;  ∠DEВ =  90° - ∠DEC  ⇒  ∠DCА = ∠DEВ   и ∠ 
ВDE = ∠ВАC ⇒ ∆АВС ∼ ∆ DEВ по двум углам. 

2 способ: ∆АВЕ и  ∆ АDВ  - прямоугольные,  cos ∠B =   =   . Тогда  по углу В и двум пропорцио-
нальным сторонам  ∆АВС ∼ ∆ DEВ 
 
1.4.1.Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Н. Известно, что отрезок СН равен радиусу 
окружности, описанной около треугольника. Найдите угол АСВ. 
 
Решение: 
Пусть R -  радиус окружности, описанный около ∆АВС. Тогда радиусы окружностей, описанных 
около  ∆АВС и ∆НВС равны между собой. По теореме синусов для ∆НВС имеем  НС =  2R⋅ sin ∠HBC  

или R = 2R⋅ sin ∠HBC  отсюда sin ∠HBC  = 
2
1

, а ∠HBC = 30°  или   ∠HBC = 150°.  

 
 

Рис. 1 
 

Рис. 2 

 
 

Рис. 3 
1) ∆АВС – остроугольный (Рис.1). ∠HBC = 30°,    тогда ∠BCА = 60°, так ∆ВВ1С – прямоугольный. 
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2) ∆АВС – тупоугольный (Рис.2),  ∠ АВС – тупой  или ∠ВАС – тупой,   тогда ∠HBC = 150°,  ∠В1BC 
= 30°,  ∠BCА = 60° . 
3)  ∠ АСВ – тупой  (Рис.3),   ∠HBC = 30°,    тогда ∠BCА1 = 60°, а ∠BCА = 120°. 
4) Если ∠ АВС = 90°  или ∠ВАС = 90° , то  ∠HBC = 30°,    тогда ∠BCА = 60°. 
Ответ: 60°;  120°. 
 
1.4.2. (2010) Высоты треугольника ABC пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите 
угол АСВ.  
 
Решение:  
1) Пусть ∆АВС – остроугольный  (Рис. 1).  
∆АА1В = ∆НА1С по гипотенузе (СН = АВ)  и острому углу (∠А1АВ = ∠НСА1), тогда А1В = НА1, то 
есть ∆НА1В -  равнобедренный прямоугольный,  
∠А1ВВ1 = 45°, тогда ∠АСВ = 45° (∆ВВ1С - прямоугольный.) 
 
2) Если ∠А или ∠В – прямые, то точка Н совпадает с вершиной А или В соответственно ∆АВС, и при 
условии, что  СН = АВ, следует, что ∠АСВ = 45°. 
 

 
Рис.1 

 
Рис. 2 

 
Рис. 3 

 
3) Если ∠А или ∠В – тупые (Рис.1).  СН = АВ, (∠В1ВА = ∠СНВ1, тогда ∆ В1ВА =∆СНВ1, следова-
тельно ВВ1 = СВ1, ∠АСВ = 45°. 
 
4) Если ∠С  - тупой  (Рис.3). ∆АА1В = ∆НА1С по гипотенузе (СН = АВ)  и острому углу (∠А1АВ = 
∠НСА1), тогда А1В = НА1, то есть ∆НА1В -  равнобедренный прямоугольный, ∠А1ВС = 45°, тогда 
∠А1СВ = 45° (∆ВА1С - прямоугольный.), тогда ∠АСВ = 180°- 45° = 135°. 
Ответ: 45°  или  135°. 
 
1.4.3. Точки А1, В1, и С1 – основания высот треугольника АВС. Углы треугольника А1В1С1 равны 
90°,  60°, 30°. Найдите углы треугольника АВС. 
 
Высоты остроугольного треугольника являются бис-
сектрисами его ортотреугольника (треугольника, об-
разованного основаниями высот).  
Доказательство:  
Пусть ∠САВ = х, тогда ∠СА1В1 = ∠С1А1В = х ⇒ 
∠АА1В1 = ∠АА1С1 = 90° - х. 
Тогда АА1 – биссектриса ∠ А1 – ортотреугольника 
А1В1С1. 
Аналогично, если ∠ АВС = у, то  ∠А1В1В = ∠ВВ1С1 = 
90° - у, то есть ВВ1 – биссектриса ∠ В1 – ортотре-
угольника А1В1С1. 
 
Решение:   
1)Рассмотрим остроугольный треугольник АВС.  Пусть ∠А1 = 90°, ∠В1 = 60°, ∠С1 = 30°. 
∠АА1В1 = ∠АА1С1 = 45°,  х = 90° - 45° = 45° , и ∠А = 45°; 
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Аналогично ∠ В = 60°;  ∠ С = 75°;   
При любом расположении значений углов А1, В1 и С1  соответ-
ственные углы треугольника АВС равны  45°, 60° и 75° иначе  
90° → 45°, 60°→ 60°,    30° →75°  
2) ∠А – тупой,  пусть  ∠А1 = 90°,  тогда  
∠С1А1С = ∠В1А1В = ∠ВНС =  90° - 45° =  45°, а  
∠ВАС  =∠ В1АС1 = ∠А = 180° - 45° = 135°;   ∠А= 135°;    
Если  ∠В1 = 60°, то ∠С1В1Н = ∠ВСС1 =  90° - 30° = 60°, 
а ∠АВС = ∠В = 90° - 60° = 30°, тогда ∠А = 15°. 
135°, 15°, 30°. 
Если  ∠В1 = 30°, то ∠С1В1Н = ∠ВСС1 = 90° - 15° = 75°, 
а ∠АВС = ∠В = 90° - 75° = 15°, тогда ∠С = 30°. 
135°, 15°, 30°. 
3) пусть  ∠А1  = 60°  или ∠А1  = 30°. Тогда  
3.1. ∠А1  = 60° ,  ∠С1А1С = ∠В1А1В = ∠ВНС =  90° - 30° =  60°, а  
∠ВАС  =∠ В1АС1 = ∠А = 180° - 60° = 120°;   ∠А =  120°;    
Если  ∠В1 = 30°, то ∠С1В1Н = ∠ВСС1 = 90° - 15° = 75°, 
а ∠АВС = ∠В = 90° - 75° = 15°, тогда ∠С = 45°. Получили  120°, 15°, 45°  или  
Если  ∠В1 = 90°, то ∠С1В1Н = ∠ВСС1 = 90° - 45° = 45°, 
а ∠АВС = ∠В = 90° - 45° = 45°, тогда ∠А = 45°. Получили  120°, 15°, 45°. 
3.2. ∠А1  = 30°,   ∠С1А1С = ∠В1А1В = ∠ВНС =  90° - 15° =  75°, а  
∠ВАС  =∠ В1АС1 = ∠А = 180° - 75° = 105°;   ∠А =  105°;    
  Если  ∠В1 = 90°, то ∠С1В1Н = ∠ВСС1 = 90° - 45° = 45°, 
а ∠АВС = ∠В = 90° - 45° = 45°, тогда ∠С = 30°. Получили  105°, 30°, 45°. 
  Если  ∠В1 = 60°, то ∠С1В1Н = ∠ВСС1 = 90° - 30° = 60°, 
а ∠АВС = ∠В = 90° - 60° = 30°, тогда ∠С = 45°. Получили  105°, 30°, 45°. 
 
Ответ: 45°, 75°, 60°  или 135°, 15°, 30°  или  120°, 15°, 45°  или 105°, 30°, 45°. 
  
1.4.4. Точки D и E – основания высот непрямоугольного треугольника АВС, проведенных из вершин 

А и С соответственно. Известно, что 
AC
DE

 = к,  ВС = а  и АВ = b.  Найдите сторону АС. 

 
Решение:  
 

  Рис. 1   Рис. 2 
 
1 случай: ∠ В – острый. Так как точки D и Е – основания высот, то ∆АСD  и ∆АСЕ - можно вписать в 
окружность с диаметром АС   
∠DAC = ∠DEC – как углы, опирающиеся на одну и ту же дугу CD.   ∠DCА = 90° - ∠DAC;  ∠DEВ =  
90° - ∠DEC  ⇒  
∠DCА = ∠DEВ  ⇒ ∆АВС ∼ ∆ DEВ по двум углам.  

Тогда 
AB
DB

 = 
AC
DE

 = к. Но  в ∆АDВ отношение   
AB
DB

= cos∠B  ⇒ cos∠B  = к.  По теореме косинусов в 

∆АВС найдем АС: 
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АС = Babbа ∠⋅−+ cos222   = abkba 222 −+ . 
 
2 случай: ∠ В – тупой, тогда высота АD  и СЕ пересекают продолжение сторон СВ и АВ. Аналогично 
cos∠K  = к. ∠K  + ∠СВЕ = 180°, тогда    
cos∠СВЕ = - cos∠K  = - k. 
По теореме косинусов в ∆АВС найдем АС: 

АС = Babbа ∠⋅−+ cos222   =. abkba 222 ++ . 
 

Ответ: abkba 222 −+      или  abkba 222 ++  
 
 
1.4.5. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна а, Н — точка пересечения высот. 
Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВНС.  
 
Решение: 
1 случай:  (Рис.1) 
О – центр описанной около ∆ВСН окружности, ОК – серединный перпендикуляр к стороне ВС,   КС 
= 0,5 а,  ОС – радиус описанной окружности. 
 

  Рис. 1   Рис. 2 
Рассмотрим четырехугольник АМНN,  ∠М = ∠N = 90° ⇒ ∠ МНN = ∠СНВ = 180° - α, а соответству-
ющая этому углу дуга равна 360° - 2α, дуга ВНС равна 2α,  тогда  центральный угол  ∠СОВ = 2α,  а  
∠СОК = α. 

2) Из ∆КСО получим: sinα = 
ОС
КС

,   OC = 
αsin

КС
  = 

αsin2
а

 

2 случай:  (Рис.2) 
О – центр описанной около ∆ВСН окружности, ОК – серединный перпендикуляр к стороне ВС,   КС 
= 0,5 а,  ОС – радиус описанной окружности. 
1) Рассмотрим четырехугольник АМНN,  ∠М = ∠N = 90° ⇒ ∠ МНN = 180° - ∠ МAN =  
= 180° - α, тогда ∠СОВ = 360° - 2α,  а  ∠СОК = 180° - α,  a  ∠KСО = α - 90° 

2) Из ∆КСО получим: cosα = 
ОС
КС

,   OC = 
)90( −αсos

КС
  = 

αsin2
а

 

Ответ: 
αsin2

а
      

 
1.4.6.  (Свойство высот, подобие треугольников) В равнобедренном треугольнике АВС со сторонами 
АВ = ВС = 4 и АС = 2 проведены высоты АА1  и ВВ1. прямая А1В1 пересекает прямую АВ в точке К. 
Найдите длину АК. 
Решение: 
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1) Так как А1 и В1 – основания высот, то ∆АВС ∼ ∆А1В1С по двум углам : 

∠С – общий, ∠ А1В1С = ∠ АВС = α, тогда 
СВ

ВС
СА

АС
ВА

АВ
1111

== ,  или  

1
424

111

==
САВА

 ⇒ А1В1 = 1,   А1С = 
2
1

, тогда ВА1 = 3,5. 

2) ∆КВА1 ∼ ∆АВ1К по двум углам, ∠К – общий, ∠ АВ1К = ∠ АВС = α, 

Пусть АК = х,  КВ1 = у,  КА1 = у + 1,  тогда 
1

11

1 ВА
АВ

ВК
КВ

КА
АК

==   или   

5,3
1

41
=

+
=

+ х
у

у
х

. 

3) 3,5 у = х + 4;    3,5 х = у + 1;     у = 3,5х – 1;     3,5 (3,5х – 1) = х + 4;   11, 25 х = 7, 5;   х = 
3
2

 

Ответ: 
3
2

 

 
1.4.7. (Опорная задача, свойство высот)  В остроугольном треугольнике АВС из  вершин А и С 
опущены высоты АР и СQ  на стороны ВС и АВ. Известно, что площадь треугольника АВС равна 18, 
площадь треугольника ВРQ равна 2, а длина отрезка РQ равна 2 2 . Вычислить радиус окружности, 
описанной около треугольника АВС. 
Решение: 

 

1) Так как Р и Q – основания высот ∆АВС, 
то точки А, С, Р и Q лежат на одной окруж-
ности с центром на середине стороны АС. 
∠САР = ∠СQР = α,  как вписанные углы, 
опирающиеся на одну и ту же дугу СР, а  
∠АСР = ∠ВQР =  90° - α, тогда  
∆АВС ∼∆ ВQР по двум углам, а отношение 
их площадей равно квадрату коэффициента 
подобия.   

Найдем коэффициент подобия:  
2

18SABC =
BPQS

 = 9, ⇒ к = 3, тогда АС = 3 ⋅2 2 = 6 2 .  

2) По теореме синусов: 
B

AC
∠sin

 = 2R,  R = 
BB

AC
∠

=
∠ sin

23
sin2

.    

3) Из подобия треугольников ∆АВС ∼∆ ВQР следует, что 
AB
PB

= 
AC
PQ

 = 
3
1

, но из прямоугольного 

∆АРВ следует, что cos∠B = 
AB
PB

 = 
3
1

,   а   sin∠B = 
9
11−  = 

3
22

.   Тогда R =  
22
233 ⋅

= 4,5 

Ответ: 4,5. 
 
1.4.8. В остроугольном треугольнике РQR, сторона  PR  которого равна 12, на стороны  QR  и  PQ  
опущены высоты  PM и  RN. Вычислить площадь четырехугольника  PNMR, если известно, что пло-
щадь треугольника  NQM  равна 2, а радиус окружности, описанный около треугольника  PQR  равен 

2
29

. 

Решение: 
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 1) По теореме синусов 
sinQ
12

= 2⋅
2

29
,  

 sin Q = 
3

22
.   Sin2Q + cos2Q = 1,  cosQ = 

3
1

. 

2) ∠QNM = ∠QRP ⇒ ∆PQR ∼∆QMN  по двум углам, 

тогда 
9
1cos

S
S 2

2

QPR

QMN ==







= Q

QP
QM

, тогда  

SQPR = 2⋅9 = 18,  a SPNMR = 18 – 2 = 16. 
Ответ: 16. 
 
1.4.9. Отрезок  H1 H2 , соединяющий основания  H1 и H2   высот  AH1  и  BH2  треугольника АВС, 
виден из середины М стороны АВ под прямым углом. Найдите  угол С треугольника АВС. 
Решение:   
Так как H1 и H2   основания высот ∆АВС, то точки H1,  H2 ,А и В – точки одной окружности, описан-
ной около  четырехугольника АВН1Н2, а точка М – центр этой окружности. Тогда АМ = МВ = МН1= 
МН2 = – радиусу этой окружности.  (Опорная задача № 1) 

 

Рис. 1. Пусть ∠Н2Н1С = α, тогда ∠ВАС = α, а так 
как АМ = МН2, то ∠МН2А = α, а ∠МН2Н1= 180°- 
(α + β);    Но так как ∆ Н2Н1М – равнобедренный 
прямоугольный, то 
∠МН2Н1 = 45°, Тогда α + β = 180° - 45°= 135°, а 
∠С = 45°. 
Рис. 2. ∠Р = 45°, а ∠С = 180° - 45° = 135°, так как 
в четырехугольнике СН1РН2 сумма углов равна 
360°, а углы Н1и Н2 – прямые. 

 

Ответ: 45° или 135° . 
 
1.4.10. AА1 , BВ1 и CС1 – высоты треугольника АВС . Угол А1 треугольника А1В1С1 равен 360 , а 
угол В1 треугольника А1В1С1 равен 840 . Найдите угол С треугольника АВС . 
Решение: 
 

 
 

Рис.1 
Рис.2 

1) ∠А1 = 360,  ∠ В1 = 840, тогда   ∠ С1 = 1800 – (360 + 840) = 600.  
2) Рис. 1.  ∆АВС – остроугольный.   Так как, высоты остроугольного треугольника являются бис-
сектрисами его ортотреугольника (треугольник, образованный основаниями высот), то ∠СС1А1 =  
∠СС1В1 = 600 : 2 = 300.  
3) ∆СС1В   и  ∆СВ1В – прямоугольные  с общей гипотенузой СВ, тогда они вписаны в одну окруж-
ность с диаметром СВ,   ∠СС1В1 = ∠В1ВС = 300, как углы  опирающиеся на одну дугу СВ1. Из пря-
моугольного  ∆ В1ВС  найдем  ∠ В1СВ = 900 - 300 = 600.   
4) Рис.2.  ∆АВС – тупоугольный, ∠ С – тупой, О – точка пересечения высот.   Рассмотрим  ∆САО, с 
высотами ВА1, АВ1 и ОС1.  ∆ А1В1С1  - ортотреугольник.  Тогда  ∠ОС1В1 =  ∠ОС1А1 = 600 : 2 = 300. 
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5) ∆ОС1А   и  ∆ОВ1А – прямоугольные  с общей гипотенузой ОА, тогда они вписаны в одну окруж-
ность с диаметром ОА,   ∠ОС1В1 = ∠В1АО = 300, как углы  опирающиеся на одну дугу ОВ1.  
Из ∆ В1АО  найдем  ∠ В1ОА = 900 - 300 = 600, тогда ∠АСВ = 1200 
Ответ: 600 или 1200. 
 
1.4.11.  (ТВ№28-2013, А. Ларин.) Найти длины сторон АВ и АС треугольника АВС, если ВС = 8, а 
длины высот, проведенных к АС и ВС, равны соответственно 6,4  и  4. 
Решение: 

  Рис.1   Рис. 2 

1) АС =   =   =  5;   А1С =  =   = 3. 

Рис.1:  ВА1 = 8 – 3 = 5;  АВ =  = . 
Рис.2:  ВА1 = 8 + 3 = 11;   АВ =  = . 
Ответ:  5 и ;   5 и . 
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2.1. Параллелограмм   
 

 
2.1.1. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в 
точке К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, ВР = 15. 
 
Решение 

 
2.1.2.  В параллелограмме АВСD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке М и прямую АВ 
в точке К.    Найдите периметр треугольника ВСК, если DМ = 12, СМ = 15, АМ = 16. 
 

 
2.1.3. (2010) В параллелограмме ABCD известны стороны  AB = a, BC = b  и ∠BAD= α Найдите 
расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников BCD и DAB. 
 
Решение:  
1) По теореме косинусов  
BD = BACADABADАВ ∠⋅⋅−+ cos222 = = αcos222 ⋅⋅−+ babа  ⇒  

BK = 
2
1  ∙ αcos222 ⋅⋅−+ babа  

 
2) SABD = 

2
1 AD∙AB∙sin а = 

2
1 ∙ a·b∙sin а. 

 С другой стороны площадь треугольника равна SABD = 

R
cba

4
⋅⋅ ,  где  a,  b и с – стороны ∆АВD,  R – радиус 

описанной окружности. Тогда 

R = 
S

cba
4
⋅⋅  = 

S
BDADAD

4
⋅⋅  

 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства параллельных прямых;  
2)признаки  подобия треугольников;  
3) понятие периметра;  
4)свойства параллелограмма. 

1) Так как DK – биссектриса,  то  
∠ ADK = ∠ KDC, а ∠ KDC = ∠ DKA – как накрест лежащие 
при ВA CD и секущей DK,  ∠ AKD = ∠ PKB 
(вертикальные), ∠ ADK  = ∠ ВPК  как накрест лежащие при 
ВC AD и секущей DP ⇒  KDP – равнобедренный ⇒ ВP 
= КB = 15  
2).  СМD ∼  KMA по двум углам  ⇒ 
AD: PB = AK : KB = DK : KP;   AD: 15 = 12 : 18 ⇒AD =10  
⇒ AK  = 10. Тогда AB = 10 + 10 = 20. 
3) PABCD = AD + DC + BC  + AB = 10 +20 + 10 + 20 = 60. 
Ответ:  60. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства параллельных прямых;  
2)признаки  подобия треугольников; 
3) понятие периметра; 
4) свойства параллелограмма. 

Решение: 
1) ВС = АD = DМ + МА = 12 + 16 = 28. 
2) Так как СМ – биссектриса,  
то ∠ МСD = ∠ ВСМ, а ∠ ВСМ = ∠ СМD – как накрест 
лежащие при ВС АD и секущей СМ  ⇒  
∠ СМD = ∠ МСD  ⇒ СD = DМ = 12 ⇒ АВ = 12. 
3) ∠ МСD  = ∠ ВКС = ∠ ВСМ ⇒ ВС = КВ = 28. 
4)  СМD ∼  KMA ⇒  
MC: MK = MD : AM;  15 : MK =12 : 16;  
MK =20. 
5) PKBC = BC + KB + KC = 28 +28 + 15 + 20 = 91. 
Ответ:  91. 
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R = 
α

α

sin
2
14

cos222

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅−+⋅⋅

ba

bababa
 = 

α
α

sin2
cos222

⋅
⋅⋅⋅−+ baba . 

3) Из ∆ВКО1 по теореме Пифагора найдем КО1:   КО1 = 22
1 ВКВО −  = 

( )α
α

α cos2
4
1

sin4
cos2 22

2

22

abbaabba
−+−

−+
 =  

α
α

ctg
abba

2
cos222 −+

. 

О1О2 = 2 ⋅ КО1 = 2 ⋅ 
α

α
ctg

abba
2

cos222 −+
 = 

α
α

ctg
abba cos222 −+

 

Ответ: 
α

α
ctg

abbа cos222 ⋅−+  

 
2.1.4.  (2010) В параллелограмме со сторонами а и b и острым углом α проведены биссектрисы 
четырех углов. Найдите площадь четырехугольника, ограниченного этими биссектрисами. 
 
Решение:  

 

1) Так как АN и DN – биссектрисы углов А и 
D,  ∠А + ∠ D = 180°, то ∠АND = 90°. 
Аналогично ∠МКР = ∠КРN =  ∠КМN =  90°; 
То есть MNPK – прямоугольник. 
2) ВF – биссектриса, тогда АВ = А F = b.  

3) Из   ∆AND:    ND = a ⋅ sin 
2
α ;   

                             AN = a ⋅cos 
2
α ;   

Из   ∆CPD:   CP = b ⋅cos 
2
α ;  CD = b ⋅ sin 

2
α ;   

4) MN = a ⋅cos 
2
α   - b ⋅cos 

2
α  =  (a – b) ⋅cos 

2
α ;  NP =   a ⋅ sin 

2
α  - b ⋅ sin 

2
α  = (a – b) ⋅ sin 

2
α ;  

Тогда SMNPK =   (a – b) ⋅cos 
2
α  ⋅ (a – b) ⋅ sin 

2
α  = αsin

2
)( 2

⋅
−bа ; 

Ответ: αsin
2

)( 2

⋅
−bа . 

 
2.1.5. Дан параллелограмм АВСD,   AB = 2,   BC = 3,  ∠A = 60°. Окружность с центром в точке О  
касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его 
острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.  

Ответ: 
4

35
;   

6
313

. 

 
2.1.6. В параллелограмме АВС биссектрисы углов при сторона АD делят сторону ВС точками М и N 
так, что ВМ : МN = 3 : 8. Найдите ВС, если АВ = 5. 
 
Решение: 
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1 случай: Пусть АМ и ND – биссектрисы углов А и D 
параллелограмма. 
1)Так как АВ = 5, то  ВМ = 5 (∆АВМ – 
равнобедренный), аналогично СN = 5.  
2) Пусть МN = х, тогда 3: 8 = 5 : х,    х = 40 : 3,  

х = 13
3
1 , или ВС = 10 + 13

3
1 = 23

3
1 . 

1 случай: Пусть АN и DМ – биссектрисы углов А и D 
параллелограмма. 
1)АВ = ВN = 5, DС = СМ = 5; 

 
2)Пусть ВМ = х, тогда МN = 5- х,  3: 8 = х : (5 – х) ,  15 – 3х = 8х, 11х = 15, х = 1

11
4 .     

3) ВС = 5 + 1
11
4  = 6 

11
4 .                                                 Ответ: 19

3
1 ;  6 

11
4 . 

 
2.1.7.  Внутри параллелограмма АВСD взята точка К, равноудаленная от прямых АD, АВ, СD. 
Перпендикуляр, опущенный из вершины D на сторону АВ, пересекает отрезок АК в точке М. 
Найдите площадь параллелограмма, если  DК = 2 см,   
 АМ : МК = 8 : 1,  DС = 3 ВС. 
 
Решение:  
1) Так как точка К равноудалена от прямых АD, АВ, СD, то КD  и АК – биссектрисы углов А и В 
параллелограмма АВСD, тогда ∠АКD = 90°. Если ∠КАD = α, то  ∠ТАМ = ∠КDА = α,  КD = 2.  

2) Из ∆АКD получим sinα = 
AD
КD ,     AD = 

αsin
2 ,   AB = 

αsin
6 ,   тогда площадь параллелограмма  

SABCD = AD ⋅ AB ⋅ sin 2α =  
αsin

2
⋅ 

αsin
6

⋅ 2sinα cosα = 24 ctgα. 

 

 

3)Так как АМ : МК = 8 : 1, то МК = х, АМ = 8х,  
АК = 9х 

Из ∆АКD имеем  ctgα = 
2

9х ,   из ∆МКD  имеем   

ctgα = 
х
2 ,   тогда 

2
9х  = 

х
2 ,  х = 

3
2 ,  а ctgα = 3. 

4)  SABCD = 24 ctgα = 24⋅3 = 72. 

Ответ:  72. 
 
2.1.8.  Дан параллелограмм со сторонами 1 и 2 и острым углом 60° . На двух его противоположных 
сторонах как на основаниях построены вне параллелограмма равнобедренные треугольники с углами 
120° при вершинах.  Найдите расстояние между этими вершинами. 
 

 

Решение: Так как равнобедренные 
треугольники  с углом  120° при 
вершине, построены на равных 
сторонах  параллелограмма, то 
они равны по основанию и 
прилежащим углам.  
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Углы при основании треугольников равны:  (180° - 120°): 2 = 30°.  Так как ∠АDВ = ∠DВС (накрест 
лежащие), то ∠МВD = ∠NDВ, ⇒ отрезки ВМ и ND ( Рис.1) и ВN и МD (Рис. 2)  – равны и 
параллельны, а четырехугольники  МВND - параллелограммы, а искомый отрезок МN – диагональ.  
Найдем диагонали параллелограмма АВСD:    ВD2 =   АВ2 + АD2 - 2·АВ · АD· cos30°;    ВD = √3.  
Высоты  построенных треугольников делят основания на равные отрезки, т.е точки К и Н – середины 
сторон параллелограмма.  
Рис.1: ВК = 2 :2 = 1,   cos30° = 𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑀𝑀𝑀𝑀
,   MB = 2√3

3
;  ∠BCD = 60°, ∠BCM = 30° ⇒∠DCM = 90°;   

По теореме Пифагора МD = √DС2 + МС2  = �7
3
.  По свойству параллелограмма  NM 

=  √2 ∙ 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 2 ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 𝐵𝐵𝐵𝐵2  ;        NM =  �2 ∙ 7
3

+ 2 ∙ 4
3
− 3 = �13

3
. 

Рис.2:  ВК = 1 :2 = 0,5,   cos30° = 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑁𝑁𝑁𝑁

,   NB = √3
3

;  ∠BAD = 60°,   ∠NAB = 30° ⇒∠DAN = 90°;   

По теореме Пифагора ND = √DA2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2  = �13
3

.    По свойству параллелограмма  NM 

=  �2 ∙ 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 2 ∙ 𝑁𝑁𝑁𝑁2 − 𝐵𝐵𝐵𝐵2;                   NM =  �2 ∙ 1
3

+ 2 ∙ 13
3
− 3 = �19

3
. 

Ответ: �13
3

     или �19
3

.    

 
2.1.9. В параллелограмме АВСD  диагонали пересекаются в точке О, длина диагонали ВD равна 12. 
Расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников АОD и COD, равно 16. 
Радиус окружности, описанной около треугольника АОВ, равен 5. Найдите площадь 
параллелограмма АВСD. 
   
Решение: 

 

SABCD = 0,5AC⋅BD⋅sinα,  где   ∠AOB = α  или 
SABCD = 0,5AC⋅12 ⋅sinα = 6⋅AC⋅sinα. 
1) Так как ∆АОВ = ∆СОD, то радиусы 
описанных окружностей равны, то есть 
 R2 = O2O = 5. 
2) OD = 12, ⇒ OF = FD = 3, так как O2F - 
серединный перпендикуляр. Тогда  
O2F = 4, а O1F = 16 – 4 = 12, а радиус  
R1 = О1О = 1539144 =+ = 3 17 . 
3) Пусть ОН = х, тогда НС = х, ОР = РА = х. 

4) Рассмотрим трапецию НО2О1Р,  О2К || HP, О2К = 2x, тогда из ∆О1О2К имеем: ∠К О1О2 = α, sinα = 

21

2

ОО
КО

 = 
16
2х ,  отсюда х = 8 ⋅ sinα,   тогда SABCD = 6⋅4х⋅sinα = 24⋅8⋅sinα⋅ sinα = 192⋅sin2α. SABCD = 

192⋅sin2α. 
5) Из ∆OCD,   CD2 = 36 + 4х2 – 24хcosα,    CD = 10 sinα,   х = 8 ⋅ sinα,   cоставим уравнение: 
100 sin2α = 36 + 4⋅64⋅ sin2α - 24⋅8⋅sinα⋅ cosα ,   100 sin2α = 36 + 4⋅64⋅ sin2α - 24⋅8⋅sinα⋅ cosα, 
25sin2α = 9 + 64⋅ sin2α - 48⋅sinα⋅ cosα;   16 sin2α - 16⋅sinα⋅ cosα + 3cos2α = 0; 

16tg2α - 16tgα + 3 = 0,   tgα = 
4
3 ,   tgα = 

4
1 ,   a sinα = 

5
3 ,   sinα = 

17
1 ,    

6) SABCD = 192⋅sin2α = 192⋅
25
9 = 

25
1728 ;   SABCD = 192⋅sin2α = 192⋅

17
1 = 

17
192  

Ответ: 
17
192 ;   

25
1728 . 

 
2.1.10. Найти площадь параллелограмма АВСD со сторонами  АВ = 2 и  ВС = 3, если диагональ АС 
перпендикулярна отрезку ВЕ, соединяющему вершину В с серединой стороны АD . 
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Решение: 

 

1) ∆АКЕ ∼ ∆ВКС по двум углам с k = 2. Тогда для 
прямоугольных треугольников АЕК и АКВ можно 
записать теорему Пифагора: 
х2 + у2 = 2,25 и х2 + 4у2 = 4.  

Отсюда х = 
12
7 ,    у = 

3
5 . 

2) Sтр = 2SАВС = 2⋅
2
1
⋅АС⋅ВК = 3⋅

12
7

⋅2⋅
3
5 = 6⋅

6
35

= 35 . 

Ответ: 35 . 
 
2.1.11. Дан параллелограмм  со сторонами 1 и 2 и острым углом 60°. На двух его противоположных 
сторонах как на основаниях построены вне параллелограмма равнобедренные треугольники с углами 
120° при вершинах. Найдите расстояние между этими вершинами. 
Решение: 

Рис.1 
 

Рис.2 
 
1 вариант:  Рис.1. Треугольники построены на сторонах ВС =DА = 2. 
1) Построенные треугольники ВМС и АКD  с углами при основании равными 30°, равны по стороне и 
двум прилежащим к ним углам.  Высоты  МР  =  КН = 1

2
 ВС⋅ tg30° =  √3

3
. 

2) НР – соединяет середины сторон ВС и АD и НР // АВ ,  НР = АВ = 1;  ∠ОНD = 60°, тогда  
∠ОНК = ∠ОРМ = 90° + 60° = 150°;   ∠НОК = ∠МОР – вертикальные, тогда  ∆ОНК = ∆МОР по 
стороне и двум прилежащим к ней углам, тогда ОН = ОР = 0,5. 
3) По теореме косинусов из ∆ОНК найдем   

ОК = √ОН2 + НК2 −  2 ∙ НО ∙ НК ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∠OHK  = ��1
2
�
2

+ �√3
3
�
2
−  2 ∙ 1

2
∙ √3
3
∙ cos (180° − 30°) 

ОК = �1
4

+ 3
9

+  2 ∙ 1
2
∙ √3
3
∙ √3
2

 = √39
6

,    KM =   √39
3

. 
 
2 вариант:  Рис.2. Треугольники построены на сторонах ВA =DC = 1. 
1) Построенные треугольники ВМС и АКD  с углами при основании равными 30°, равны по стороне и 
двум прилежащим к ним углам.  Высоты  МР  =  КН = 1

2
 ВС⋅ tg30° =  √3

3
. 

2) НР – соединяет середины сторон ВA и CD и НР // АD ,  НР = АD = 2;  ∠ОНD = 60°, тогда  
∠ОНК = ∠ОРМ = 90° + 60° = 150°;   ∠НОК = ∠МОР – вертикальные, тогда  ∆ОНК = ∆МОР по 
стороне и двум прилежащим к ней углам, тогда ОН = ОР = 1. 
3) По теореме косинусов из ∆ОНК найдем   

ОК = √ОН2 + НК2 −  2 ∙ НО ∙ НК ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∠OHK  = �12 + �√3
3
�
2
−  2 ∙ 1 ∙ √3

3
∙ cos (180° − 30°) 

ОК = �1 + 3
9

+  2 ∙ 1 ∙ √3
3
∙ √3
2

 = √21
3

,    KM = √21
3

. 

Ответ:   √39
3

  или  √21
3

. 
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2.2. Ромб. 

Прямоугольник. Квадрат. 
 
2.2.1. Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота 
СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК. 
 

 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) площадь ромба;  2) свойства биссектрисы;  
3) свойства ромба;  4) теорема Пифагора.  

Решение:   
1. Sром. = ВС2 ⋅ sin B  = 320;  
ВС2 = 320 : sin B = = 320 : 0,8 = 400 
 ⇒ BC =  20. 
2. Sром = AB ⋅ CH = 320   
⇒  CH = 320 : AB =  320 : 20 = 16. 
3. Из ∆ ВСН  

121620 2222 =−=−= СНВСВН   
4. Диагональ  BD – биссектриса угла В ⇒ 
 СК : ВС = (16 – СК) : ВН;  
СК : 20 = (16 – СК) : 12;   
12 СК = 320 – 20 СК;  СК = 10. 
Ответ: 10. 

 
2.2.2.  В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пересекает  
диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите площадь 
треугольника АМН. 
 

 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ: 
1) площадь ромба;  2) свойства биссектрисы; 
3) свойства ромба;  4) теорема Пифагора.   
5)  площадь прямоугольного треугольника. 

Решение:   
1. Sром = AB ⋅ ВH = 135  ⇒  
 ВH = 135 : AB =  135 : 15 = 9. 
2. Из ∆ ВАН  12915 2222 =−=−= ВНВААН  
3. Диагональ  АС – биссектриса угла А ⇒  МН : АН = 
(9 – НМ) : ВА;  
МН : 12 = (9 – НМ) : 15;   
15 МН = 108 – 12 МН;  27 МН = 108,  
МН = 4 
4. SАМН. = 0,5⋅ АН ⋅ НМ  = 0,5⋅ 12 ⋅ 4  = 24. 
 
Ответ: 24 

 
2.2.3.  (2010) В прямоугольнике ABCD  AB = 2,  BC = 3 . Точка Е на прямой АВ выбрана так, что 
∠AED = ∠DEC.  Найдите АЕ.  
 
Решение:  
1. Е – лежит между точками А и В. Тогда ВЕ = 1, АЕ = 1. 
2. В – лежит между точками А и Е. Тогда ВЕ = 1, АЕ = 1 + 2 = 3. 
3. Если А – лежит между точками В и Е, то ∠DEC является частью  ∠AED, то есть  не выполняется 
условие задачи ∠AED = ∠DEC. 
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Ответ: 1;  3. 
 
2.2.4. (2010) Через середину стороны AB квадрата ABCD проведена прямая, пересекающая прямые 
CD и AD в точках М и Т соответственно и образующая с прямой АВ угол α,  
tg α =3.  Найдите площадь треугольника ВМТ, если сторона квадрата ABCD равна 4. 
 
Решение:  
1 случай (Рис 1): 
Площадь искомого ∆ВМТ равна разности площади треугольника АВТ и суммы площадей трапеции 
АВМD  и треугольника МDТ.   
1)∆АВТ = 0,5∙АВ∙АТ ;  Из ∆АЕТ найдем АТ:  АЕ = 2,  tgα = AT : AE ;  AT = 2∙3 = 6. 
Тогда   ∆АВТ = 0,5∙4∙6 = 12. 

 
               Рис. 1                                                                          Рис. 2 
 
2) Из ∆  МDТ  найдем   МD:  ∠ DМТ = α, тогда DМ = DТ : tgα =  (6 – 4) :  3 =  2/ 3.  
SABMT = 0,5( AB + MD) ∙AD = 0,5∙ (4 + 2/ 3) ∙ 4 = 8 + 4/3. 
SMDT = 0,5 ∙2∙ 2/3 = 2/3. 
3) SBMT = 12 – (8 + 4/3 + 2/3) = 12 – 10 = 2. 
 
2 случай (Рис. 2) 
Площадь искомого ∆ВМТ равна разности площади трапеции  ВСDТ и суммы площадей 
треугольников  ТМD  и треугольника МСВ.   
1) АЕ = 2, tgα = АТ : АЕ,   АТ = АЕ ∙ tgα = 2∙3 = 6;  АТ = 6.   ТD = 6 + 4 = 10;   
 tgα =  ТD : СD,     СD =  ТD : tgα = 10 : 3 = 10/3.   СD =  10/3,  СМ = 2/3.  
2) STMD = 0,5 ∙ TD ∙ CD = 0,5 ∙ 10 ∙ 10/3 = 50/3;  SBCM = 0,5 ∙ BC ∙ CM = 0,5 ∙ 4 ∙ 2/3 = 4/3. 
STBCD = 0,5(BC + DT) ∙ CD = 0,5 ∙ 14 ∙ 4 = 28. 
3) SBMT = 28  – (50/3 + 4/3) = 28 – 18 = 10. 
 
Ответ: 10; 2.    
 
2.2.5.  (2010) Найдите площадь общей части двух ромбов, диагонали которых равны 2 и 3, а один из 
ромбов получен из другого поворотом на 90° вокруг его центра. 
 
Решение: 
1) Так как ромбы равны и получены один из другого поворотом на 90° вокруг его центра, то ОМ = 
ОС = 1,5, ОВ = ОN = 1 ⇒ ВМ = NС = 0,5. 
∠РМВ = ∠РСТ, ∠РВМ = ∠РNС ⇒ ∆МРВ =∆РNС,  
Тогда ∆МРL =∆РTС,  то есть РL =  РT, ОТРL – квадрат.  
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2) Пусть ОТ = х, тогда ТN = 1 – х,  СТ = 1,5 - х. 

SBCO = 
2
1 ∙ BO ∙OC = 

2
1 ∙1∙

2
3  =

4
3  ;    

SBCO = SBPL + SOLPT + STPC =  
2
1 ∙(1 – х) ∙x + x2 +

2
1 ∙ x∙(1,5 – х) = 

4
5

x Получили 
4
5 x = 

4
3 .  х = 

5
3 . 

3)SBONP = 2∙SBPL + SOLPT = 2 ∙
2
1 ∙(1 - 

5
3 )∙

5
3  + (

5
3 )2 = 

5
3 - (

5
3 )2 + (

5
3 )2 

= 
5
3 . 

 

4)Так как площадь S искомой фигуры, в 4 раза больше  SBONP, то S = 4SBONP = 4 ∙
5
3  = 

5
12 . 

Ответ: 
5

12 . 

 
2.2.6.  (2010) Сторона AD прямоугольника ABCD в три раза больше стороны АВ; точки М и N делят 
AD на три равные части. Найдите sin(∠AMB +∠ANB + ∠ADB). 
 

  Рис. 1  Рис. 2 
 
1 способ. (Рис. 1) 
 
Решение: 1) АВ = АМ = МN = ND = а,  тогда ∆АВМ – равнобедренный прямоугольный,  тогда угол α 
= 45° и ∠1 + ∠2  + ∠3 = 45°.  
2) ∠AMB + ∠ANB +∠ ADB = α + β + ϕ = ∠1 + ∠2 + ∠ 3 + ∠2 + ∠ 3 + ∠ 3 =  
45° + ∠2 + ∠ 3 + ∠ 3; 

3) Рассмотрим ∆ВМN:  МN = а,  ВМ = а .2   Тогда по теореме синусов 
βsin1sin

MBMN
=

∠
  или 

;
sin

2
1sin β

aa
=

∠
   sin ∠ 1 = 

2
sin β .   

3)  Из   ∆АВN имеем:  BN = 22 4аа +  =   a 5 ;   sinβ = 
5

1 ,   a  sin ∠ 1 = 
10
1 . 

4) Из ∆СВD имеем: ВD = a 10       sin ∠ 3 = 
10
1   ⇒ ∠ 1 = ∠ 3 ,  а   ∠2 + ∠ 3 + ∠ 3 =  ∠2 + ∠ 3 + ∠ 

1 = 45°, тогда ∠AMB + ∠ANB +∠ ADB = 45° + 45° = 90°,   sin90° = 1 
 
Ответ:1.  
 
2 способ. 
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tgβ = 
2
1 ;  tgϕ = 

3
1 ;  tg(β +ϕ) = 1

3
1

2
11

3
1

2
1

1
=

⋅−

+
=

⋅−
+

ϕβ
ϕβ

tgtg
tgtg

   ⇒   β +ϕ = 45°,  тогда  

sin(∠AMB + ∠ANB +∠ ADB) = sin(α + β + ϕ) = sin 90° = 1. 
Ответ: 1. 
 
3 способ (Рис. 2) 
Достроить прямоугольник ВDTC – равный данному и точку на стороне DT симметричную точке М 
относительно ВС. 
1) α = 45°, так как  ∆ВАМ – равнобедренный прямоугольный с катетами АМ = АВ = a.   
2) ВF = FD,  так как треугольники ВА1F и FD1D имеют равные катеты, тогда  ∠FDВ = β + ϕ , тогда  
∠АDС =2 (β + ϕ) = 90°, а  β + ϕ = 45°. 
3)  sin(∠AMB + ∠ANB +∠ ADB)=  sin(α + β + ϕ) = sin (45°+45°)  = sin 90° = 1. 
Ответ: 1.  
 
2.2.7. Дан квадрат АВСD. На стороне АВ лежит точка К, на стороне ВС - точка L, на стороне СD –
точка М. Четырехугольник АКLМ – равнобедренная трапеция. Найти сумму оснований трапеции, 
если АК = 5 и МD = 2.  
 
Решение: 

 

1) Пусть ∠МАD  равен α, тогда ∠КАМ = ∠ВКL = 90°- α, а  
∠ВLК = α. Тогда ∆АDМ ∼ ∆ВКL по двум углам. 
2)Пусть сторона  квадрата  АВ = х, а ВL= у,  тогда  
ВК = х – 5, СМ = х – 2,  СL = х – у. Из подобия треугольников 
следует, что МD : КВ = АD : ВL  или  
2 : (х – 5) = х : у,  отсюда  у = 0,5х (х – 5); Из прямоугольного  
треугольника LСМ имеем: МL2 = СМ2 + СL2  или 
 25 = (х – 2)2 + (х – у)2,  25 - (х – 2)2 - (х - 0,5х (х – 5))2 = 0;  
 (7 – х) (х3 – 7х2 + 4х + 12) = 0, х = 7, (х + 1) (х2 – 8х + 12) =0,  

х = -1, х = 6, х = - 2. 
При х = 7 , у = 7, не удовлетворяет условию задачи, при х = 6,   у = 3. 
3) АМ = 22 DMАD +  = 2 10 ,  КL = 22 BLKB +  = 10 , тогда АМ + КL = 3 10  
Ответ: 3 10  
 
2.2.8. (см. 2.2.4.)Прямая, проведённая через середину  N стороны AB квадрата ABCD ,пересекает 
прямые CD и  AD в точках M и T соответственно и образует с прямой AB угол, тангенс которого 
равен 4. Найдите площадь треугольника BMT,  если сторона квадрата ABCD равна8.   
Ответ:16  или 48. 
 
2.2.9. (см. 2.2.4.)Прямая, проведённая через середину N стороны AB квадрата ABCD, пересекает 
прямые CD и AD в точках M T и соответственно и образует с прямой AB угол, тангенс которого 
равен 0,5. Найдите площадь треугольника BMT, если сторона квадрата ABCD равна 8. 
Ответ: 12 или 20. 
 
2.2.10.  (ТВ№10 2012 от А.Л.)Точка К делит диагональ АС квадрата АВСD в отношении 1:3. Прямые 
ВК и СD пересекаются в точке Р. Найдите площадь треугольника КРС, если сторона квадрата равна 
4. 
 
Решение:  
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Рис. 1 

Рис.1:  1)∆АВК ∼ ∆СРК     ⇒   
   АВ
СР

 = АК
СК

 ;   4
СР

 = √2
3√2

;      CP = 12. 

2) KH = CK⋅sin45° = 3√2 ⋅ √2
2

 = 3;  

 SCPK =  СР ∙КН
2

  = 12 ∙3
2

  = 18. 
Рис.2:  1)∆АВК ∼ ∆СРК    ⇒    
  АВ
СР

 = АК
СК

 ;   4
СР

 = 3√2
√2

;    CP =4
3
.    

2) KH = CK⋅sin45° = √2 ⋅ √2
2

 = 1;  

SCPK = СР ∙КН
2

  =  
 43∙1

2
 =    2

3
  

Ответ:  18;   2
3
. 

 
Рис.2 

 
2.2.11.  (ТВ№32-2013, А. Л.) В ромбе АВСD со стороной 2 и углом 60° проведены высоты СМ и DK.  
Найдите длину отрезка МК. 
 
Решение: 

 
Рис.1 

 
Рис. 2 

 
Рис.3 

 
Рис. 4 

 
Возможны 4 варианта: 

Рис.1: МСКD – прямоугольник. МС = √3;  МD = 1;   MK = √𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2 = �√3
2

+ 12 = 2. 

Рис.2: МС = √3;  CK = 1; ∠MCK = 180° - 30°;  MK = �√3
2

+ 12 +  2 ∙ √3 ∙ √3
2

 = √7. 
Рис.3: МСDК – прямоугольник,    MK = DC = 2. 
Рис.4: AK  = AM = 1;   ∠MAK = 60°⇒ ∆AMK – равносторонний, КМ = 1. 
Ответ: 1;   2;   √7. 
 
2.2.12. На стороне CD квадрата ABCD построен равносторонний треугольник CPD . Найдите высоту 
треугольника ABP , проведённую из вершины A, если известно, что сторона квадрата равна 1. 
 
Решение: 

 
Рис. 1 

Рис. 2 
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1 способ:  
1) ∆CPD – равносторонний, МР = PD ⋅ sin60° = 1 ⋅ √3

2
 =  √3

2
  ⇒  

KP = 1 + √3
2

 = 2+√3
2

 (Рис.1);            КР =2−√3
2

  (Рис. 2) 

Рис.1:  SABP = 1
2

 ∙ 1 ∙  2+√3
2

 = 2+√3
4

;       Рис. 2;   SABP = 1
2

 ∙ 1 ∙  2−√3
2

 = 2−√3
4

. 

2)  Рис.1: ВР = √ВК2 + КР2 = �1
4

+ 4+4√3+3
4

 =�2 + √3;   АН = 2𝑆𝑆
𝐵𝐵𝐵𝐵

 = 2+√3

2 �2+√3
 = √6  + √2

4
 

Рис.2. : ВР = √ВК2 + КР2 = �1
4

+ 4−4√3+3
4

 =�2 − √3;   АН = 2𝑆𝑆
𝐵𝐵𝐵𝐵

 = 2−√3

2 �2−√3
 = √6 − √2

4
 

 
2 способ:  
∆ВСР – равнобедренный, ВС = СР ⇒  
Рис.1: ∠СВР = ( 180° - (90° + 60°)): 2 = 15°, тогда ∠РВК = 90° - 15° = 75°.   
АН = 1 ⋅ sin75°= sin30°⋅cos45° + cos30° sin45° = 1

2
 ⋅ √2

2
 + √3

2
 ⋅ √2

2
 = √6  + √2

4
. 

Рис.2: ∠СВР = ( 180° - (90° - 60°)): 2 = 75°, тогда ∠РВК = 90° - 75° = 15°.   
АН = 1 ⋅ sin15°= sin45°⋅cos30° - cos45° sin30° =  √3

2
 ⋅ √2

2
− 1

2
 ⋅ √2

2
= √6 − √2

4
. 

Ответ:  √6− √2
4

   или   √6  + √2
4

 
 
2.2.13.  На стороне CD квадрата ABCD построен равнобедренный прямоугольный треугольник CPD с 
гипотенузой CD. Найдите высоту треугольника ABP , проведённую из вершины A, если известно, что 
сторона квадрата равна 1. 
Ответ: √2

2
   или  3

√10
. 

 
2.2.14. На стороне CD квадрата ABCD построен равносторонний треугольник CPD . Найдите высоту 
треугольника ADP , проведённую из вершины D, если известно, что сторона квадрата равна 1 
 
Ответ:  √6− √2

4
   или   √6  + √2

4
. 

 
 

2.3. Трапеция, четырехугольник 
 

1. Сумма углов, прилежащих к боковой стороне, равна 180°. 
 
2. Биссектриса угла трапеции, пересекающая второе основание, отсекает от трапеции 
равнобедренный треугольник. 
 
3. Средняя линия трапеции делит любой отрезок с концами, лежащими на прямых, содержащих 
основания, пополам. 
 
4. Диагонали трапеции разбивают ее на четыре треугольника, причем треугольники, прилежащие к 
основаниям, подобны друг другу, а треугольники, прилежащие к боковым сторонам, равновелики, 
т.е. имеют равные площади  (Рис.25). 

∆AOD ∼ ∆BOC    и   SAOB =  SDOC 
 
5. В любой трапеции следующие четыре точки лежат на одной прямой:  середины оснований, 
точка пересечения диагоналей, точка пересечения продолжений боковых сторон. 
 
6. Отрезок, параллельный основаниям трапеции, проходящий через точку пересечения диагоналей и 
соединяющий две точки на боковых сторонах, делится точкой пересечения диагоналей пополам 
(Рис. 26). 
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7. Его длина есть среднее гармоническое оснований трапеции: 

 

 
 

 

 
 
8. Если в трапецию вписана окружность, то отрезки, соединяющие центр окружности с концами 

боковой стороны трапеции, перпендикулярны. 
 

9. Проекция боковой стороны равнобедренной трапеции на большее основание равна полуразности 
оснований, а проекция диагонали — полусумме оснований (средней линии).  

 
Опорные  задачи  
 

• Доказать, что угол между биссектрисами смежных угол прямой. 
• Доказать, что угол между биссектрисами углов, прилежащих одной стороне 

параллелограмма прямой. 
• Доказать, что угол между биссектрисами углов, прилежащих боковой стороне трапеции 

прямой. 
• Доказать, что каждая точка биссектрисы неразвернутого угла, равноудалена от его 

сторон (свойство биссектрисы). 
 
2.3.1. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна 13 , а основания равны 3 и 4. Найдите 
диагональ трапеции. 
Решение: 
 

 
2.3.2.  В трапеции ABCD  с основаниями BC и AD  диагонали пересекаются в точке O , причем 

OCAO 3= . Площадь треугольника AOD  равна 36. Найдите площадь трапеции. 
 

 
 

MN = 3. тогда  АM = 0,5. Из  АВМ:   

 
MD = 3, 5 тогда  

 
Ответ:  5  
  
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1)свойства равнобедренной трапеции;  2) теорема Пифагора;   

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Решение: 
Sтр = 0,5 (AD + BC) h. 
 AOD ∼ BОC,   k  = 3, ⇒  SAOD : SOBC = 9, 
SOBC = 36: 9 = 4.   
SOBC = 0,5 · OC · h1;   SOBA = 0,5 · OA · h1; 
SOBA = 3 ·  SOBC = 3 · 4 = 12. 
SOCD   = SOBA = 12. 
Sтр =  SAOD +  SOBC +  SOCD + SOBA = 36 + 12 + 12 + 4 = 64. 

2 213 0,5 13 0,25 12,75МВ = − = − =

212,75 3,5 12,75 12,25 25 5BD = + = + = =
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2.3.3. Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. 
Найдите меньшее основание трапеции. 
 
Решение: 

 
 
2.3.4. В трапеции КМРТ с основаниями МР и КТ диагонали пересекаются в точке С. Площадь 
треугольника МСР равна 4, КТ = 2 МР. Найти площадь трапеции. 
 
Решение: 
 

 
2.3.5.  В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боковой 
стороне. Найти площадь трапеции. 
 
Решение: 
 

 
 
2.3.6. Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке О. Площадь треугольника АDО 
равна 12,  DО = 2 ВО. Найти площадь трапеции. 
 

1)Подобные треугольники: свойства и признаки;  
2) Отношение площадей подобных треугольников.  

 
Ответ:  64.   

 

 
S ABD = 4 ·  BN = 356  ⇒ BN = 1,5 √35  ; 

5,1)355,1(81 2 =−=AN ;    BC = 8 – 1,5 · 2 = 5. 
Ответ: 5 
 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия; 2) решение пропорций; 
3) формулы площадей треугольника, трапеции; 
4) значение тригонометрических функций 
некоторых углов. 
 

 КСТ   ∼  МСР  по  двум углам  ⇒  
КТ : МР = АС : СВ = 2.   SMCP = 0,5 · MP · CB = 4 ⇒ CB = 
8: MP. 
AC = 2 CB = 16 : MP. 
Sтрап = 0,5 (КТ + МР) ·АВ = 0,5· 3 МР·3СВ =  
0,5 · 9 МР · 8 : МР =  36   
 
Ответ:  36.  

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия;  2) решение пропорций; 
3) теорема Пифагора;  4) площадь трапеции 

Так как трапеция равнобедренная, то PR = CD = 9 ⇒ AP 
= (15 – 9) : 2 = 3 

ABP   ∼  ABD  по углам:  
∠ APB =∠ ABD - прямые,  ∠A – общий   ⇒  
АВ : АD = АР :  АВ   ⇒  АВ2 = АD · АР, 
⇒ АВ2 = 15 ∙ 3 = 45 ⇒  АВ = 3√5;  
⇒ ВР = 636945 ==−   

Sтр = 0,5· (15 + 9) · 6 = 24·3 = 72 
Ответ:  72 

14 5 3 6 9 4 5 7 6 35ABDS = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =
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2.3.7. Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла 

между диагональю и основанием равен .
5

2  

 
 
2.3.8.   В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В 
пересекает большее основание  АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если  
АС = 18 √10,  ВЕ = 6 √10. 
 

∆АВЕ – равнобедренный, АВ = ЕА. Биссектриса  АК – медиана и высота  ⇒  
ВК = КЕ = 3√10 и ∠АКВ = 90°. 
Из АКВ найдем АВ: 301091081 =⋅+⋅=АВ .  Тогда СВ = АВ = АЕ = 30 
SAKC = S BKC = 0,5 AE · MK = 0,5 AK· KE ⇒   MK= (AK · KE):AE = 9√10 ·3 √10 : 30 = 9  
⇒   MN = 9 
Ответ: 9 
 
2.3.9.  В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс угла при 

вершине М равен  
3
2 . Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и MQ, если 

известно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стороны NL. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия; 
2свойства площадей подобных треугольников; 

Решение: 
SАОD = 0,5·2х ·АО= 12;       
SАОB = 0,5·х·АО  = 12 : 2 = 6 

AOB   ∼  DOC,  по углам,  k = 2  :  
 ⇒  SDOC :  SАОB = k2 = 4 ⇒  SDOC  = 6 · 4 = 24;  
SBOC =  SАОD = 12 ⇒ Sтр. =  SАОD +  SАОB +  SDOC +  SBOC = 
12 + 12 + 6 + 24 = 54 
 
Ответ:  54. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1)свойства равнобедренной трапеции; 
2) соотношения между сторонами и 
углами прямоугольного треугольника; 
3) площадь трапеции. 

Решение: 
1. Так как трапеция равнобедренная, то ВС = НР = х. 
АН = РD = у, тогда 2х + 2у = 2 MN   ⇒  x + y = 4, то есть АР = 4. 

2. cos ∠CAD = AP : AC = .
5

2        AC = 2 5 .  

По теореме Пифагора найдем СР:  21620 =−=СР . 
3. Sтр. = 0,5· MN · CP = 0,5· 4 · 2 = 4 . 
 
Ответ: 4. 
 

 

Решение: 
∠КАЕ = ∠ВСК – накрест лежащие ⇒   
∠ВАК  = ∠ВСК ⇒  АВС – равнобедренный,  
СВ = ВА. Биссектриса  ВК – медиана и высота  
 ⇒  АК = КС = 9√10 и ∠АКВ = 90°. 
 ∠КВС = ∠КЕА – накрест лежащие ⇒   
∠АВК  = ∠АЕК ⇒   
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3х + 6 = 4х,     х = 6.  
 
 

Ответ:  12. 
 
 
2.3.10. Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр 
трапеции, если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне. 
 

 
2.3.11. (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В 
пересекает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8√5, ВЕ = 4√5. 
 

Ответ: 8. 
 
2.3.12.  (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции ABCD  пересекаются в точке  Е.  Найдите площадь 
трапеции, если площадь треугольника  AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагоналей в 
отношении 1:3.  
 
Примечание: ВС|| AD  - 2 случая,  AB || CD 

 
 

Решение: 
1) Так как   ∠ LNМ =∠ NLQ = 90°,  то прямые NМ и LQ  
параллельны по признаку параллельности прямых. Тогда 
MNLQ – прямоугольная трапеция. 
2) Пуст  LQ = х, тогда  NМ = 3х,  LN = х + 2,  РN = х, а  РМ = 
2х. 

3) из  MQP  имеем: 
3
2

2
2
=

+
==

x
x

PM
QPMtg ;       

4) FK = 0,5(LQ + NM) = 2 x = 2 ⋅ 6 = 12  

 
 

Решение: 
1) 2х + 2у = 2 РК    ⇒ х + у =  РК  = 16. 
2)  BMD   ∼  AMD по углам   ⇒ 
MD : BM = BM : AM,   16 : 12 = 12 : y  ⇒ y = 9. 
3) по теореме Пифагора 

158114422 =+=+= АМВМАВ . 
4) Р = 2АВ + 2( х + у) = 30 + 32 = 62. 
Ответ:  62. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) признаки подобия прямоугольных треугольников; 2) свойства средней линии трапеции;  

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1Свойства биссектрисы;  
2) накрест лежащие углы при 
параллельных прямых;  
3) свойства равнобедренного треугольника;  
4)  формулы площадей прямоугольного 
треугольника. 

Решение: 
∠КАЕ = ∠ВСК – накрест лежащие ⇒  ∠ВАК  = ∠ВСК ⇒  
АВС – равнобедренный, СВ = ВА. Биссектриса  ВК – 
медиана и высота  ⇒  
АК = КС = 4√5 и ∠АКВ = 90°. 
 ∠КВС = ∠КЕА – накрест лежащие ⇒  ∠АВК  = ∠АЕК ⇒ 

 АВЕ – равнобедренный, АВ = ЕА. Биссектриса  АК – 
медиана и высота  ⇒  
ВК = КЕ =2 √5 и ∠АКВ = 90°. 
Из АКВ найдем АВ: 1054516 =⋅+⋅=АВ  
Тогда СВ = АВ = АЕ = 10. 
SAKC = S BKC = 0,5 AE · MK = 0,5 AK· KE ⇒ 
 MK= (AK · KE):AE = 4√5·2 √5 : 10 = 4 ⇒ MN = 8. 
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Решение: 1 способ 
1 случай: 
1) Пусть АЕ = 3х, а ЕС = х., ВН = h.   Так как ∆AED ∼ ∆BEC  по двум углам, то ЕD : ВЕ = 3 : 1, тогда 
коэффициент подобия к = 3,  ЕD = 3у,   ВЕ = у.    Также АD: ВС = 3 : 1,  а = 3 b. 
2) SAED = 9,  SBEC : SAED = 1 : 9  ⇒    SBEC = 9 : 9 = 1. 

  

3) SBEC = 
2
1
⋅ х ⋅ h,  SABE = 

2
1  ⋅ 3x ⋅ h  ⇒  SABE = 3 ⋅ SBEC = 3.  SABE  =  SDEC = 

2
1
⋅ 3 xy ⋅ sinE ⇒ SDEC = 3. 

4) SABCD = SAED + SABE  +  SDEC +  SBEC = 9 + 3 + 3 + 1 = 16. 
 
2 случай: 
1) Пусть АЕ = y, а ЕС = 3y,  AН = h.  Так как ∆AED ∼ ∆BEC  по двум углам, то ЕD : ВЕ = 1 : 3,  ЕD = 
x,   ВЕ = 3x.   
Также АD: ВС = 1 : 3,  а = 3 b. 
2) SAED = 9,  SBEC : SAED = 9 : 1  ⇒    SBEC = 9 ⋅ 9 = 81. 

3) SAED = 
2
1
⋅ х ⋅ h,  SABE = 

2
1  ⋅ 3x ⋅ h  ⇒  SABE = 3 ⋅ SAED = 3 ⋅ 9 = 27.  SABE  =  SDEC = 

2
1
⋅ 3 xy ⋅ sinE ⇒ 

SDEC = 27. 
4) SABCD = SAED + SABE  +  SDEC +  SBEC = 9 + 27 + 27 + 81 = 144. 
 
3 случай: 
 Рассмотреть вариант  AB || CD (ответ: 48) 
 
2 способ решения  
 1 случай: 
1) Пусть АЕ = y, а ЕС = 3y,  ЕН = h.  Так как ∆AED ∼ 
∆BEC  по двум углам, то ЕD : ВЕ = 1 : 3, и  ЕD = x,   ВЕ 
= 3x.   
Также АD: ВС = 1 : 3,  АD =  а,  ВС = 3а. 
2) SAED = 9 ⇒ 0,5 ⋅ а ⋅h = 9,  h = 18 : а,  
⇒ h1 = 54 : а ⇒ SBEC = 0,5 ⋅ 3 а ⋅ 54 : а = 81. 
3) Высота трапеции АВСD  равна  

h + h` = 
аа

5418
+ = 

а
72 ,  тогда SABCD = 

а
а 72
2

4
⋅  = 144 

2 случай: (аналогичен) 
Ответ: 144;  48;   16. 
 
2.3.13.   (2010) Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами АВ = 36, CD = 34 и верхним основанием 

ВС = 10 . Известно, что cos ∠DEC = - 
3
1 .  Найдите BD.    

Решение: 

1) Из ∆АВС по теореме косинусов найдем АС ( так как сos∠ABC = - 
3
1  отрицательное число, то  

∠ABC – тупой) .   
АС2 = АВ2 + СВ2 -  2⋅АВ ⋅ВС⋅ сos∠ABC = 362 +102 + 2⋅12 ⋅10 = 1636. 
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2) Из ∆АВН:  h2 = AB2 – AH2,   Из ∆АCP:    h2 = AC2 – AP2,   тогда AB2 – AH2 = AC2 – AP2, или 362 – х2 
= 1636 – (х + 10)2, отсюда х = 12. 
3) h2 = AB2 – AH2 = 362 – 122 = 24 2 .  
 

 Рис.1.               Рис. 2. 
4) Из ∆PDС  найдем у:   у2 = СD2 – h2 = 342 – (24 2 )2 = 2. 
5. Из Рис. 1  имеем: BD2 = h2 + HD2 = (24 2 )2 + (10 + 2)2 = 1152 + 144 = 1296,  BD = 36. 
Из Рис. 2  получим: BD2 = h2 + HD2 = (24 2 )2 + (10 - 2)2 = 1152 + 64 = 1216,  BD = 8 19 . 
Ответ: 36  или  8 19 . 
 
2.3.14.  В трапеции АВСD  известны боковые стороны АВ = 27, CD = 28  и верхнее основание  

ВС = 5. Известно, что соs∠DCВ = - 
7
2  . Найдите АС. 

Решение:  
1 случай: 

1) соs∠DCВ = - 
7
2 , тогда соs∠CDА = 

7
2 , откуда  

DC1 = 28 ⋅ 
7
2  = 8,  а  CC1 = 22 828 −  = 720 . 

2) Из ∆АВВ1 имеем: АВ1 = 720272 −  = 3. 
3) АС1 = 5 + 3 = 8,  АС = 64720+  = 28. 

 
2 случай: 

1) DC1 = 28 ⋅ 
7
2  = 8;  2) Из ∆АВВ1, АВ1 = 720272 −  = 3. 

3) АС1 = 5 – 3 = 2. АС = 4720 +  = 2 ⋅ 181 . 
Ответ:    
 
 
2.3.15. (2010) В трапеции ABCD биссектриса угла А пересекает 

боковую сторону ВС в точке Е. Найдите площадь треугольника ABE, если площадь трапеции равна S, 
АВ = a,  
AD = b, CD = с (с < а).  
 
Решение: 
SABE = SABCD – SAECD = S -  SAECD. 
 SAECD = SAFD – SEFC.  
1) Найдем SAFD:  FD || АВ ⇒ ∠ЕАВ =∠ ЕFС как накрест лежащие.  Так как АЕ – биссектриса, то ∠ 
ЕАВ = ∠ ЕАD, тогда  
 ∠ ЕАD = ∠ ЕFС, то есть ∆FDА – равнобедренный,  основание FD = DА = b.  

Так как SABCD = hса
2
+  = S,   то h = 

ca
S
+

2 , где  
М 
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h = ВК.     SAFD = 
2
1 b∙ h,      SAFD = 

2
1 b∙

ca
S
+

2  = 
ca

Sb
+

. 

2) Для того, чтобы вычислить SEFC, рассмотрим подобные треугольники АВЕ и ЕFС. 

Пусть НЕ = х, тогда ЕМ = h – х,  FС = b – с.  
HE
EM

FC
AB

=   или  
x

xh
cb

a −
=

−
.  

Отсюда х = 
cba
hcb

−+
− )( ;  х = НЕ = 

)(()(
)(2

cbaca
cbS

−+⋅+
− . SEFC = 

2
1 ∙( b – с) ∙

)(()(
)(2

cbaca
cbS

−+⋅+
−  = 

))((
)( 2

cbaca
cbS

−++
− .      

3)SAECD = SAFD – SEFC.    SAECD = 
ca

Sb
+

- 
))((

)( 2

cbaca
cbS

−++
− =

))((
)()( 2

cbaca
cbScbaSb

−++
−−−+  

4)SABE = S -  SAECD  

SABE = S - 
))((

)()( 2

cbaca
cbScbaSb

−++
−−−+  = 

))((
)()())(( 2

cbaca
cbScbaSbcbacaS

−++
−+−+−−++⋅  =  

= 
))((

)()(
))((

))(()( 2222

cbaca
SacbScbS

cbaca
acbacbScbS

−+−
+−−−

=
−+−

−−+−−−  = 
))((

2

cbaca
Sa

−+−
 

Ответ: 
))((

2

cbaca
Sa

−+−
. 

 
2.3.16.  (2010) Боковая сторона АВ трапеции ABCD равна l, а расстояние от середины CD до прямой 
АВ равно m. Найдите площадь трапеции.  
Решение: 
Пусть AD = a,  BC = b.  

Построим MN -  среднюю линию трапеции. MN = 
2

ba +

.  
CK =  KP = h 

1) SABM = 
2
1
⋅AB⋅MH = 

2
1 m⋅l. 

2) SABM = 
2
1
⋅

2
ba +
⋅ h +

2
1
⋅

2
ba +
⋅ h = 

2
ba +
⋅ h  = 

2
1 m⋅l. 

3) SBCM = 
2
1 b⋅ h,   SAMD = 

2
1 a⋅ h,   ⇒  SBCM  + SAMD = 

2
ba +
⋅ h .  

4) Тогда  SABCD = SABM + SBCM  + SAMD = 
2

ba +
⋅ h + 

2
ba +
⋅ h  = 2 ⋅ 

2
1 m⋅l = m⋅l. 

Ответ: m⋅l. 
 
2.3.17.  На боковых сторона АВ и СD трапеции с основаниями AD и BC  отмечены точки Р и Q 
соответственно, причем HQ || AD. Прямая  PQ разбивает трапецию на две трапеции. площади 
которых относятся как 1:2. Найдите PQ, если AD = а   и   BC  = b. 
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Решение: 
1 случай: Пусть S1 : S2 = 1 : 2,  то есть S2 = 2⋅ S1,   a   PQ = x. 

1) Так как S2 = 2⋅ S1, то 1)1 2
)(2(

2
hxbhhxa +

=−
+ ,   h1 = 

axb
hxa
++
⋅+

32
)(  

2) Так как площадь всей трапеции S = hba
⋅

+
2

 = 3⋅ S1, то составим равенство:  

hba
⋅

+
2

= 12
)(3 hxb +⋅ ;  hba

⋅
+
2

= 
2

)(3 xb +⋅
⋅ 

axb
hxa
++
⋅+

32
)( ; Сократим обе части на h и умножим на 2:  

(a + b)⋅ (a + 2b + 3x) = 3⋅ (b + x) ⋅ (a + x), отсюда 3 х2 = a2 +2 b2  или  

х = 
3
2 22 bа +

. 

2 случай: Пусть S1 : S2 = 2 :1,  то есть S1 = 2⋅ S2,   a   PQ = x. 

1) Так как S1 = 2⋅ S2, то 22 2
)(2)(

2
hxahhxb +

=−
+ ,   h2 = 

bxa
hxb
++
⋅+

32
)(  

2) Так как площадь всей трапеции S = hba
⋅

+
2

 = 3⋅ S2, то составим равенство:  

hba
⋅

+
2

= 22
)(3 hxa +⋅ ;  hba

⋅
+
2

= 
2

)(3 xa +⋅  ⋅ 
bxa

hxb
++
⋅+

32
)( ; Сократим обе части на h и умножим на 

2:  (a + b)⋅ (2a + b + 3x) = 3⋅ (b + x) ⋅ (a + x), отсюда 3 х2 = 2a2 + b2  или  

х =.
3

2 22 bа +
. 

Ответ: 
3

2 22 bа +
   или   

3
2 22 bа +

. 

 
2.3.18. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разбивает 
трапецию на две трапеции, площади которых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой прямой, 
заключенного внутри трапеции. 
 
Решение: 

 
 

S1 : S2 = 2 : 3                или                  S1 : S2 = 3 : 2 
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Задание аналогичное  предыдущему ( заданию ФИПИ, 383 - Самое полное издание типовых 
вариантов реальных заданий ЕГЭ. 2010. 10 в. 
 

Ответ:  
5

b23 22 +а
     или   

5
b32 22 +а

. 

 

2.3.19. Сторона  правильного шестиугольника равна 
6

65
. Найдите сторону равновеликого ему 

правильного треугольника. 
 
 

 
2.3.20. (ДВ) Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32√3. Найдите радиус 
окружности, вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, EF 
соответственно. 
Ответ:  24. 
 

 
2.3.21.  Точка О лежит на диагонали АС выпуклого четырехугольника АВСD. Известно, что  ОС = 
ОD и что О одинаково удалена от прямых АВ, ВС и АD. Найдите углы четырехугольника, если  
∠АОВ = 110°  и ∠СОD  = 90°. 
Решение: 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства правильного шестиугольника;   
2) формула площади правильного 
шестиугольника;  
3)формулы площади правильного 
треугольника; 

Решение: 
1)  Так как шестиугольник правильный, то его площадь равна 

4
325

2

3
6

653

2
33

2

2
6

6 =

⋅







⋅

==
aS . 

2) 
4

325
4

32
3

3 ==
aS      ⇒   a3  = 5 

 
Ответ:  5. 
 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) Свойства правильного шестиугольника;  
2) формулы площадей треугольника;   
3) свойства трапеции. 

Решение: 
1) Так как шестиугольник правильный, то ОА = АВ = R = 

32√3. AD = 2R ⇒ 64 √3.BC | | AD, MN - средняя линия 
трапеции АВСD ⇒ MN = 0,5(BC + AD) = = 0,5 ·96 √3 = 
48 √3.  

2) 2) MK и NLK – аналогично. 
3) S MNK = MN2 · √3 : 4  
4) S MNK  = 0,5· 3MN : r ⇒  

r =  S MNK  : (0,5· 3MN) =  MN2 · √3 : 4 : (0,5· 3MN) = = MN· √3 : 
6 = 48 √3 · √3: 6 = 48 : 2 = 24. 
 
Ответ: 24.  
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1) х + у = 110°, 2 (х + у) + 2 α = 270° ⇒ α = 25°, ⇒  
∠АСВ = ∠АDО = 90° - 25° = 65°, а    
∠DСВ = ∠АDС =  65° + 45° = 110°.  
2)∆АОВ – равнобедренный прямоугольный,  ∠АDО = 65° ⇒ ∠ОАD 
= 90° - 65° = 25°, ∠ОАD = ∠ОАВ = 25° ⇒ ∠DАВ = 50°. 
3) ∠В = 360° - (110° + 110° + 50°) = 90°.  
 
Ответ: ∠C = ∠D  = 110°, ∠A  = 50°,  ∠B  = 90°. 
 

 
 
2.3.22. Точка М лежит на боковой стороне СD трапеции АВСD. Известно, что  

∠АCD =  ∠CBD = ∠АBM =  arccos
6
5  и  AB = 9. Найти ВМ. 

Ответ: 15. 
 
2.3.23. Во вписанном четырехугольнике АВСD точка X лежит на стороне AD, причем  BX || CD  и CX 

|| BA.  Найти ВС, если AX = 
2
3   и DX = 6. 

Ответ: ВС = 3. 
 
2.3.24. В трапеции АВСD углы А и  D при основании АD соответственно равны 60° и  30°. Точка  N 

лежит на основании ВС, причем  
NC
BN   = 2.  Точка М лежит на основании АD, прямая МN 

перпендикулярна основаниям и делит площадь трапеции пополам. Найти  
DМ

АМ . 

 
Решение: 

 

1)Пусть ВВ1 = у, тогда АВ1 = 
tg60

у = 
3
y ,  а АМ 

= 
3
y  + 2х;  

DC1 = 
tg30

у  = 
3

3y ,   a DM = 
3

3y  + x; 

 

2)SBNMA = 12
BNAM BB⋅

+  =  
2

4
3

ху
+

⋅ BB1;    SNCDM = 12
CNDM BB⋅

+  =  
2

2
3

3 ху
+

⋅ BB1; 

Так как площади равны, то 
2

4
3

ху
+

⋅ BB1 = 
2

2
3

3 ху
+

⋅ BB1,  или 
3
y  + 4х  = 

3
3y  + 2x,   

2х = 
3

2y ,    у = х 3 ;               

3) АМ = 3х;   DM = 4х;           
DМ

АМ =  
4
3  

Ответ: 
4
3

. 
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2.3.25. Боковая сторона неравнобедренной  трапеции равна 12 и образует с ее основанием угол 60°. 
Основания трапеции равны 16 и 40. Найдите длину отрезка соединяющего середины оснований. 
 
Решение:  

     
Рис.1:  ∠А = 60°;  АК = 40:2 – 8 = 12;     ∆АВК – равносторонний,  ⇒ ВК = МN = 12. 
Рис.2: ∠В = 60°  ⇒∠А = 120°, АК = 12,  тогда по теореме косинусов, имеем 

ВК = МN = �2 ∙ 144 + 2 ∙ 144 ∙ 1
2
  = 12√3. 

Ответ:  12  или 12√3. 
 
2.3.26.  Диагональ равнобедренной трапеции равна 5, а площадь равна 12. Найдите высоту трапеции. 
 
Решение. Пусть АD = а, ВС = b,   CH = h.     DH = 𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐵𝐵𝐵𝐵

2
= 𝑎𝑎−𝑏𝑏

2
,    

 тогда АН = 𝑎𝑎−𝑏𝑏
2

+ 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎+𝑏𝑏
2

.   Так как SABCD = 12,   SABCD = 𝑎𝑎+𝑏𝑏
2

 ⋅h,  
𝑎𝑎+𝑏𝑏
2

 ⋅h = 12,    то есть   АН⋅h = 12.  По теореме Пифагора АН2 + h 2 = 25,  то h = 3 или h = 4. 
Ответ: 3 или 4.  (Ответ: 12 или 6 √13 ,  не совпадает с моим). 
 
2.3.27.  Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами AB = 27, CD = 28 и основанием BC = 5. 
Известно,  что   cos∠BCD =  - 2

7
 .  Найдите диагональ АС. 

 

 

Решение: 1) cos∠BCD =  - 2
7
,  тогда 

sin∠BCD = =  √1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵  = 

�1 − �− 2
7
�
2
 = 3√5

7
.  

   
∠CDA = 180° - ∠BCD,   a   sin∠CDA = sin(180° - ∠BCD) = sin∠BCD =3√5

7
,   𝑎𝑎 

cos∠CDA = cos(180° - ∠BCD) = - cos∠BCD = 2
7
. 

2) Из  ∆ НCD   sin∠BCD = СН
𝐶𝐶𝐶𝐶

  =СН
28

 ,   CH = 28 ·3√5
7

=  12√5,   𝑎𝑎  cos∠CDA = 𝐷𝐷Н
𝐶𝐶𝐶𝐶

  =𝐷𝐷Н
28

 ,  DH = 2
7
 · 28 = 8. 

3) Из  ∆АВК   АК = �272 − �12√5�
2
  = 3;   BC = KH = 5.    

4) По Рис.1. имеем: АН = АК + КН = 5 + 3 = 8,  из ∆АСН получим АС = √АН2 + СН2 = 

�82 + �12√5�
2
  = 28. 

По Рис.2. имеем: АН = АК - КН = 5 - 3 = 2,  из ∆АСН получим АС = √АН2 + СН2 = �22 + �12√5�
2
  = 

√724  = 2√181. 
Ответ: 28 или 2 √181 . 
 
2.3.28. Площадь равнобедренной трапеции равна √3 . Угол между диагональю и основанием на 20° 
больше угла между диагональю и боковой стороной. Найдите острый угол трапеции, если ее 
диагональ равна 2. 
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Решение: 1) S трап. = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵= √3 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

 = √3
𝐵𝐵𝐵𝐵

. 

2) KD = AH =   𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐵𝐵𝐵𝐵
2

 ,  ВН = СК = h. 

AK = HD = BC + KD = BC +   𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐵𝐵𝐵𝐵
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

 . 

3) По т. Пифагора из ∆АСК имеем: 4 = h2 + �𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

�
2
 

Или  4 = h2 + �√3
ℎ
�
2
,  h1 = 1,   h2 = √3.  

4)Если h1 = 1, то по Рис. 1    α +20°=30° ,  α = 10°,  а ∠ ВАD = 40°,  
а по Рис. 2 получим, что   α = 30°, α +20°= 50°, ∠А ВС = 80° что не соответствует построению. 
Если h2 =√3 , то  по Рис. 1    α +20°=60° ,  α = 40°,  а ∠ ВАD = 100°, что не соответствует 
построению, а по Рис. 2 получим, что   α = 60°, α +20°= 80°, ∠А ВС = 100°,   
∠ ВАD = 180° -100° = 80°. 
Ответ: 40° или 80° 
 
2.3.29.   Известно, что высота трапеции равна 15, а диагонали трапеции равны 17 и 113. Чему равна ее 
площадь? 
 

 

Решение:     HD = √𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 𝐵𝐵𝐵𝐵2;  
AK = √𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2;   
HD = √1132 − 152  = 112,  
AK = √172 − 152 = 8; 
Рис.1: 
 SABCD = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵

2
∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐴𝐴𝐴𝐴+(𝐾𝐾𝐾𝐾+𝐻𝐻𝐻𝐻)

2
∙

𝐶𝐶𝐶𝐶.  

 

SABCD = 8+112
2

∙ 15 = 900. 

Рис.2:    SABCD = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = (𝐻𝐻𝐻𝐻−𝐻𝐻𝐻𝐻−𝐾𝐾𝐾𝐾)+𝐻𝐻𝐻𝐻
2

∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶 =  𝐻𝐻𝐻𝐻−𝐾𝐾𝐾𝐾
2

∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶 =112−8
2

∙ 15 = 780. 
Ответ: 900 или 780. 
 
2.3.30.   Площадь  трапеции  АВСD  равна  135.   Диагонали пересекаются  в  точке  О.  Отрезки,  
соединяющие  середину  Р основания  АD  с  вершинами  В  и С,  пересекаются  с диагоналями  
трапеции  в  точках  М  и  N.  Найдите  площадь  треугольника  МОN, если одно из оснований 
трапеции вдвое больше другого. 
Решение: 

 
Рис. 1  

Рис. 2 
Рис.1. 
1) Так как АD = 2 BC, то АР = ВС, АВРС   и  ВСDР – параллелограммы. По свойству 
параллелограмма S∆ABP = S∆CBP = S∆CDP  = 135 : 3 = 45,   и S∆ABC = S∆ACP = 45.   
Так как ∆ ВОС ∼ ∆ AOD,  k = 1

2
,   то АО = 2 ОС, тогда S∆ОBC = 2 ⋅ S∆ОAD = 1

3
 ⋅ 45 = 15. 

2) Пусть ОС = х,  тогда  АО = 2х,  а  АС = 3х.    АС и ВР – диагонали параллелограмма, тогда МС = 1
2
 ⋅ 

3х = 1,5 х,   МО = 1,5х – х = 0,5х, то есть ∆МОN ∼ ∆BOC,  k = 1
2
.  (MN – средняя линия ∆AOD,  MN || 

AD).  
3) S∆ОMN = 1

4
⋅ S∆ОBC = 1

4
 ⋅ 15 = 3,75. 
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Рис.2. 
1)Пусть S∆ОAD  = t,  тогда  S∆ОBC = 4t,   а   S∆ABО  = S∆ОСD = 2t    (ВО = 2⋅ОD),  тогда  
SABCD = t + 4t + 2t + 2t = 9t,    t = 135 : 9 = 15.  S∆ОAD = 15. 
2) ∆AMP ∼ ∆BMC,  k = 1

4
,  так как АР = 1

2
 AD = 1

4
 BC,  тогда АМ = 1

4
 ⋅ МС   или АМ =  1

5
 ⋅ АС. 

3)Пусть AO = x, OC = 2x,  AC = 3x,  АМ = 3
5
 х,  а ОМ = х - 3

5
 х = 2

5
 х.  

4) ∆OMN ∼ ∆AOD,  k = 2
5
.  S∆ОMN = 4

25
⋅ S∆ОAD = 4

25
 ⋅ 15 = 14,4. 

Ответ:  22,5   или  2,4. 
 
2.3.31.  (2010) Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами АВ = 36, CD = 34 и верхним основанием 

ВС = 10 . Известно, что cos ∠DEC = - 
3
1 .  Найдите BD.    

Решение: 

1) Из ∆АВС по теореме косинусов найдем АС ( так как сos∠ABC = - 
3
1  отрицательное число, то  

∠ABC – тупой) .   
АС2 = АВ2 + СВ2 -  2⋅АВ ⋅ВС⋅ сos∠ABC = 362 +102 + 2⋅12 ⋅10 = 1636. 
2) Из ∆АВН:  h2 = AB2 – AH2,   Из ∆АCP:    h2 = AC2 – AP2,   тогда AB2 – AH2 = AC2 – AP2, или 362 – х2 
= 1636 – (х + 10)2, отсюда х = 12. 
3) h2 = AB2 – AH2 = 362 – 122 = 24 2 .  

 Рис.1.               Рис. 2. 
4) Из ∆PDС  найдем у:   у2 = СD2 – h2 = 342 – (24 2 )2 = 2. 
5. Из Рис. 1  имеем: BD2 = h2 + HD2 = (24 2 )2 + (10 + 2)2 = 1152 + 144 = 1296,  BD = 36. 
Из Рис. 2  получим: BD2 = h2 + HD2 = (24 2 )2 + (10 - 2)2 = 1152 + 64 = 1216,  BD = 8 19 . 
Ответ: 36  или  8 19 . 
 
2.3.32.  Площадь трапеции  АВСD  равна 810. Диагонали пересекаются в точке О. Отрезки, 
соединяющие середину Р основания АD  с вершинами В и С, пересекаются с диагоналями трапеции в 
точках М и N.  Найдите площадь треугольника МОN, если одно из оснований трапеции вдвое больше 
другого. 
 
Решение: 

 
Рис. 1  

Рис. 2 
Рис.1. 
1) Так как АD = 2 BC, то АР = ВС, АВРС   и  ВСDР – параллелограммы. По свойству 
параллелограмма S∆ABP = S∆CBP = S∆CDP  = 810 : 3 = 270,  и S∆ABC = S∆ACP = 270.   
Так как ∆ ВОС ∼ ∆ AOD,  k = 1

2
,   то АО = 2 ОС, тогда S∆ОBC = 2 ⋅ S∆ОAD = 1

3
 ⋅ 270 = 90. 
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2) Пусть ОС = х,  тогда  АО = 2х,  а  АС = 3х.    АС и ВР – диагонали параллелограмма, тогда МС = 1

2
 ⋅ 

3х = 1,5 х,   МО = 1,5х – х = 0,5х, то есть ∆МОN ∼ ∆BOC,  k = 1
2
.  (MN – средняя линия ∆AOD,  MN || 

AD).  
3) S∆ОMN = 1

4
⋅ S∆ОBC = 1

4
 ⋅ 90 = 22,5. 

Рис.2. 
1)Пусть S∆ОAD  = t,  тогда  S∆ОBC = 4t,   а   S∆ABО  = S∆ОСD = 2t    (ВО = 2⋅ОD),  тогда  
SABCD = t + 4t + 2t + 2t = 9t,    t = 810 : 9 = 90.  S∆ОAD = 90. 
2) ∆AMP ∼ ∆BMC,  k = 1

4
,  так как АР = 1

2
 AD = 1

4
 BC,  тогда АМ = 1

4
 ⋅ МС   или АМ =  1

5
 ⋅ АС. 

3)Пусть AO = x, OC = 2x,  AC = 3x,  АМ = 3
5
 х,  а ОМ = х - 3

5
 х = 2

5
 х.  

4) ∆OMN ∼ ∆AOD,  k = 2
5
.  S∆ОMN = 4

25
⋅ S∆ОAD = 4

25
 ⋅ 90 = 14,4. 

Ответ:  22,5;   14,4. 
 
2.3.33.  Дана трапеция АВСD  с боковыми сторонами АВ = 27, СD = 28 и основанием ВС = 5. 
Известно, что cos∠BCD = - 2

7
.   Найдите диагональ АС. 

Решение: 

Рис.1 Рис.2 

1)  cos∠KCD = cos (180° - ∠BCD) = - cos∠BCD = 2
7
,   sin∠KCD = sin∠CDH1 = 3√5

7
.     

CH1 = CD ⋅ sin∠CDH1 = 12√5 = BH.  

2)  По теореме Пифагора   АН = √АВ2 − ВН2  = �272 − (12√5)2  = √32 ∙ 92 − 32 ∙ 42 ∙ 5 = 3. 
3) Рис.1.  АН1 = АН + НН1 = 8,   

АС = �АН12 + СН12  = √42 ∙ 22 + 32 ∙ 42 ∙ 5 = 4⋅ √22 + 32 ∙ 5 = 28. 

Рис.2.  АН1 = НН1 - АН = 2,  АС = �АН12 + СН12  = �22 + (12√5)2 = 2 √181. 

Ответ:  28;  2 √181. 
 
2.3.34. (Реальный ГИА_2013, В_1318)  В трапеции АВСD основание АD вдвое больше основание ВС 
и вдвое больше боковой стороны СD.  Угол ADC равен 60°, сторона АВ равна 4. Найдите площадь 
трапеции. 
 
Решение: 
1) Пусть ВС = х, тогда АD = 2x, a CD = x. 
Построим СР и ВН перпендикулярные АD.   
2) ∠СDP = 60°, тогда ∠DСP =30°, а DP = 0,5x,  
АН = 2х – 1,5х = 0,5х, т.е. ∆DCP = ∆ABH по катетам, 
тогда х = 4, 2х = 8, СР = 4 ⋅ √3

2
 = 2√3. 

3) SABCD = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 8+4
2
∙ 2√3= 12√3. 

Ответ: 12√3. 
 

 
2.3.35. (ТВ№1-2013 от А.Л.)  В трапеции КLMN  известны боковые стороны KL = 36, MN = 34, 
верхнее основание LM  = 10,  и cos∠KLM = - 1

3
 . Найдите диагональ  LN. 
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Решение: 
1)Построим LF // MN, LF = 34;  cos∠KLM = - 1

3
, cos∠LKN 

= 1
3
,  LF2 = KL2 + KF2 – 2 KL⋅ KF cos∠LKN; 

342 = 362 + x2 – 2 ⋅36⋅ x⋅ 1
3
;     x2 – 24x +140 = 0; D1 = 4; 

x1= 14;  x2 = 10. 
2) x1= 14,  KN = 24,  

 

LN = �362 + 242 − 2 ∙ 36 ∙ 24 ∙ 1
3

= √1296 + 576 − 576 = 36. 

3) x2 = 10, KN = 20,  

LN = �362 + 202 − 2 ∙ 36 ∙ 20 ∙ 1
3

= √1296 + 400 − 480 = √1216 = 8√19. 

Ответ: 36;  8√19. 
 
2.3.36. (ТВ№19-2013 от А.Л.)  Диагонали АС и BD трапеции ABCD пересекаются в точке Е.  Найдите 
площадь трапеции, если площадь треугольника AED равна 9, а точка Е делит одну из диагоналей в 
отношении 1 : 3. 
 
Решение: 
Примечание: ВС|| AD  - 2 случая,  AB || CD 
Решение: 1 способ 
 
1 случай: (Рис. 1) 
 
1) Пусть АЕ = 3х, а ЕС = х., ВН = h.   
Так как ∆AED ∼ ∆BEC  по двум углам, то ЕD : ВЕ = 3 : 1, 
тогда коэффициент подобия к = 3,  ЕD = 3у,   ВЕ = у.   
Также АD: ВС = 3 : 1,  а = 3 b. 
2) SAED = 9,  SBEC : SAED = 1 : 9  ⇒    SBEC = 9 : 9 = 1. 

3) SBEC = 
2
1
⋅ х ⋅ h,  SABE = 

2
1  ⋅ 3x ⋅ h  ⇒  SABE = 3 ⋅ SBEC = 3.  

SABE  =  SDEC = 
2
1
⋅ 3 xy ⋅ sinE ⇒ SDEC = 3.  

Рис. 1 
4) SABCD = SAED + SABE  +  SDEC +  SBEC = 9 + 3 + 3 + 1 = 16. 
 
2 случай: Рис. 2 
1) Пусть АЕ = y, а ЕС = 3y,  AН = h.  Так как ∆AED ∼ ∆BEC  по 
двум углам, то ЕD : ВЕ = 1 : 3,  ЕD = x,   ВЕ = 3x.   
Также АD: ВС = 1 : 3,  а = 3 b. 
2) SAED = 9,  SBEC : SAED = 9 : 1  ⇒    SBEC = 9 ⋅ 9 = 81. 

3) SAED = 
2
1
⋅ х ⋅ h,  SABE = 

2
1  ⋅ 3x ⋅ h  ⇒  SABE = 3 ⋅ SAED = 3 ⋅ 9 = 

27.  SABE  =  SDEC = 
2
1
⋅ 3 xy ⋅ sinE ⇒ SDEC = 27.  

 
Рис.2 

4) SABCD = SAED + SABE  +  SDEC +  SBEC = 9 + 27 + 27 + 81 = 144. 
 
3 случай: Рис.3. 
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Рассмотреть вариант  AB || CD (ответ: 48) 
 
2ой  способ решения  
 1 случай: 
1) Пусть АЕ = y, а ЕС = 3y,  ЕН = h.  Так как ∆AED 
∼ ∆BEC  по двум углам, то ЕD : ВЕ = 1 : 3, и  ЕD = 
x,   ВЕ = 3x.   
Также АD: ВС = 1 : 3,  АD =  а,  ВС = 3а. 

 
Рис. 3 

2) SAED = 9 ⇒ 0,5 ⋅ а ⋅h = 9,  h = 18 : а,  
⇒ h1 = 54 : а ⇒ SBEC = 0,5 ⋅ 3 а ⋅ 54 : а = 81. 
3) Высота трапеции АВСD  равна  

h + h` = 
аа

5418
+ = 

а
72 ,  тогда SABCD = 

а
а 72
2

4
⋅  = 144 

 
2 случай: (аналогичен) 
Ответ: 144; 48; 16. 
 
 
2.3.37. (ТВ№20-2013 от А.Л.)   Площадь равнобедренной трапеции равна √3. Угол между диагональю 
и основанием на 20 градусов больше угла между диагональю и боковой стороной. Найдите острый 
угол трапеции, если ее диагональ равна 2. 
 
Решение: 

Рис.1 Рис.2 
1) SABCD= 1

2
 AC⋅ BD ⋅ sin β = 1

2
 2⋅ 2 ⋅ sin β = √3;  

sin β = √3
2

  ⇒ β = 60°, а   ∠AOD = 120°.      
2) Рис.1 Из ∆AOD   α + 20 ° = 30°,  

α = 30° - 20° = 10°,  a ∠BAD = 40 
Рис.2  3) Если ∠OAOD = α,  то α = 60° : 2 = 30°, 
α + 20 ° = 50°,  тогда ∠BAD = 30° +50°  = 80°.   
Ответ:  40°,   80°. 

 
2 способ решение  СМ  А. Ларин В_20, файл PDF 
 
2.3.38. (ТВ№38-2013, А. Л.)  Диагонали трапеции равны 13 и √41 , а высота равна 5. Найдите площадь 
трапеции. 
 
Решение: 

 
Рис.1 

 
Рис.2 
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Рис.1:  АК = √АС2 − АК2 = √132 − 52 = 12,  АК = а – х = 12;   MD = √𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = √41 − 52 = 4,   
MD = b + x;  АК + MD = а – х + b + x = а  + b = 16;  Sтр.  = 𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
 ∙ ℎ  = 8 ⋅ 5 = 40. 

Рис.2:   АК = √АС2 − АК2 = √132 − 52 = 12,  АК = а + х = 12;  MD = √𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = √41 − 52 = 4,   
MD =  x – b;    АК - MD = а + х + b -  x = а  + b = 12 – 4= 8;  Sтр.  = 𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
 ∙ ℎ  = 4 ⋅ 5 = 20. 

Ответ: 40;  20. 
  
2.3.39.  Площадь равнобедренной трапеции равна √3. Угол между диагональю и основанием на 
20°больше угла между диагональю и боковой стороной. Найдите острый угол трапеции, если её 
диагональ равна 2. 
 
Решение: 

 
Рис.1  

Рис.2 
ВР = СН = АР1 = 2 ⋅ sin α;   AH = P1C = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵

2
 = 2 ⋅ cosα;    

S = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

 ⋅ CH = 2⋅cos α ⋅ 2⋅sin α = √3;   sin 2α = √3
2

;   2α = 60°(Рис.1)  или  2α = 120° (Рис.2). 
∠А = 2α + 20° = 80°,  ∠С = 140°,  тогда ∠D = ∠A = 180° - 140° = 40°. 
Ответ:  80°;   40°. 
2.3.40.  (И.В Ященко,  А.С. Шестаков, 30 в. 2013г)  Найдите площадь трапеции, если её диагонали 
равны 3 и 5, а отрезок, соединяющий середины оснований, равен 2. 
 
Решение: 
1 способ: 
 
1) Пусть М и К – середины сторон оснований. Построим СР// BD  
(BD = 5), тогда DP = BC, AP = AD + BC.   SABCD = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵

2
ℎ;  SACP = 

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

ℎ 
SABCD  =  SACP. 

 

2)Построим CQ // MK. AK = 1
2
 AD,  KQ =1

2
 BC  ⇒ 

AQ = 1
2
 AD +1

2
 BC = = 1

2
 (AD + BC) = 1

2
 (AD + DP),  то есть AQ = QP и СQ – медиана ∆АСР.  

СQ = 2. 
3) Продолжим СQ на отрезок QF = CQ = 2.  Тогда ∆АСQ = ∆PFQ по двум сторонам AQ = QP, QF = 
CQ и углу между ними, тогда   FP = AC = 3,   SACP  = SCFP.  ∆CFP со сторонами CP = 5, CF = 4 и  FP 
=3, тогда  ∆CFP – прямоугольный.  
4)SCFP = 1

2
 FP ⋅FC = 1

2
 ⋅ 3 ⋅ 4 = 6 ⇒  SABCD = 6. 

Ответ: 6. 
 
2 способ: 

 

1) Из ∆АСН    СН2 = АС2 – АН2;  
Из ∆МСН    СН2 = МС2 – МН2;   
Из ∆МСН    СН2 = NС2 – NН2;  Тогда  

СН2 = 9 – �𝑎𝑎+𝑏𝑏
2
− 𝑥𝑥�

2
;  СН2 = 4 – x2;  

 9 – �𝑎𝑎+𝑏𝑏
2
− 𝑥𝑥�

2
= 4 – x2; (∗) 
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СН2 = 25 – �𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
+ 𝑥𝑥�

2
;  Тогда 25 – �𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
+ 𝑥𝑥�

2
 = 4 – x2 (∗∗). 

�
9 – �𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
�
2

+ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑥𝑥 =  4 

25 – �𝑎𝑎+𝑏𝑏
2
�
2
− (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑥𝑥 =  4 

,   �𝑎𝑎+𝑏𝑏
2
�
2
 = 13,  𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
 = √13,   9 – 13 + 2√13 𝑥𝑥 = 4.  x = 4

√13
,   

 h = 6
√13

 ⇒ S = 𝑎𝑎+𝑏𝑏
2

 ⋅ h = √13 ⋅ 6
√13

 = 6. 
Ответ: 6. 
 
2.3.41.  (И.В Ященко,  А.С. Шестаков, 30 в. 2013г)   Углы при одном из оснований трапеции равны 
19° и 71°, а отрезки соединяющие середины противоположных сторон, равны 12 и 10. Найдите 
основания трапеции. 
 

 

Решение: 
1)Н – точка пересечения боковыс сторон трапеции, так как 
углы при оснований AD  равны 19° и 71°, то ∠Н = 90°. 
Тогда медиана НМ равна половине гипотенузы, то есть НМ 
= АМ .  Точки Н, Р и М лежат на одной прямой (М и Р – 
середины оснований).   
2) Если ТК = 12, то a + b = 12,  (ТК = 10, то a + b = 10),а МР 
= 10  (МР = 12).  
3) ∆ АНМ ∼  ∆ ВНР :  АМ

ВР
= НМ

НР
;   𝑎𝑎

12−𝑎𝑎
= 𝑎𝑎

𝑎𝑎−10
 

� 𝑎𝑎
10−𝑎𝑎

= 𝑎𝑎
𝑎𝑎−12

�;   2a = 22  (2a = 22 )  a = 11;  AD = 22,  BC = 2. 
Ответ:2 и 22. 
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  3.1. Отношение отрезков 
 и площадей в треугольнике 

 

• Прямая, параллельная стороне треугольника, отсекает от него треугольник, подобный 
данному.  

• Медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника. 

• Три медианы треугольника делят его на шесть равновеликих треугольника. 

• Параллельные прямые отсекают на сторонах угла (на двух прямых) пропорциональные 
отрезки (обобщенная теорема Фалеса). 

• Отношение площадей треугольников, имеющих общий угол, равно отношению 
произведению сторон этого угла.  

• Если у двух треугольников равны высоты, то их площади относятся как основания.  

• Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату коэффициента подобия. 

• Если угол одного треугольника равен углу другого треугольника, то площади этих 
треугольников относятся как произведения сторон, заключающих равные углы. 

Опорные задачи: 
• Катет прямоугольного треугольника есть среднее пропорциональное между гипотенузой 

и проекцией этого катета на гипотенузу. 
 

• Высота прямоугольного треугольника, проведённая из вершины прямого угла на 
гипотенузу, есть среднее пропорциональное между отрезками, на которые делится 
гипотенуза этой высотой. 
 

• . Площади треугольников имеющх равные основания и равные высоты равны; 
 

• .Отношение площадей имеющих равные высоты равно отношению их оснований. 

 

Доказательство. 
𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑆𝑆∆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

  =  
1
2𝐴𝐴𝐴𝐴∙𝐵𝐵𝐵𝐵
1
2𝑀𝑀𝑀𝑀∙𝐵𝐵𝐵𝐵

  = 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑀𝑀𝑀𝑀

; 

Аналогично    𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐴𝐴М
𝑆𝑆∆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

  =  
1
2𝐴𝐴М∙𝐵𝐵𝐵𝐵
1
2𝑀𝑀𝑀𝑀∙𝐵𝐵𝐵𝐵

  = 𝐴𝐴М
𝑀𝑀𝑀𝑀

; 

 
 
3.1.1.  Площадь треугольника ABC равна 4.  DE — средняя линия. Найдите площадь треугольника 
CDE.  
Решение: 
 

Рис. 1  Рис. 2 
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1. (Рис. 1) Так как D – середина АВ, то СD – медиана, тогда SBDC = 
2
1 SABC = 2.  

E - середина CВ, то DE  – медиана, тогда SEDC = 
2
1

SDBC = 1. 

2. (Рис. 2) ∆ABC ∼ ∆EDC,  k = 2,   и так как отношение  площадей подобных фигур равно квадрату 

к – коэффициента подобия, то SEDC = 
4
1 SАBC = 1. 

Ответ: 1. 
 
3.1.2.(ЮФМЛ г Ханты - Мансийск)  В треугольнике ABC точка D на стороне AB, точка F на 
стороне AC, точки G и E на стороне BC расположены, что AD: DB = 1: 3 , AF : FC  = 3: 7 и  DE || 
AC , GF || AB . Отрезки DE и FG пересекаются в точке H. Найти отношение DH : HE . 
 
Решение: 
1) 𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐸𝐸𝐸𝐸
= 𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐷𝐷𝐷𝐷
= 3

1
  по теореме Фалеса. 

Пусть ВЕ = 3у, ЕС = у, тогда ВС = 4у. 
2) 𝐶𝐶𝐶𝐶

𝐺𝐺𝐺𝐺
= 𝐶𝐶𝐶𝐶

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 7

3
,  тогда CG = 4𝑦𝑦 ∙7

10
= 14𝑦𝑦

5
,  

BG =6𝑦𝑦
5

 

3)EG = CG – CE = 14𝑦𝑦
5
−  𝑦𝑦 = 9𝑦𝑦

5
.  

4) 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐺𝐺𝐺𝐺

= 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐻𝐻𝐻𝐻

= 9𝑦𝑦
5

 ∶  6𝑦𝑦
5

 = 3
2
,  то есть 𝐸𝐸𝐸𝐸

𝐻𝐻𝐻𝐻
 = 3

2
,  а  DH : HE = 2 : 3. 

Ответ: 2
3
. 

 
3.1.3. (ЮФМЛ)В треугольнике ABC точка D на стороне BC и точка F на стороне AC расположены 
так, что BD: DC =  3: 2 , AF : FC = 3: 4 . Отрезки AD и BF  пересекаются в точке P.   Найти 
отношение AP : PD. 
 
Решение: 
 1 способ 

 

1) Построим DE // BF, тогда 𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐷𝐷𝐷𝐷

= 𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐸𝐸𝐸𝐸

= 2
3
,  

тогда СЕ = 4𝑡𝑡 ∙2
5

= 8𝑡𝑡
5

,   

ЕF = 4𝑡𝑡 ∙3
5

= 12𝑡𝑡
5

. 

2) 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑃𝑃

= 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

 = 3t : 12𝑡𝑡
5

 = 15
12

= 5
4
. 

 
2 способ (Т. Менелая)i 
Рассмотрим  ∆ADC  и секущую  BF, пересекающую стороны  АС и AD  ∆ADC  в точках     F  и Р 
соответственно и продолжение  стороны  CD  в точке В. 
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑃𝑃

 ∙  𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐵𝐵𝐵𝐵

 ∙  𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐹𝐹𝐹𝐹

= 1;   𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑃𝑃

 ∙  3
5

 ∙  4
3

= 1;   𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑃𝑃

 = 5
4
. 

 
Ответ: 5 : 4. 
 
3.1.4. (ЮФМЛ)В треугольнике ABC на сторонах AB, BC, AC расположены точки M, N, K 
соответственно так, что  AM :MB = BN : NC = CK : KA =1: 2 . Отрезки AN, BK, CM пересекают 
друг друга в точках P, Q, R. Доказать, что площадь треугольника PQR в 7 раз меньше площади 
треугольника ABC. 
 
Решение:   
1 способ 
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Пусть SABC  = S. 
1)  AM :MB = BN : NC = CK : KA =1: 2,  
то АМ = 1

3
АВ ⇒SAMC = 1

3
𝑆𝑆 , аналогично 

 SKBC = 1
3
𝑆𝑆  и  SABN = 1

3
𝑆𝑆,  т.е.  

2) a + b + c = c + d +e = e + m + a = 1
3
𝑆𝑆, a   

2a + 2c + 2e + b + d + m = S. 
С другой стороны  
 a + c + e + b + d + m+х = S. 
Получили, что х = a + c + e. 
3)Построим КТ // АN, тогда по теореме Фалеса 
СТ : ТN = CK : KA = 1 : 2, тогда если ТС = t, TN = 
2t, то СТ = 3t, a BN = 3

2
 t.   

4) 𝑆𝑆𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

 = 𝑇𝑇𝑇𝑇
𝐵𝐵𝐵𝐵

 ;  𝑆𝑆𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑆𝑆

 = 2𝑡𝑡
9𝑡𝑡

 = 2
9
,   a  𝑆𝑆𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 = 2

27
 S,  тогда SBKT = 1

3
𝑆𝑆 - 2

27
 S = 7

27
𝑆𝑆.  

5) Так как ∆BKT ∼ ∆ BNP  и k = 7
3
,  то  𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵
 = 49

9
;  𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = c = 7

27
𝑆𝑆 ⋅ 9

49
 = 1

21
𝑆𝑆.  

Аналогично е = а = с = 1
21
𝑆𝑆, а           х = 𝟑𝟑

𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑺𝑺 = 𝟏𝟏

𝟕𝟕
𝑺𝑺. 

 
2 способ (Т. Менелая) 
Пусть SABC  = S. 
1)  AM :MB = BN : NC = CK : KA =1: 2, то АМ = 1

3
АВ ⇒SAMC = 1

3
𝑆𝑆 , аналогично 

 SKBC = 1
3
𝑆𝑆  и  SABN = 1

3
𝑆𝑆. 

 
2)  а + b + c = c + d +e = e + m + a = 1

3
𝑆𝑆,  a   2a + 2c + 2e + b + d + m = S. 

С другой стороны   a + c + e + b + d + m+х = S.  Получили, что х = a + c + e. 
 
3) Рассмотрим ∆АВК  и секущую СМ. По теореме Менелая  
 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑄𝑄𝑄𝑄

 ∙  𝐾𝐾𝐾𝐾
𝐶𝐶𝐶𝐶

 ∙  𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑀𝑀𝑀𝑀

= 1;   𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑄𝑄𝑄𝑄

 ∙  1
3

 ∙  1
2

= 1;   𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐾𝐾𝐾𝐾

 = 6.  То есть KQ = 1
7
 QK ⇒ SKQC = e = 1

7
 SBCK. 

SKQC = e = 1
21

S. 

 Аналогично   а = с = е = 1
21

S. 

4) Тогда х = SRTP = a + c + e = 3
21

S = 1
7
𝑆𝑆. 

Ответ: 1
7
𝑆𝑆. 

 
3.1.5. (ЮФМЛ)В треугольнике ABC, площадь которого равна S, точка M середина стороны BC, 
точка N на продолжении стороны AB и точка K на продолжении стороны AC  выбраны так, что  
AN =1

2
𝐴𝐴𝐴𝐴,   CK = 1

2
𝐴𝐴𝐴𝐴.  Найдите площадь треугольника MNK. 

 
Решение: 

 

1)SABC  = S,  SANC = 
1
2

 RS, так как эти 
треугольника имеют одну и ту же высоту, 
опущенную из вершины С  на прямую АВ,  
АВ : АN = 2 : 1.  
Тогда SBNC = S + 1

2
 S = 3

2
 S. 

2) ∆NAC  и  ∆NСК треугольники  с общей 
высотой, проведенной из вершины   N к 
прямой АС, то  𝑆𝑆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑆𝑆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁
  =  А𝐶𝐶

С𝐾𝐾
 = 2𝑥𝑥

𝑥𝑥
 = 2, 

 𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵 = 1
2
 SNAC = 𝟏𝟏

𝟒𝟒
 S. 

3) Медиана NM  делит ∆NBC  на равновеликие, следовательно SNBM = SNMC = 𝟑𝟑
𝟒𝟒
 S 
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4) Медиана АМ делит площадь ∆AВC   пополам, то SAMC = 1
2
 S,  а  SMCK = 1

2
 SAMC = 𝟏𝟏

𝟒𝟒
 S, так как  

АС:СК =2: 1. 5) SNMK = SNMC +  SNCK + SMCK = 3
4
 S + 1

4
 S + 1

4
 S = 5

4
 S. 

Ответ: 5
4
 S. 

 
3.1.6. (ЮФМЛ) В треугольнике ABC точка M на стороне AB расположена так, что  
AM :MB =1: 2.  Через точку M проводится прямая, которая пересекает сторону AC в точке K и луч 
BC в точке N. Найти отношение AK : KC , если известно, что площади треугольников BMN и ABC 
равны.  
 
Решение: 1 способ 

 

1) Пусть SABC = SBMN = S,  тогда   𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑁𝑁

=  𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵

  = 1,  
3𝑡𝑡 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵
2𝑡𝑡  ∙𝐵𝐵𝐵𝐵

  = 1,     3 ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2 ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵    или   𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐵𝐵𝐵𝐵

= 2
3
   иначе   

BN = 3x,  BC = 2x, a CN = x. 
2) 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑀𝑀𝑀𝑀
= 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃𝑃𝑃
= 1

2
  или  АР = у, РС = 2у. 

3) ∆ABC ∼ ∆ AMP,   𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

= 𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐵𝐵𝐵𝐵

= 1
3
,  тогда MP = 2𝑥𝑥

3
. 

4) ∆NCK ∼ ∆ AKMP,  𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑀𝑀𝑀𝑀

= 𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑃𝑃𝑃𝑃

= 3𝑥𝑥
2𝑥𝑥

= 3
2
,  т.е.  CK = 2𝑦𝑦∙3

5
 = 6𝑦𝑦

5
,  KP = 2𝑦𝑦∙2

5
 = 4𝑦𝑦

5
,   тогда 

 AK = AP + PK = y + 4𝑦𝑦
5

 = 9𝑦𝑦
5

.  AK : CK = 9𝑦𝑦
5

 : 6𝑦𝑦
5

 = 3
2
. 

  
2 способ (Т. Менелая) 
1) Пусть SABC = SBMN = S,  тогда   𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
=  𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵
  = 1,  3𝑡𝑡 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵

2𝑡𝑡  ∙𝐵𝐵𝐵𝐵
  = 1,     3 ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2 ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵    или   𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐵𝐵𝐵𝐵
= 2

3
,   

иначе  BN = 3x,  BC = 2x, a CN = x. 
2) Для ∆АВС и секущей MN по теореме Менелая имеем  АК

КС
 ∙  𝐶𝐶𝐶𝐶

𝑁𝑁𝑁𝑁
 ∙  𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑀𝑀𝑀𝑀
= 1;   

 АК
КС

 ∙  1
3

 ∙  2
1

= 1;   АК
КС

  = 3
2
. 

 
Ответ: 3 : 2. 
 
3.1.7. Прямая пересекает сторона АВ и АС треугольника АВС в точках Р и М соответственно. 
Найдите отношение площади треугольника АРМ к площади четырёхугольника МСВР, если  
АР : РВ = 5 : 4,    АМ : МС =  3 : 5. 
  
Решение:  
1) SAPM = 0,5 ⋅ 5x⋅ 3y ⋅ sinA = 7,5 xy sinA;   
2) SAPM = 0,5 ⋅ 9x⋅ 8y ⋅ sinA = 36 xy sinA;    
3) 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

=  7,5𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
36𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥−7,7 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

=  75
285

= 5
19

.  
 
Ответ: 5 : 19  

 
3.1.8.  Площадь треугольника АВС равна 40. Биссектриса AD  пересекает медиану ВК в точке Е, 
при этом BD : CD  = 3 : 2. Найдите площадь чтырёхугольника  EDCK. 
 
Решение: 
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1)SACD = 2
5
 SABC = 16, a SABD = 3

5
 SABC = 24. 

2) Построим DM// BK, тогда СМ : МК = 2 : 3, а АК =  СК, то , 
если  СМ = 2у, МК = 3у, то АК = 5 у, SAMD = 8

10
 SADC = 64

5
. 

3)∆ADM ∼ ∆AKE,  SAKE = 25
64

 SAMD = 5. 
4)SCDEK = SABC – (SABD + SAKE ) = 40 – (24 + 5) = 11. 
 Ответ:  11 

 
 
3.1.9.   Биссектриса угла А треугольника АВС делит медиану, проведённую из вершины В в 
отношении 5 : 4, считая от вршины В. В каком отношении, считая от вершины С, эта биссектриса 
делит медиану, проведённую из вершины С?. 
 
 

 

Решение: 
1)Так как AK – биссектриса ∆АВM , то  𝐾𝐾𝐾𝐾

𝐾𝐾𝐾𝐾
= 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴
; 

 5
4

= 2𝑏𝑏
𝑎𝑎

   ⇒   a = 8𝑏𝑏
5

; 

2) AР – биссектриса ∆АCE, то 𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑇𝑇𝑇𝑇

= 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

;  𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑇𝑇𝑇𝑇

 = 2𝑎𝑎
𝑏𝑏

 = 16𝑏𝑏 
5𝑏𝑏

.= 16 
5

, 
 
Ответ: 16 : 5. 

 
 
3.1.10.   Биссектриса угла В треугольника АВС делит медиану, проведённую из вершины С  в 
отношении  7 : 2 , считая от вршины С. В каком отношении, считая от вершины А, эта биссектриса 
делит медиану, проведённую из вершины А?. 
 

 

Решение: 
1)Так как ВР – биссектриса ∆АВС, то СР

РН
= ВС

ВН
; 

 7
2

= 2𝑎𝑎
𝑐𝑐

   ⇒c = 4𝑎𝑎
7

; 

2) ВР – биссектриса ∆АВO, то 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑂𝑂Н

= В𝐴𝐴
В𝐶𝐶

;  𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑂𝑂Н

= 4𝑎𝑎∙2
7𝑎𝑎

 

= 8
7
. 

 
Ответ: 8

7
. 

 
 
3.1.11. (Реальный ГИА_2013, В_1301) Через середину К медианы  ВМ треугольника АВС и 
вершину А  проведена прямая, пересекающая сторону ВС в точке Р. Найдите отношение площади 
треугольника АВК к плошади четырехугольника КРСМ. 
      
Решение 
1)Пусть SFDC = S.  
Так как ВМ – медиана  ∆АВС, а АК – медиана 
∆АВМ, то  SАВМ = 1

2
 S, a SАВК = SАМК =  

1
4
 S. 

2) Построим МН // АР. 
Так как СМ = МА, то СН = НР и так как ВК = 
КМ, то и ВР = РН, т.е. ВР = 1

3
 ВС, а следовательно 

SАВР =1
3
 S. 

3) SСМКР = SАВС – (SАВР + SАКВ) = S – (1
3
 S + 1

4
 S) = 

5
12

 S.  
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4) SАВК : SСМКР = 1
4
 S : 5

12
 S = 3

5
. 

Ответ:  3
5
. 

 
 
3.1.12. (ТВ№2 от А.Л. 2012 г) В треугольнике АВС на прямой ВС выбрана точка К так, что 
ВК:КС=1:2. Точка Е – середина стороны АВ. Прямая СЕ пересекает  отрезок АК в точке Р. Найдите 
площадь треугольника АЕР, если площадь треугольника АВС равна 120. 
Ответ:  12  или  20. 
 
3.1.13. (ТВ№5-2012 от А.Л.) В треугольнике АВС  на стороне АВ расположена точка К так, что  
АК : КВ = 3 : 5. На прямой АС взята точка Е так, что АЕ = 2СЕ.  Известно, что прямые ВЕ и СК 
пересекаются в точке О. Найдите площадь треугольника АВС,  если площадь треугольника ВОС  
равна 20. 
 
Решение: 
1 слчай: Точка Е лежит на отрезке АС. 
Построим ЕТ // СК, тогда ВС : КТ = ВО : 
ОЕ  = 5 : 1. То есть SOEC = 20 : 5 = 4,  SBEC = 
24,   
SBEA  = 24 ⋅ 2 = 48,  SBAC = 48 + 24 = 72. 
  
 

 

 

2 случай: Точка Е лежит на продолжении стороны 
АС. 
1) SBCE = SABC = S1;  SOCE = SAOC = S2 как 
треугольники имеющие общую вершину и 
равные основания. 
Тогда  2(S1 + S2) = 40 ⇒ SABО = 40.  
2) SBКО = 5

8
 SABО  = 5

8
 ⋅ 40 = 25 ⇒   

SBКС = 25 - SBCО = 25 – 20 = 5. 

3) SАКС = 5
8
 SBКС = 5

8
 ⋅ 5 = 3.  Тогда  SABС = SАКС + SBКС = 5 + 3 = 8. 

Ответ:  8;  72. 
 
3.1.14. (ТВ№36-2013, А. Л.)  В треугольнике АВС на стороне АВ расположена точка К так, что 
АК:КВ=3:5. На прямой АС взята точка Е так, что АЕ=2СЕ. Известно, что прямые ВЕ и СК 
пересекаются в точке О. Найдите площадь треугольника АВС, если площадь треугольника ВОС 
равна 20. 
 
Решение: 

 
Рис.1 

  
Рис.2 
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1. Пусть Е лежит на стороне АС  (Рис.1) и S∆EOC = S,  тогда  S∆EOА = 2S, так как их площади 
пропорциональны основаниям. 
S∆EВC = S + 20 ⇒ S∆EВА = 2(S + 20) = 2S + 40  ⇒ S∆ОВА =  40  ⇒ S∆ОВК =   5

8
 ∙ 40 = 25, а  S∆СВК = 20+ 25 

= 45 ⇒ S∆АВC = 8
5
 ∙ 45 = 8 ⋅ 9 = 72. 

2. Пусть Е лежит на продолжении стороны АС, АС = СЕ  (Рис.1) и S∆КВC = S,  тогда 𝑆𝑆+20
𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

=  5
3
,  

  𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =3
5
 S + 12,   то есть S∆ОКА = 12 = S∆ОСЕ,  а  S∆ВСЕ = 20 – 12 = 8 ⇒  так как  S∆ВСЕ  = S∆ВСА , то  

S∆AВС  = 8. 
Ответ:   72;  8. 
 
3.1.15.  В треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка D, а на стороне АВ – точка К, так, что 
ВD : DС = 1 : 2  и  ВК : КА = 4 : 1.  Отрезки АD и СК пересекаются в точке Е. Найти отношение 
площадей треугольников КВD  и КDЕ. 
Ответ: 5,5. 
 
 
 

i Теорема Менелая 
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Иначе:  

Дан ∆АВС и прямая МР пересекающая две стороны и 
продолжение третьей. Тогда по теореме Менелая 
АМ
МВ

 ∙ ВК
КС

 ∙ СР
РА

 = 1;    ВК
КС

 ∙ СР
РА
∙ АМ
МВ

= 1;     СР
РА
∙ АМ
МВ

 ∙  ВК
КС

 = 1. 
 
Примечание: «Обход» можно начинать с любой вершины и 
в любом направлении по сторонам, но двигаться -  от 
вершины до точки пересечения прямой со стороной и от 
точки до вершины:  

А→Р →С →К →В →М →А  или  А→М →В →К →С→Р →А   

99 
 

                                                                                                                                                             

Яг
уб
ов
.Р
Ф



ОКРУЖНОСТЬ  РЕШЕНИЕ 

 4.1. Окружность. 
 
• Вписанный угол равен половине дуги,  на которую он опирается; 
• Угол между касательной и хордой, проходящей через точку касания, равен половине дуги, 

заключенной между ними. 
• Если две хорды пересекаются, то произведение отрезков одной хорды равно произведению отрезков 

другой хорды. 
• Отрезки касательных прямых к окружности равны. 
• Пусть через точку А проведена касательная АВ к окружности  (В – точка касания) и секущая, 

пересекающая окружность в двух точках Р и Q.   Тогда  АВ2 = АР ⋅ AQ. 
• Пусть через точку А проведены секущие к окружности, пересекающие её в точках первая В1 и С1, а 

другая – В2 и С2. Тогда АВ1 ⋅ АС1 = АВ2⋅АС2. 
 

ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 1 
 

 

Доказательство: 
∆АС1В2 ∼ ∆АС2В1 по двум углам: ∠ АС1В2 = ∠ АС2В1 как углы, 
опирающиеся на дугу  В1В2.   ∠ С1В1С2 = ∠ С1В2С2  как углы 
опирающиеся на дугу С1С2, а следовательно равны углы, 
дополняющие их до 180° , т.е. ∠ АВ2С1 = ∠ А В1С2. 

Тогда АС1
АС2

 = АВ2
АВ1

  или   
АВ1 ·АС1 = АВ2 ·АС2. 

 
Взаимное расположение окружностей: 
 
• При любом способе касания точка касания и центры окружностей лежат на одной прямой. 

 
• При внешнем касании центры окружностей расположены на линии центров по разные стороны от 

точки касания, при внутреннем – по одну сторону. 
 

• Расстояние между центрами касающихся окружностей радиусов R и r ( R ≥ r ) равно R + r при 
внешнем касании и R -r при внутреннем. 

 
ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 2 

 

 

Отрезок общей внешней касательной к двум касающимся окружностям  
радиусов  r и R равен 2 √𝑅𝑅 ∙ 𝑟𝑟. 
Доказательство: 
Отрезок СВ = О1О2 = R + r,    Отрезок АС = R – r,  тогда   
АВ = √СВ2 − АС2  = �(𝑅𝑅 + 𝑟𝑟)2 − (𝑅𝑅 − 𝑟𝑟)2  = √4𝑅𝑅 ∙ 𝑟𝑟  = 2 √𝑅𝑅 ∙ 𝑟𝑟.        
АВ =2 √𝑹𝑹 ∙ 𝒓𝒓. 

 
 
Окружность, касательные, секущие и хорды: 
• Радиус ( диаметр), перпендикулярный хорде, делит хорду пополам. 

 
• Пересекающиеся окружности в точках А и В имеют общую хорду АВ.  

 
• Общая хорда двух пересекающихся окружностей,  перпендикулярна линии центров и делится ею 

пополам 
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4.1.1. (2010) Дана окружность и точка М. Точки А и В лежат на окружности, причем А – ближайшая к М 
точка окружности, а В – наиболее удаленная от М точка окружности. Найдите радиус окружности, если 
МА = a и МВ = b. 
 
Решение:  
1)Пусть М – точка, лежащая внутри окружности, тогда ближайшая к ней точка окружности и наиболее 
удаленная от неё точки  лежат на линии центра, т.е. на диаметре окружности,  тогда радиус окружности 

R = 
2

ab + . 

                        

2) Пусть М – точка, лежащая вне окружности, тогда радиус окружности R = 
2

ab −  

Ответ:
2

ab −
   или    

2
ab +

 

 
4.1.2. Радиус окружности равен 1. Найдите величину вписанного угла, опирающегося на хорду, равную 

2 . Ответ дайте в градусах. 
 
Решение: 

 

По теореме синусов из ∆АСВ получим: R
АСВ

АВ 2
sin

=
∠

, отсюда  

sin∠AСB = 
R

AB
2

 = 
2
2

,   ∠AСB = 45°  

 или ∠AСB = 135°.  
Аналогично ∠AСB равен   45° или    135°. 
Ответ: 45° или    135°. 

 
4.1.3.  Две параллельные хорды окружности, радиус которой 25, имеют длину 14 и 40. Найдите 
расстояние между этими хордами. 
  
Задача аналогичная задаче про трапецию. (Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность 
радиуса 25. Найдите высоту трапеции.). 
Ответ: 9; 39. 
 
4.1.4.  (2010) Окружности радиусов 2 и 4 касаются в точке В. Через точку В проведена прямая, 
пересекающая второй раз меньшую окружность в точке А, а большую – в точке С.  Известно, что  AC =   

23 .   Найдите ВС.  
 

Рис.1 
  Рис. 2 
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1 случай, Рис. 1. 

∆АО1В ∼ ∆СО2В  по двум углам, тогда ВС = 2 АВ, или ВС = 
3
1  2АС = 2 2 . 

2 случай, Рис. 2. 
1)∠ВАО1 = 90°, так как ВО1 – диаметр окружности, ⇒О1А ⊥ ВС, ⇒ АВ = АС, так как ∆ВО1С – 
равнобедренный, тогда ВС = 6 2 .  
2) По свойству сторон треугольника ВО1 + О1С > BC,  то есть,  6 2 < 8.  
 2 > 1,4 тогда  6 2 > 8. Получили противоречие, задача с таким условием решения не имеет. 
Ответ: 2 2 ;   6 2 . 
 
4.1.5.  (2010) Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 3 и 4. Найдите радиус окружности, 
касающейся этой прямой и сторон угла. 
 
Решение: 

 

1 случай. Окружность вписана в прямоугольный треугольник 
с катетами 4 и 3, гипотенузой 5. Тогда радиус вписанной в 
треугольник окружности равен SABC : p, где р – полупериметр. 

r = 
6

32

2

2
1

⋅
=

++

⋅

ABCBAC

CBAC
 =1. 

 
2 случай: Окружность вневписанная в треугольник. Пусть AJ = AL = x,  a JB = BK = 5 – x, тогда  
CL = 3 + x,  CK = 4 + 5 – x,  но так как СKO1K – квадрат, то CL = CK  и 3 + x = 4 + 5 – x, 2х = 6, х = 3, CL 
= О1L = 6. 
Ответ:  1;  6. 
 
4.1.6.  Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5 и 12. Найдите радиус окружности, касающейся 
этой прямой и сторон угла. 
Ответ:  2; 15.  (Задача аналогичная 4.1.5.) 
 
4.1.7.  (2010) Прямая касается окружностей радиусов R и r в точках А и В. Известно, что расстояние 
между центрами равно a, причем r < R  и . R + r < a   Найдите АВ. 
 
Решение: 

  Рис. 1. Рис. 2. 
 
1 случай:  (Рис. 1)  Прямая АВ находится по одну сторону от центров О и О1. 
Построим ВР || ОО1,  РА = R – r,  PB = a,   

AB  = 22 )( rRа −− .  
 
2 случай: (Рис. 2)   Прямая АВ  расположена по разные стороны от центров окружностей. 
Построим ВР || ОО1,  РА = R + r,  PB = a,   

AB  = 22 )( rRа +− .  

Ответ: 22 )( rRа −− ;  22 )( rRа +− . 
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4.1.8.  (2010) Окружности S1  и S2 радиусов R и r (R > r) соответственно касаются в точке А. Через точку 
В, лежащую на окружности S1, проведена прямая, касающаяся окружности S2 в точке М. Найдите ВМ, 
если известно, что  AB = a. 
 
Решение: 

 
 
Рис. 1  

Рис. 2 
 
Рис. 3 

 
1.Рис.1 
1).  Для ∆О1ВА запишем теорему косинусов:  O1B2 = O1A2 + AB2 – 2 ⋅ O1A⋅ AB⋅ cos ∠A,   

  R2 = R2 + a2 – 2Ra ⋅ cos ∠A,    cos ∠A = 
R
а

2
. 

2) ∠O2AB = 180° - ∠A,  тогда из ∆О2ВА найдем   О2В:  О2В2 = r2 + a2 + 2 r a⋅
R
а

2
. 

3) По теореме Пифагора из ∆О2ВМ найдем ВМ:   ВМ2 = r2 + a2 + 2 r a⋅
R
а

2
 - r2 = . a2 + 

R
ra2

. 

BM = 
R
ra +⋅ 1 . 

 
2. Рис.2. Решение точно такое же,  как и по Рис. 1. 
 

3. Рис. 3. 1)   Для ∆О1ВА  cos ∠A = 
R
а

2
.  2) из ∆О2ВА имеем О2В2 = r2 + a2 -  2 r a⋅

R
а

2
. 

3) По теореме Пифагора из ∆О2ВМ найдем ВМ:   ВМ2 = r2 + a2 - 2 r a⋅
R
а

2
 - r2 = . a2 - 

R
ra2

. 

BM = 
R
ra −⋅ 1 . 

Ответ:  
R
ra +⋅ 1 ;   

R
ra −⋅ 1 . 

 
4.1.9.  (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром О. Хорда АВ пересекает радиус ОС в точке D, 
причем ∠CDA = 120°  Найдите радиус окружности, вписанной в угол ∠ADC и касающейся дуги АС, 
если OD = 3 . 
 
Решение: 
1) Рис. 1 Окружность, вписанная в угол касается данной внутренним образом. Пусть r – радиус искомой 

окружности.   Так как ∠ADC = 120°, то   ∠DО1К = 30°, тогда DК = r ⋅ tg 30° = r ⋅ 
3
3

.    
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Отрезок  OD = 3 ,  тогда   ОК = 3  + r ⋅ 
3
3

, а отрезок ОО1 = 2 -  r. 

    Рис. 1                             Рис.2 

Для ∆ОКО1  запишем теорему Пифагора:  ОК2 + О1К2 = ОО1
2  или  ( 3  + r ⋅ 

3
3

)2 +  r2 = (2 -  r)2. 

3 + 2r + r2 
3
1

 + r2 = 4 – 4r + r2;     
3
1

 r2  + 6r - 1 = 0;    r2  + 18 r – 3 = 0;  D1 = 84  = 2 21  

Отсюда r = - 9 + 2 21 . 

2) Рис. 2.   DК = r ⋅ tg 30° = r ⋅ 
3
3

.   Отрезок  OD = 3 ,  тогда   ОК = 3  + r ⋅ 
3
3

, 

 а отрезок ОО1 = 2 +  r.   

Для ∆ОКО1  запишем теорему Пифагора:  ОК2 + О1К2 = ОО1
2  или  ( 3  + r ⋅ 

3
3

)2 +  r2 = (2 + r)2. 

3 + 2r + r2 
3
1

 + r2 = 4 + 4r + r2;     
3
1

 r2  -  2r  - 1 = 0;    r2  - 6 r – 3 = 0;  D1 = 12  = 2 3 .  

Отсюда r = 3 + 2 3 . 

Ответ:  3 + 2 3 ;  - 9 + 2 21 . 
 
4.1.10.  (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересекаются в точках А и В. Найдите расстояние между 
центрами окружностей, если АВ = 16. 
 
Решение: 
1 случай: ( Рис. 1)  окружности пересекаются внешним образом.  ВА ⊥ О1О2 и точкой К делится 
пополам, тогда  ВК = 8. 

Рис. 1   Рис. 2 
По теореме Пифагора из ∆О1ВК     О1К = 6,  из ∆О2ВК     О2К = 22 817 −  = 15.   
Тогда О1О2 =  О2К +  О1К  = 6 + 15 = 21. 
 
2 случай: (Рис. 2) Окружности пересекаются внутренним образом.   
Тогда О1О2 = О2К - О1К = 10 – 6 = 9. 
Ответ: 21  или  9. 
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4.1.11.  (2010) Окружности с центрами О1 и О2 пересекаются в точках А и В. Известно, что ∠АО1В = 90°, 
∠АО2В = 60°, О1О2 = а.  Найдите радиусы окружностей. 
 
Решение: 
 

  Рис. 1   Рис. 2 
 
1 случай.(Рис. 1) 
1) Так как ∠АО1В = 90°, то ∠АО1О2 = 45°;  ∠АО2В = 60°, то ∠АО2О1 = 30°;  ∠О1АО2 = 180° - 75°. 

2) Из АО1О2 по теореме синусов получим: 
21 sinsinsin O

r
O

R
A

a
==  

 

R = 
)3045sin(

45sin




+
⋅a

= 
31

2
+

a ;   r = 
)3045sin(

30sin




+
⋅a

= 
31

2
+
a

. 

2 случай. (Рис. 2) 
 1) Так как ∠АО1В = 90°, то ∠АО1Н = 45°,  а  
∠АО1О2= 135°;  ∠АО2В = 60°, то ∠АО2О1 = 30°;  ∠О1АО2 = 180° - 165° = 45°- 30°.  

2) Из ∆ О1АО2  по теореме синусов получим: 
21 sinsinsin O

r
O

R
A

a
==  

 

R = 
)3045sin(

135sin




−
⋅a

= 
31

2
−

a ;   r = 
)3045sin(

30sin




−
⋅a

= 
31

2
−
a

. 

Ответ: 
31

2
+

a  и 
31

2
+
a

; 
31

2
−

a  и 
31

2
−
a

. 

 
4.1.12.   (2010) Точка О – центр окружности радиуса 2. На продолжении радиуса ОМ взята точка А.  
Через точку А  проведена прямая, касающаяся окружности в точке К. Известно, что ∠ОАК =60°.  
Найдите радиус окружности, вписанной в угол ОАК и касающейся данной окружности внешним 
образом. 
 
Решение: 

 

1) ∠ ОАК = 60°, тогда АК = 2 : tg 60° = 
3

32
. 

2) KK1
2 = (2 + r)2 – (2 – r)2 = 8 r ⇒KK1 = 2 r2  

3) AK1 = r : tg 30° = 3 r,  

 KK1 = AK – AK1  ⇒ KK1 = 
3

32
 - 3 r, тогда  

3
32

 - 3 r = 2 r2 . 

Решим последнее уравнение и получим: 9 r2 – 36r + 4 = 0, D = 288,    r1 = 2 - 
3

34
;  r2 = 2 + 

3
34

;   
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Ответ: 2 - 
3

34
;   2 + 

3
34

.   

 
4.1.13.  (2010) Окружности с центрами О и В радиуса ОВ пересекаются в точке С. Радиус ОА 
окружности с центром О перпендикулярен ОВ, причем точки А и С лежат по одну сторону от прямой 
ОВ. Окружность S1  касается меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а также прямой ОА, а окружность 
S2  касается окружности с центром В, прямой ОА и окружности  S1. Найдите отношение радиуса 
окружности S1 к радиусу окружности S2. 
 
Решение: 
 

Рис. 1 Рис.2 
 
1 случай, Рис. 1. 
1) ОI – общая касательная к окружностям с центрами в точках В и К, и радиусами R и  a соответственно. 
Тогда ОI = 2 Ra ⋅ , ОК = R - a.  Из ∆ОIK по теореме Пифагора имеем:  
(R – a)2 = 4aR + a2,  R2 – 2aR + a2  = 4aR + a2,    R = 6a.  
2) ОJ – общая касательная к окружностям с центрами в точках В и E, и радиусами R и  b соответственно.  
Тогда ОJ = 2 Rb ⋅ ;  OJ - общая касательная к окружностям с центрами в точках K и E, и радиусами a и  

b соответственно,  тогда  IJ = 2 аb ⋅ ;   

3) OI = IJ + JO,   2 Ra ⋅  = 2 Rb ⋅  + 2 аb ⋅ ,   a 6  = аb ⋅ ( 6  + 1).  
6

16 +
=

b
а

  или 

6
627 +

=
b
a

. 

2 случай, Рис. 2. 
1) JO = OI + IJ,  2 Rb ⋅  = 2 Ra ⋅  + 2 аb ⋅ ,  аb ⋅  6 = a 6  + аb ⋅ , a 6  = аb ⋅ (1 - 6 ).   

6
61−

=
b
а

,       
6

627 −
=

b
a

. 

Ответ: 
6

627 −
=

b
a

;   
6

627 +
=

b
a

. 

 
4.1.14.   (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30°, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите 
радиус окружности, проходящей через точки  А, D  и касающейся прямой ВС.  
 
Решение:  
1) Пусть окружность с центром в точке О касается прямой ВС в точке Р и пересекает сторону ВА в 
точках А и D. Тогда ОР ⊥ ВС и ОК – серединный перпендикуляр отрезка АD,   АК = КD = 1. 
2) По теореме о касательной и секущей ВР2 = ВD ⋅ ВА,   ВР2 = 1⋅ 3 = 3,   ВР = 3 . 
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3) Отрезок ВК = 2,  ВЕ = ВК : cos 30° =  2: 0,5 3  = 
3

34
, тогда 

 

  

Из рис 1:   РЕ = 
3

34
 - 3  = 

3
3

                      Из рис 2:  РЕ = 
3

34
 + 3  = 

3
37

 

4) ОР ⊥ ВС  и  ОК ⊥ ВА, тогда ∠АВС = ∠ РОЕ = 30°. 
ОР = РЕ : tg ∠ РОЕ = PE : tg 30°. 

Из рис 1:  OP = 
3
3

 : 
3
3

 = 1.                               Из рис 2:  OP = 
3

37
 : 

3
3

 = 7.  

Ответ:  1 или 7. 
 
4.1.15.   Окружности радиусов 4 и 9 касаются внешним образом, лежат по одну сторону от некоторой 
прямой. Найдите радиус окружности, касающийся каждой из двух данных и той же  прямой. 
Решение: 
 

                         
 
1 случай: (рис. 2).  
Пусть окружности данных радиусов с центрами в точках О1 и О2 касаются прямой в точках Р и М 
соответственно, а искомая окружность с центром в точке О3 и радиуса r касается прямой в точке К.  

MP = 12513)( 222
21

2
12 =−=−− РОРООО ; 

МК = rrrrМООО 4)4()4()( 222
2

2
2 =−−+=−− ; 

КР = rrrrPООО 6)9()9()( 222
1

2
31 =−−+=−−  

МР = МК + КР;   12 = 10 r ,  r = 1,44. 
 
2 случай: (рис. 3).  
Пусть окружности данных радиусов с центрами в точках О1 и О2 касаются прямой в точках Р и K 
соответственно, а искомая окружность с центром в точке О3 и радиуса r касается прямой в точке P.  

MK = 12513)( 222
21

2
12 =−=−− РОРООО ; 

KP = rrrrМООО 4)4()4()( 222
2

2
2 =−−+=−− ; 

Рис 1 Рис 2 
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MР = rrrrPООО 6)9()9()( 222
1

2
31 =−−+=−−  

МK = МP - КР;   12 = 2 r ,  r = 36.                                                               
Ответ: 1,44;   36. 
 
4.1.16.  На стороне АС угла АВС, равного 45°, взята такая точка D, что 
 CD = АD = 2. Найдите радиус окружности, проходящей через точки А и D,  и касающейся прямой ВС. 

  Рис. 1                    Рис. 2 
 
1 Случай, Рис. 1.  
1) По свойству касательной и секущей СВ2 = АВ ⋅ DB;  СВ2 = 2 ⋅ 4,  CB = 2 2 . 
2) Из ∆ ВСD по теореме косинусов DC2 = BC2 + BD2 – 2⋅ BC⋅ BD ⋅cos 45°,   DC2 = 8 + 4 – 8 = 4, 
DC = 2; 
3) Так как ОС ⊥ ВС, то ∠DCO = 45°,  a ∠DOC = 90°,  тогда ОС = 2 . 
 
2 Случай, Рис. 2.  
1) Построим АВ ⊥ ВС,  ∠АCB = 45°,  СВ = ВА = 2 2 .  
2) По свойству касательной и секущей МС = 2 2 ; 
3) Построим АР ⊥ ОМ, МР = АВ =  2 2 ,  АР = CB + MC = 4 2 ,    ОР = R - 2 2 . 
 Для  ∆ ОРA теорема Пифагора имеет вид: R2 = 32 + (R - 2 2 )2,    R = 5 2 . 
 
Ответ: 2 ;  5 2 . 
 
4.1.17.  Найдите длину отрезка общей касательной к двум окружностям, заключённого между точками 
касания, если радиусы окружностей равны 23 и 7, а расстояние между центрами окружностей равно 34. 
 
Решение: 

Рис. 1 Рис. 2 
 

Рис. 1:   ОС  =  23 – 7 =  16,      СО1 = АВ = �ОО12 − ОС2  =  √342 − 162 = 30. 

Рис. 2:  ВС  =  23 + 7 =  30,     АВ = √АС2 − ВС2  =  √342 − 302    
 
Ответ:  30;  2√70. 
 
4.1.18    Две окружности касаются друг друга в точке К .  Продолжение хорды АВ первой 
окружности касается второй окружности в точке М . Найдите АК , если ВК = 12 , 
АМ = 24 , ВМ = 18 . 
Ответ: 16.    Указание: это – одна из задач олимпиад в древней Александрии. 
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Рассмотрите два случая. В каждом из случаев докажем, что КМ – биссектриса угла К 
треугольника АКВ . 
 
Две окружности касаются внутренним образом в точке М. Хорда АВ касается внутренней окружности в 
точке Р. Доказать, что МР – биссектриса угла АМВ. 

 

Доказательство: 
Построим касательную к окружностям 
проходящей через общую точку М. 
1)∠ВМК = ∠Р2МК  = α - как угол между 
касательной МК и хордой ВМ, дуга МР2 = 2⋅α  
 а ∠ Р2Р1М  = ∠ Р2РМ  =   1

2
 ∪ МР2 = α. 

2) ∠РМВ = ∠ Р2РВ  = β 
3) ∠МРВ = ∠ Р2РМ  +  ∠ Р2РВ  = α + β. 
4) ∠МРВ = α + γ    - как  внешний угол ∆АРМ. 
5) α + β = α + γ,   β = γ, МР – биссектриса угла 
АМВ. 

 Примечание:  из подобия треугольников, можно доказать, что АР : РВ = АМ : МВ, те МР – 
биссектриса. 

 
4.1.19.   Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5 и 12. Найдите радиус окружности, 
касающейся этой прямой и сторон угла. 
 
Решение: 
 

 

1) Пусть СВ = 5, АС = 12, тогда по теореме 
Пифагора АВ = 13. 
2) Радиус вписанного в треугольник окружности 
СР = СВ+СА−АВ

2
  = 5 +12 −13

2
 = 2. 

3) МВ + МА = АВ = 13. Пусть ВТ = МВ = х,  а  
АМ =  АК =  13 – х.    
4) По свойству касательных СТ = СК, или  
СВ + ВТ = СА + АК,  5 + х = 12 + 13 – х,   
2х  = 20, х = 10. 

5) Так как радиус искомой окружности - отрезок О1Т = СТ, то О1Т = 5 + 10 = 15. 
Ответ:  2 или 15 
 
4.1.20.  В окружности, радиус которой равен 5, проведена хорда АВ = 8 .  Точка С лежит на хорде АВ 
так, что АС : ВС = 1 : 2.  Найдите радиус окружности, касающийся данной окружности и касающейся 
хорды АВ  в точке С. 
Решение: 

  Рис.1  Рис.2 
 
Рис. 1. 
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1) Построим ОК ⊥ АВ, тогда по теореме Пифагора ОК = 3.  Так как АС : ВС = 1 : 2, то АС = 8
3
 , СК =  АК 

– АС = 4 - 8
3
  = 4

3
.   

2) Построим СН ⊥О1С,   где  О1С ⊥ АВ, тогда ОКСН – прямоугольник, СН = ОК = 3,  
ОН = СК = 4

3
.  

3) ОО1  = 5 – r, где r  - искомый радиус, НО1 = СН + r = 3 + r,  ОН = 4
3
,  тогда по теореме Пифагора   (5 – 

r)2 = (3 + r)2 + �4
3
�
2
,  25 - 10r + r2 = 9 + 6r + r2 + 16

9
,  r = 8

9
. 

Рис.2. 
1) СО1 = r = искомый радиус,  НО1 = r – СН =  r – 3,  ОН =  4

3
,  ОО1  = 5 – r,  

 (5 – r)2 = (r - 3)2 + �4
3
�
2
,   25 - 10r + r2 = 9 -  6r + r2 + 16

9
,  4r = 8 ∙16

9
,  r = 32

9
. 

Ответ:  8
9
  или 32

9
 . 

 
4.1.22. Две окружности, касающиеся прямой в точках A и B, пересекаются в точках C и D, причем  AB = 
8, CD = 15. Найдите медиану CE треугольника ABC. 
 
Решение: 
1)Пусть прямая CD пересекаем АВ в точке М. Тогда по свойству касательной и секущей имеем:  МВ2 = 
МС⋅ МD,   МА2  = МС⋅ МD  ⇒ MB = MA  = 4 ⇒ M – середина АВ  и точка М совпадает с точкой Е.  
2) Пусть СЕ = х, тогда  

 
Рис.1 

ЕD  = x + 15;   х ⋅(х + 15) = 16;   
х2 + 15х – 16 = 0; х = 1, т.е. СЕ = 1 

 
Рис.2  

ЕD = х – 15;  х ⋅(х - 15) = 16;   
х2 - 15х – 16 = 0;  х = 16, т.е. СЕ = 16. 

Ответ: 1 или 16. 
 
4.1.22. На стороне прямого угла с вершиной A взята точка O, причем AO = 7. С центром в точке O 
проведена окружность S радиуса 1. Найдите радиус окружности, вписанной в данный угол и 
касающейся окружности S. 
 
Решение: 

 Рис. 1  Рис. 2 
1 случай: (Рис. 1) 
КО2 + КО1

2 = ОО1
2,    (7 – r)2 + r2 = (r + 1)2;  r2 – 16r + 48 = 0,  r = 12,   r = 4. 

2 случай: (Рис. 2) 
КО2 + КО1

2 = ОО1
2,    (r - 7)2 + r2 = (r + 1)2;  r2 – 16r + 48 = 0,  r = 12,   r = 4. 

Ответ:12;   4. 
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4.1.23.  Расстояние между центрами окружностей радиусов 1 и 9 равно 17. Обе окружности лежат по 
одну сторону от общей касательной. Третья окружность касается обеих окружностей и их общей 
касательной. Найдите радиус третьей окружности.    
  
Решение: 
 

 
Рис.1 

 
Рис.2 

 
Рис.3 

Воспользуемся формулой расстояния между точками касания, если известно расстояние между 
центрами: пусть О1А = R,  O3B = r, O1O3 = d.  AB = �𝑑𝑑2 − (𝑅𝑅 − 𝑟𝑟)2. 
По условию  О1А = R = 9,   O3B = r  = 1;  О2С = х – искомый радиус; O1O3 = d = 17,  
Рис.1:  O1O2 = 9 + х,  O3O2 = 1 + х. 
Тогда АВ = �𝑑𝑑2 − (𝑅𝑅 − 𝑟𝑟)2 = √172 − 82 = 15;  АС = �(9 + х)2 − (9 − х)2 = 6 √х; 
СВ = �(1 + х)2 − (1 − х)2 = 2 √х; Тогда АВ = АС + СВ;  8√х = 15,  х = 225

64
. 

Рис.2: АВ = 15  и АВ = �(9 + х)2 − (9 − х)2 = 6 √х;  6 √х = 15,  х = 25
4

. 

Рис. 3:  АВ = 15  и АВ = �(1 + х)2 − (1 − х)2 = 2 √х; 2 √х = 15, х = 225
4

. 

Ответ: 225
64

  или  25
4

  или 225
4

. 
 
4.1.24.  (ЮФМЛ) В окружности с центром О на хорде АВ расположены точки М и К, так что  
АМ : МК = 2 : 3, МК : КВ = 9 : 1. Известно, что ОМ = 6, ОК = 9. Найти радиус окружности. 
Решение: 

 

1)МК = 9у или МК = 3х, тогда АМ = 2х или АМ = 6у, т.е.  
АВ = 6у + 9у + у = 16у, а МВ = 9у + у = 10у. 
2) � PK ⋅ KL =  AK ⋅ KB

𝐶𝐶𝐶𝐶 ∙ 𝑀𝑀𝑀𝑀 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑀𝑀𝑀𝑀   или  
 

 �
(𝑅𝑅 + 9) ∙ (𝑅𝑅 − 9) = 15𝑦𝑦 ∙ 𝑦𝑦

(𝑅𝑅 + 6) ∙ (𝑅𝑅 − 6) = 6𝑦𝑦 ∙ 10𝑦𝑦 ;   �𝑅𝑅
2 − 81 = 15𝑦𝑦2

𝑅𝑅2 − 36 = 60𝑦𝑦2
; 

 
3R2 = 288;  R2 = 96;   R = 4 √6. 
 
Ответ: 4 √6. 

 
 
4.1.25. (ЮФМЛ) Окружность радиуса R касается сторон угла, величина которого равна 2α. Найдите 
радиусы окружностей, каждая из которых касается заданной окружности и сторон угла. 
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Рис.1 

1) R1 = AO1⋅sinα;   
Рис. 1: AO1 = АО – R – R1 = 𝑅𝑅

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
 – R – R1; 

R1 = � 𝑅𝑅
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

−  𝑅𝑅 −  𝑅𝑅1� ⋅sinα;   

R1 = 𝑅𝑅(1−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)
1+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

. 
 
Рис. 2: AO1 = АО + R + R1 = 𝑅𝑅

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
 + R + R1; 

R1 = � 𝑅𝑅
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

+  𝑅𝑅 +  𝑅𝑅1� ⋅sinα;   

R1 = 𝑅𝑅(1+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)
1− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

. 
 
Ответ:  𝑅𝑅(1−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)

1+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
;    𝑅𝑅(1+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)

1− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
. 

 
Рис. 2 

 
4.1.26. (ЮФМЛ) Хорды АC и ВD некоторой окружности перпендикулярны и пересекаются в точке К. 
Известно, что ВС =2√5, СК= 4,  DК = 22.  Найдите периметр четырёхугольника АВСD.   
 
Решение: ВК = 2;  2 ⋅ 22 = 4 ⋅АК,  АК = 11.  АВ = √121 + 4 = 5√5;   
АD = √121 + 484 = 11√5;   DC = √16 + 484 = 10√5.   
P = 2√5  + 5√5 + 11√5 + 10√5  =  28√5. 
Ответ: 28√5. 
 
4.1.27.  (ТВ№6-2013 от А.Л.)    В системе координат задана точка M (x; y),  x > 0,  y > 0. Дана окружность 
с центром в точке M радиуса  r,  причем любая точка окружности имеет положительные координаты.  
Прямая, проходящая через точку O(0;0)  и через точку M, пересекает окружность в точках K и P,  причем 
ордината точки K меньше, чем ордината  точки P.  Прямая, которая касается окружности в точке K,  
пересекает прямые  x = 0  и  
 y = 0  в точках A и B.  Найдите площадь треугольника BOK . 
Решение: 
 

Рис. 1 Рис. 2 
 
ОМ =�х2 + у2,   ОК =  �х2 + у2  - r;   
 
Рис. 1: 

1) ∆OCM ∼ ∆OBK,    𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

  = 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐾𝐾𝐾𝐾

,    𝑥𝑥
𝑦𝑦
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵

�х2+у2  − r
    BK = 𝑥𝑥(�х2+у2  − r)

𝑦𝑦
; 

2)SOKB = 𝐵𝐵𝐵𝐵∙𝑂𝑂𝑂𝑂
2

 = (�х
2+у2  − r)2∙𝑥𝑥

2𝑦𝑦
. 

Рис.2:   

1) ∆OCM ∼ ∆OBK,    𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

  = 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐾𝐾𝐾𝐾

,    у
х
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵

�х2+у2  − r
    BK = у(�х2+у2  − r)

х
; 

2)SOKB = 𝐵𝐵𝐵𝐵∙𝑂𝑂𝑂𝑂
2

 = (�х
2+у2  − r)2∙у

2х
. 

Ответ: (�х
2+у2  − r)2∙𝑥𝑥

2𝑦𝑦
;   (�х

2+у2  − r)2∙у
2х

. 
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4.1.28.   (ТВ№15-2013 от А.Л.)   Точка В – середина отрезка АС, причем AC = 6 . Проведены три 
окружности радиуса 5 с центрами А, В и С. Найдите радиус четвертой окружности, касающейся всех 
трех данных. 
 

 

• Решение:  Таких окружностей две: с центром в точке О1 и с 
центром О2 и радиусами r1  и r2 – соответственно. Так как при 
любом способе касания точка касания и центры окружностей 
лежат на одной прямой, то АО2 = 5 + r2, BО2 = 5 - r2, AB = 3, 
CО2 = 5 + r2. ∆AO2C –равнобедренный, а медиана BО2 – 
является высотой, т.е. ∆AO2В – прямоугольный и по теореме 
Пифагора имеем равенство:  АО2

2  = АВ2 + ВО2
2,  (5 + r2)2 = 9 + 

(5 - r2)2,  r2 = 9
20

. 
ВО1 = СО1 = 5 - r1,  т. е.  ∆ВO1C – равнобедренный, ВК = 1,5 
(медиана и высота), АК = 3 +1,5 = 4,5;   АО1 = 5 + r1. Тогда одна и 
та же высота КО1 из ∆АО1К и ∆С О1К   вычисляется:  (5 + r1)2 - 4,52  
= (5 -)2 – 1,52,    r1 = 9

10
. 

Ответ:  9
20

   или  9
10

 
 
4.1.29.  (ТВ№16-2013 от А.Ларин.)  В окружности проведены хорды KL, MN, PS.  Хорды KL, PS 
пересекаются в точке С,  хорды KL, MN пересекаются в точке А, хорды MN и PS пересекаются в точке 
В,  причем AL = CK , AM= BN , BS = 5 , BC = 4 . Найдите радиус окружности, если величина угла ВАС 
равна 45 градусов. 
 
Решение: 
1) Пусть О – центр описанной около ∆АВС окружности.  Тогда точка О – точка пересечения  
серединных перпендикуляров к отрезкам АВ и АС. Так как АМ = NB, а AL = KC,  то  серединные 
перпендикуляры ОТ и ОD – являются серединными перпендикулярами к отрезкам MN  и KL, т. е. О – 
центр искомой окружности. 
Построим ОF ⊥ CB,  тогда FB = FC = 2, так как ВС = 4. 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 

2)Вписанный  ∠ВАС = 45°, ∪СВ = 90°, ∠ВОС = 90°, а ∠ВOF = 45°, тогда ∆ ВOF  - равнобедренный 
прямоугольный, OF = ВF = 2.  
Так как  OF -  перпендикуляр к  хорде  PS,  то FS = FP  
3) (Рис. 1) FS = FP = 2 + 5 = 7.   Тогда радиус искомой окружности ОS = √𝑂𝑂𝑂𝑂2 + 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = √53. 
4) (Рис. 2) FS = FP = 2 + 1 = 3.   Тогда радиус искомой окружности ОS = √𝑂𝑂𝑂𝑂2 + 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = √13. 
Ответ: √53;  √13. 
 
4.1.30.  (ТВ№18-2013 от А.Л.)   Две окружности касаются внешним образом. Прямая касается первой 
окружности в точке M и пересекает вторую окружность в точках A и B . Найдите радиус первой 
окружности, если известно, что AB = 12, MB = 6, а радиус второй окружности равен 10. 
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Решение: 
Пусть  R = O1A = 10,  OM = r;  Постоим О1Е ⊥АМ, а  ОМ⊥ МА как радиус,  проведенный в точку 
касания.  АЕ = ЕВ = 12 : 2 = 6;    Из ∆ЕО1А     О1А = 8.   

Рис.1 Рис.2 
Построим О1К// АМ,  тогда О1К = ЕМ = 6 +6 =12 , МК = О1Е = 8.  ОО1 = R + r = 10 + r. 
Рис.1:  ОК = r – 8,  по теореме Пифагора: ОО1

2 = ОК2 + О1К2;  (10 + r)2 = 122 + (r – 8)2;   
(10 + r)2 -  (r – 8)2 = 122;  ( 10 + r – r + 8) ( 10 + r + r – 8) = 122;   r = 3. 
Рис 2:  ОК = r + 8,  по теореме Пифагора: ОО1

2 = ОК2 + О1К2;  (10 + r)2 = 122 + (r + 8)2;   
(10 + r)2 -  (r + 8)2 = 122;  ( 10 + r – r - 8) ( 10 + r + r + 8) = 122;   r = 27. 
Ответ: 3;  27. 
 
4.1.31.   (ТВ№33-2013, А. Л.)  Окружности радиусов 3 и 8 касаются друг друга.  Через центр одной из 
них проведены две прямые, каждая из которых касается другой окружности (точки А и В ‐ точки 
касания). Найдите расстояние между точками А и В. 
 
Решение: 
Рис.1:    ОО1 = 3 + 8 = 11;  ОА2 = 121 – 9 = 112;     О1К = х,    КО = 11 – х;   9 – x2 = 112 – (11 – x)2;   

9 – x2= 112 – 121 + 22x – x2;   x = 9
11

;   AB = 2AK = �9 − 81
121

  = 24√7
11

. 

 

 
 

Рис.1 
 Рис.2 

Рис.3 

Рис.2:    ОО1 = 3 + 8 = 11;  О1А2 = 121 – 64  = 57;   ОК = х,    КО1 = 11 – х;  64 – x2 = 57 – (11 – x)2;  x = 64
11

 

AB = 2AK = �64 − 642

121
  = 16√57

11
. 

Рис.3:    ОО1 = 8 – 3 = 5;  ОА2 = 25 – 9 = 16;     О1К = х,    КО = 5 – х;   9 – x2 = 16 – (5 – x)2;   

9 – x2= 16 – 25 + 10x – x2;   x = 9
5
;   AB = 2AK =2 �9 − 81

25
  =2⋅ 3∙4

5
 = 4,8. 

Ответ: 4,8   или  24√7
11

   или   16√57
11

. 
 
4.1.32.   (ТВ№34-2013, А. Л.) Две окружности касаются внутренним образом. Хорда AB большей 
окружности касается меньшей окружности в точке M. Найдите радиус меньшей окружности, если 
известно, что длины отрезков AM = 28, MB = 4, а радиус большей окружности равен 20. 
 
Решение: 
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1 случай: Рассмотрим окружность с центром в точке 
О1:  ОО1 = 20 – r,  AB = 28 + 4 = 32 ⇒  
KM = O1H =  32 : 2 – 4 = 12;   
OK = √202 − 162 = 12;  Для ∆ОРО1 имеем  
(20 – r)2 = 122 + ( 12 + r)2; 64r = 112;  r = 112

64
 =  7

4
 . 2 

случай: Рассмотрим окружность с центром в точке 
О2:  ОО2 = 20 – r,  O2T = 16 – 4 = 12;   
OT =  12 – r; Для ∆ОTО2 имеем  
(20 – r)2 = 122 + ( 12 - r)2;   16 r = 112; r = 7. 
Ответ:   7;   7

4
. 

 
 
4.1. 33. (ЕГЭ 2013 Сибирь) Окружности радиусов 11 и  21 с центрами О1  и О2  соответственно касаются 
внешним образом в точке С.   АО1   и ВО2 – параллельные радиусы этих окружностей, причём  
∠АО1О2 = 60°. Найдите АВ. 
  

Решение:

 
 

Рис. 1 

 
 

Рис. 2 

 Рис.1:  АР = 21 + 11 = 32;  РВ = 21 – 11 =  10;   

АВ = √АР2 + РВ2 − 2 ∙ АР ∙ РВ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐120° = �322 + 102 + 2 ∙ 32 ∙ 10 ∙ 1
2
   =   √1444 = 38. 

Рис.2:  Так как О1А // О2В, то ∠АО1С = ∠ВО2С = 60°, тогда∆ АО1С  и ∆ ВО2С равносторонние и  
АВ ∩О1О2 = С, т.е. АВ = 21 + 11 = 32. 
Ответ: 32;   38. 
 
4.1.34. . (ЕГЭ Урал) Окружности радиусов 2 и  9 с центрами О1  и О2  соответственно касаются в точке L.   
Прямая, проходящая через точку L  вторично пересекает меньшую окружность в точке К, а большую – в 
точке М. Найдите площадь треугольника КМО1, если ∠LMО2 = 15.° 
 
 

 
Рис.1 

 
Рис.2 

 
Решение: Рис. 1:   LM2 = 162 + 162  ⋅ √3

2
 = 81 ( 2 + √3);  LM = 9 ⋅ �2 +  √3;  KL = 2 ⋅ �2 +  √3;  

KM = 11 ⋅ �2 +  √3;    S = 1
2
 ⋅11 ⋅ �2 +  √3 ⋅ 2⋅ �2−√3

4
 = 5,5. 
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Рис.2:   KM = LM – LK = 7 ⋅ �2 +  √3;    S = 1
2
 ⋅7 ⋅ �2 +  √3 ⋅ 2⋅ �2−√3

4
 = 3,5. 

Ответ: 5,5;   3,5. 
 
4.1.35.  (ЕГЭ Восток) Окружности радиусов 11 и  21 с центрами О1  и О2  соответственно касаются 
внутренним образом в точке К.  МО1  и NO2 – параллельные радиусы этих окружностей,  причём   
∠MО1О2 = 120.°. Найдите MN.  
  

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 

 
Рис.1:  МР  = 21 - 11 = 10;  NP  = 21 – 11 =  10;   ∠MPN = 180° - 120° = 60° ⇒ ∆MNP – равносторонний,  
MN = 10. 
Рис.2: ∠MО1А = 60°⇒   АО1 = 5,5;  МА = 11√3

2
 ;   О2В = 10,5;    NB =21√3

2
 .  

Тогда АВ = РN = 5,5 + (21 – 11) + 10,5 = 16 + 10 = 26;   MP = MA + AP = MA + ND =  11√3
2

 +21√3
2

  = 16 √3; 

MN = √𝑃𝑃𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃𝑃𝑃2 = �262 + (16 √3)2 =  √676 + 768   =  √676 + 768 = 38. 
Ответ: 10;  38. 
 
4.1.36.  (ЕГЭ  Центр) Окружности радиусов 2 и  3 с центрами О1  и О2  соответственно касаются в точке 
А.   Прямая, проходящая через точку А,  вторично пересекает меньшую окружность в точке В, а 
большую – в точке С.  Найдите площадь треугольника ВСО2,  если   ∠АВО1 = 30.° 
 

 
Рис.1 

 
Рис.2 

 
Решение: Рис. 1:   АВ2 = 4 + 4 + 2 ⋅ 2 ⋅ 2  ⋅ 1

2
 = 12;  АВ = 2 ⋅ √3 ;  АС2 = 9 + 9 + 2 ⋅ 3 ⋅ 3  ⋅ 1

2
 = 27;  АС = 3 ⋅ 

√3  
ВС =5 ⋅ √3 ;    S = 1

2
 ⋅5 ⋅ √3  ⋅ 3 ⋅1

2
  = 15√3

4
. 

Рис.2:   ВС = АС – АВ = √3 ;    S = 1
2
 ⋅3 ⋅ √3 ⋅1

2
  = 3√3

4
. 

Ответ: 15√3
4

;   3√3
4

. 
 
4.1.37. Досрочный 24.04.2013 
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Решение: 
2 способ:  
1 случай: Пусть О1С = 6√2, тогда АС = 6√2,  АО1 = 12,   АО = 12 – 8 = 4, а   
ОВ = АВ  =  ОМ  = 2√2.    
Пусть ОК = х, тогда ОМ2 – х2 = МО1

2 – О1К2   или  8 - х2 = 72 – 64 – 16х - 
х2;    
16х = 0 ⇒ О1К = 8,  MN = 2 √72 − 64 = 4√2.    
2 случай: Пусть ОB = 6√2, тогда АB = 6√2,  АО = 12,   АО1 = 12 + 8 = 20, 
а   
О1C = АC  =   О1М  = 10√2.    
Пусть ОК = х, тогда ОМ2 – х2 = МО1

2 – О1К2   или  72 - х2 = 200 – 64 – 16х 
- х2;    
16х = 64  ⇒x = 4;   ОК = 4 ,  MN = 2 √72 − 16 = 4√14.    

 

Ответ:  4√2;   4√14. 
 
 
 

 
4.2. Окружность и треугольник 

на ОГЭ 
 
 

1. Центром  вписанной в треугольник окружности является точка пересечения биссектрис 
 

2. Центром описанной около треугольника окружности является точка пересечения 
серединных перпендикуляров. 
 
 

3. Середина гипотенузы  прямоугольного треугольника является центром описанной 
окружности. 

 
ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 3 

 

 

Если О – центр окружности, вписанной в треугольник АВС, то 
выполняются равенства:  

∠АОС = 
2
В∠

 + 90°;     ∠ВОС = 
2
А∠

 + 90°;       ∠АОВ = 
2
С∠

 + 

90°; 
х + у + z = 90°, x + y = 90° - z,   ∠АОС = 180° – (x + y) = 180° - 

90° +  z =  z + 90°,    ∠АОС  =  
2
В∠

 + 90°;       

 
ОПОРНАЯ ЗАДАЧА № 4 
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Пусть  О – центр окружности, вписанной в треугольник АВС.  
PABC = 2x + 2y + 2z,   z = 𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴− 2(𝑥𝑥+𝑦𝑦)

2
=  𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵+𝐴𝐴𝐴𝐴−2 𝐴𝐴𝐴𝐴

2
  = 

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵− 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

.  
То есть,  получим формулы для вычисления 

 
расстояния от вершины треугольника до точки касания: 

ВК = ВМ =  𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵− 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

;      СР = СМ = 𝐵𝐵𝐵𝐵+ 𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

;      

АК = АР = 𝐴𝐴𝐴𝐴+ 𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐵𝐵𝐵𝐵
2

 
 
4.2.1.   Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной 
около него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.  
 
Решение: 

 

S = 0,5 a · b;      С = 10, СР = РО1 = 2. 
Пусть СА = 2 + х, СВ =, тогда  
АВ = х + у = 10. (2 + х)2 + (2 + у)2 = 100. 
4 + 4х + х2 + 4 + 4у + у2 = 100;  
 х2 + у2 = 52; 100 – 20 х + х2 + х2 = 52; 
2х2 - 20х + 48 = 0; х2 - 10х + 24 = 0; 
Х1 = 6;  х2 = 4, тогда у = 6 или у = 4. 
АС = a = 8, СВ = b = 6,  
S = 0,5 a · b = 0,5·8· 6 = 24 
 
Ответ: 24  (Демовариант_02). 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) Свойство описанной 
окружности;   
2) радиус вписанной 
окружности; 
3) Свойства касательных; 
4) теорема Пифагора; 
5) площадь треугольника; 
 

 
4.2.2.   Противолежащая основанию вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и 
основанием 6 служит центром данной окружности радиуса  2.  Найдите радиус окружности, касающейся 
данной и проходящей через концы основания треугольника. 
Ответ:  5

4
. 

  
4.2.3.  Через центр О окружности, описанной около остроугольного треугольника АВС, проведена 
прямая, перпендикулярная ВО и пересекающая отрезок АВ в точке Р и продолжение отрезка ВС в точке 
Q так, что точка С лежит между точками В и Q. Вычислить длину отрезка ВР, если АВ = 4 см, ВС = 3см, 
В Q = 5 см. 
 
Решение: 

 

1) По свойству касательных QC ⋅ QB = QM ⋅ QN или у 
(2R + y) = 10; 
Из ∆ОВQ, по теореме Пифагора R2 + (R + y)2 = 25, тогда 

R = 
2

15
. 

2) Из ∆ОВР имеем cosα = 
x
R

,  x = 
αcos

R
. 

 

3) Из ∆AОВ по теореме косинусов имеем:   R2 = R2 + 16 - 8Rcosα,   cosα = 
R
2

,   тогда  

х = 
2

2R = 
4

15
. 

Ответ: 3,75. 
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4.2.4.  В прямоугольном треугольнике АВС длина катета АВ равна 6, а длина катета ВС равна 8. Точка D  
делит гипотенузу АС пополам. Найдите расстояние между центрами окружностей, вписанных в 
треугольник АВD  и в треугольник ВСD.  
 
Решение: 

 

1) По теореме Пифагора АС = 10. Так как точка D  делит 
гипотенузу АС пополам, то D – центр описанной около  ∆АВС 
окружности, тогда R = АD = CD = BD = 5.  
2) По свойству касательных, проведенных к окружности АР = 
АN = x,  тогда  PD = DE = 5 – x, а   BE = BN = x. 
Получили, что 2х = АВ = 6, х = 3, а  PD = 2. 
3) Аналогично СК = СМ = у, КD =DТ = 5 – у, а  
ВТ = ВМ =  у, то есть 2у = 8, у = 4, а КD = 1. 
 КР = КD + PD = 2 + 1 = 3.  
4) Найдем радиусы r1 и r2 вписанных окружностей по формуле 

r = 
P
S2

, где Р – периметр треугольника: 

SABC = 
2
1
⋅ 6 ⋅8 = 24.  Так  как BD – медиана,  

то SABD = SDBC = 12. PABD = 5 + 5 + 6 = 16,   
PBDC = 5 + 5 + 8 = 18. 

r1 = 24 : 16 = 1,5;   r2 = 24 : 18 = 
3
4

. 

5) Рассмотрим трапецию РО1О2К:   
 

 

РН = 
3
4

,  тогда О1Н = 
2
3

 - 
3
4

 = 
6
1

. По теореме Пифагора из ∆О1О2Н найдем 

О1О2 :    О1О2 = 
36
335

36
192

2
2

1 =+=+ НОНО  = 
6
135

. 

 

 Ответ:
6
135

. 

 

4.2.5.  В треугольнике АВС угол А равен 60°. На стороне АВ взята точка К так, что АК = 
2
1

АС. Найти 

ВК, если расстояние от центра описанной около треугольника АВС окружности  до стороны АС равно а. 
 
Решение:  
 1) Пусть АК = х,  а  КВ = у,  ОМ и ОР - серединные перпендикуляры, тогда АО = R -  радиус описанной 
окружности;    
2)R2 = АО2 = х2 + а2; 

 

3) Из ∆АВС по теореме косинусов  
ВС2 = (х + у)2 + 4х2  - 2х(х + у)  
ВС2= х2 + 2ху + у2 + 4 х2 – 2х2 – 2ху, 
ВС2 = у2 + 3 х2; 
4) По теореме синусов ВС = 2 R sin 60°  или  
ВС2 =  3 R2,  
5)Получим равенство  3 R2 = у2 + 3 х2  или   
3(х2 + а2) = у2 + 3 х2,              3 а2 = у2,  
у = а 3 . 
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Ответ: а 3 . 
 
4.2.6.  Хорда АВ стягивает дугу окружности, равную 120°. Точка С лежит на этой дуге, а точка D лежит 
на хорде АВ. При этом АD = 2, ВD = 1, DС = √2. Найти площадь треугольника АВС.  
 
Решение: 
1) Так как дуга АВ = 120°, то ∠АОС = 120°, а в 
равнобедренном  ∆АОВ   ∠АВО = ∠ВАО = (180°- 120°) : 2 
= 30°, высота ОР является медианой и делит АВ на равные 
отрезки:  АР = РВ = 3 : 2 = 1,5, а радиус  
АО = АР

со𝑠𝑠30° =  3∙2
2∙√3

  = √3. 
2)∆АСD ∼ ∆ВК по двум углам: ∠СDА =∠ВDК – 
вертикальные, ∠САD = ∠СКВ – как углы опирающиеся на 
одну дугу СВ,  тогда 𝐶𝐶𝐶𝐶

𝐷𝐷𝐷𝐷
 =  𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐷𝐷𝐷𝐷
 ;   √2

1
 =  2

𝐷𝐷𝐷𝐷
  ,  

DK = √2.  
 

3) ∆OСK – равнобедренный, тогда медиана OD  является высотой:  OD = √ОК2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 = 1. То есть 
∆ODB – равнобедренный, ∠ОВD = ∠ DОВ = 30°, а  ∠ ОDВ = 120°,  тогда∠ СDН =∠ ВDК =  120° - 90° = 
30°. 
4) Из ∆СDН  имеем: СН = СD⋅sin 30° = √2 ⋅ 1

2
  = √2

2
,  S∆ABC =  1

2
 AB ⋅ CH = 1

2
  ⋅ 3 ⋅  √2

2
 = 3√2

4
. 

Ответ:  S∆ABC =  1
2
 AB ⋅ CH = 3√2

4
.  

 
4.2. 7.  К  окружности, вписанной в треугольник с периметром 18, проведена касательная параллельно 
основанию треугольника. Отрезок касательной между боковыми сторонами равен 2. Найдите основание 
треугольника. 
Решение: 
1) По свойству касательных  АН = АМ = у,  
СН = СР = х, ВР = ВМ = z.    
Тогда 2х + 2у + 2z = 18,    х + у + z = 9. 
2) МК = КЕ, ТР = ТЕ, тогда МК + ТР = КТ = 2. 
2 z = МВ  + ВР = МК + КВ + ВТ + ТР, 
2 z = 2 + КВ + ВТ. 
3) ∆АВС ∼ ∆ВТК, тогда АС

КТ
 = АВ

КВ
 = СВ

РВ
. 

х+у
2

 = у+z
КВ

,  КВ = 2(z+у)
х+у

,  х+у
2

  = х+z
ТВ

, ТВ = 2(z+х)
х+у

 

 
4) 2 z = 2 + 2(z+у)

х+у
 + 2(z+х)

х+у
 ,    z = х+у+ z+у+ z+х

х+у
 = 18

х+у
,  тогда  получим уравнение:  

х + у + 18
х+у

 = 9,  (х+у)2 – 9 (х+у) + 18 = 0;    х+ у = 3  или  х+ у = 6. 
Так как х+у = АС, то АС = 3 или АС = 6. 
Ответ: 3  или 6.   
 
4.2.8. (ЮФМЛ) В треугольнике АВС радиус вписанной окружности равен 1, расстояние от её центра до 
вершины С равно √5, а сумма сторон АС и ВС равна 8. Найдите площадь треугольника. 
 
Решение:  Р = 12; S = p ⋅r = 6. 

• Ответ: 6 
 
4.2.9. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2014г )  Точка D является основанием высоты, проведённой 
из вершины тупого угла А треугольника АВС к стороне ВС. Окружность с центром в точке D  и 
радиусом DA пересекает прямые АВ и АС в точках Р и М, отлтчных от А, соответственно. Найдите АС, 
если АВ = 4,  АР = 2,  АМ = 2. 
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Решение: 
1)Так как АР = АМ = 2, то дуги АР и АМ равны, а 
следовательно и РDA  и ADM, а также углы DAP и DAC – 
равны. Тогда AD – биссектриса и медиана и высота 
равнобедренного треугольника РМА.   

2) Если AD⊥PM  и  AD ⊥BC, то РМ // ВС и по теореме Фалеса АМ = МС = 2,   а  АС = 4.    
Ответ: 4 
 
4.2.10. (ЮФМЛ) Известно, что в равнобедренном треугольнике АВС с основанием АВ вершины А, С, 
середина стороны ВС  и точка пересечения высот расположены на одной окружности. Найти косинусы 
углов треугольника АВС. 
 
Решение: 
Рассуждения. Так как следует найти косинусы углов, то нужно выразить одну сторону треугольника 
через другую, минуя углы.  
1) СК – высота равнобедренного треугольника ⇒ медиана и биссектриса, тогда  
АК = КВ = х;  
2)АН = НМ – хорды, стягивающие равные дуги и АН = НВ – т.к. СК – серединный перпендикуляр к 
отрезку АВ. 

 

3)НЕ ⊥ МВ ⇒ НЕ – медиана, т.е. ВЕ = ЕМ = у. Так как М - 
середина ВС, то СМ = 2у, а СВ = Ас = 4у; 
4) Из ∆СВК  СК = √СВ2 − ВК2 =  �16у2 − х2;  
Из ∆АВР  ВР = √АВ2 − АР2 =  �4х2 − у2; 
5)АВ ⋅ СК = АС ⋅ ВР;  2х ⋅�16у2 − х2 = 4у ⋅ �4х2 − у2;  
4х2(16у2 − х2) = 16у2 (4х2 − у2);  64 х2 у2 – 4х4 = 64 х2 у2 – 16 у4; 
х = √2 у; 
5)cos∠B = cos∠A = √2𝑦𝑦

4𝑦𝑦
 = √2

4
;  cos∠C = 32𝑦𝑦

2−8𝑦𝑦2

32𝑦𝑦2
 = 3

4
 

Ответ: √2
4

;  3
4
 . 

 
4.2.11. (ЮФМЛ)В треугольнике АВС проведена  биссектриса ВL и построена окружность, которая 
проходит через точки В и L, касается стороны АС  и пересекает стороны АВ и ВС в точках М и  N.  
Доказать, что отрезок МN всегда параллелен АС. 
 

 

Решение: 
 
∠MOL = LON ⇒ биссектриса в равнобедренном 
треугольнике МОN  является высотой, OL ⊥ MN  и по 
построению OL ⊥ АС ( АС – касательная) ⇒ 
MN // AC. 

 
4.2.12. (ЮФМЛ) В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС вписанная  окружность 
касается боковой стороны ВС в точке Q,  а отрезок АQ  пересекает вписанную окружность в точке Р. 
Найдите площадь треугольника АВС, если АС =√15,  РQ = 1. 
 
Решение: 
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1) AQ ⋅AP = AH2;  (1 + x) ⋅ x = 15
4

;  x = 1,5 ⇒  
AP = 1,5,  AQ = 2,5;   

2) cosC = 𝑄𝑄𝑄𝑄
2+𝐴𝐴𝐴𝐴2− 𝐴𝐴𝐴𝐴2

2∙𝐴𝐴𝐴𝐴∙𝑄𝑄𝑄𝑄
  =

15
4 +15− 6,25

2∙√15∙√152
  = 12,5

15
=. 

3) ВС = √15
2

 ⋅ 6
√30

 = 3√2
2

;  ВН =  �15
4

+ 18
4

=  √33
2

. 

4) S = 1
2

 ∙  √15 ∙ √33
2

 = 3√55
4

. 

Ответ: 3√55
4

 

 
 
4.2.13.  Основание АС равнобедренного треугольника АВС равно 12.  Окружность радиуса 8 с центром 
вне этого треугольника касается продолжения боковых сторон треугольника и касается основания АС. 
Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник АВС. 
 
Решение 
1) Так как окружности вписаны в ∠АСВ, то центры окружностей 
лежат на биссектрисе  СО этого угла.  Так как ∆АВС – 
равнобедренный, то биссектриса СО – является медианой и 
высотой, т.е. 
 АМ = МВ = 6.  ОМ = 8, МО1  - искомые радиус. 
2) ОВ и ВО1 – биссектрисы смежных углов МВК и МВС, тогда  
∠ОВО1 = 90°. МВ – высота прямоугольного  ∆ ОВО1.   
Тогда МВ2 = ОМ⋅ МО1 ,  МО1 = МВ

2

МО
=  36

8
 = 4,5. 

 
Ответ: 4,5.  

 
4.2.14.  (Реальный ГИА_2013, В_1310)   Из вершины прямого угла С проведена высота СР. Радиус 
окружности, вписанной в треугольник АСР, равен 12 см, тангенс угла АВС равен  2,4.  Найдите радиус 
вписанной окружности треугольника АВС. 
 
Решение (1 способ решения) 
1) ∠АВС = ∠АСР, а tg∠АСР = 2,4;  
Пусть СР = х, тогда АР = 2,4х, а АС = 2,6х. 
r = AP + CP – AC = x + 2,4x – 2,6x = 0,8x;  
0,8x = 12, x = 15; 
2) Пусть R – радиус вписанной в ∆АВС 
окружности:   R = АС + СВ – АВ. 
Найдем СВ и АВ: 
АС = 15 ⋅ 2,6 = 39;  ВС = АС

2,4
= 39

2,4
= 16,25 . 

АС2 = АВ ⋅ АР, АВ = АС
2

АР
 = 392

2,4 ∙15
 = 42,25  

3) R = 39 + 16,25 – 42,25 = 13.      
Ответ: 13. 
 
4.2.15. (Реальный ГИА_2013, В_1309) Из вершины прямого угла С проведена высота СР. Радиус 
окружности, вписанной в треугольник АСР, равен 8, тангенс угла ВАС равен  4

3
.  Найдите радиус 

вписанной окружности треугольника АВС. 
 
Решение (2 способ решения) 
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1) ∠ВАС = ∠ВСР, а tg∠ВАС = 4
3
;  

Тогда СР = 4х, тогда АР = 3х, а АС = 5х. 
2) tg∠ВАС = 4

3
 = ВС

СА
=  ВС

5х
;  ВС = 20х

3
 

3) Пусть R – радиус вписанной в ∆АВС 
Так как ∆АВС ∼ ∆ АСР, то 𝑅𝑅

𝑟𝑟
= 𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐶𝐶𝐶𝐶
;  

𝑅𝑅
8

= 20𝑥𝑥
3 ∙4𝑥𝑥

 ;  R = 40
3

 

 
Ответ: 40

3
 

  
4.2.16.  (Реальный ГИА_2013, В_1313  (креативная)) Медиана ВМ треугольника АВС является 
диаметром окружности, пересекающей строну ВС в её середине. Длина стороны 
 АС равна 4. Найдите радиус описанной окружности треугольника АВС. 
 
Решение: 

 

1)Так как ВМ – медиана, то МС = АМ = 2. 
2) Р – середина отрезка ВС, следовательно МР – медиана 
∆МСВ, ∠МРВ = 90°, как вписанный угол, опирающийся на 
диаметр ВМ, тогда МР – высота ∆МСВ, а следовательно 
∆МСВ -  равнобедренный, МС = МВ = = АМ = 2. 
3) Точка М – равноудалена от вершин А, В и С ∆АВС, 
следовательно М – центр описанной около ∆АВС 
окружности и радиус R = 2. 

Ответ: 2. 
 
4.2.17.  (ТВ № 5 _2014 от А.Л.)  В прямоугольном треугольнике АВС длина катета АВ равна 6, а длина 
катета ВС равна 8. Точка D делит гипотенузу АС пополам. Найти расстояние между центрами 
окружностей, вписанных в треугольник ABD и в треугольник BCD. 

 

 
Решение. 
Чтобы найти расстояние между центрами 
вписанных окружностей , судя по рисунку, следует 
построить прямоугольный треугольник , где О2К = 
r1 + r2, a OK = MP – расстояние между точками 
касания. В таком случае намечается план решения:  
• Найти радиусы r1 и r2; 
• Расстояние МР. 

1) По теореме Пифагора АС = 10; 
2) По свойству описанной около прямоугольного треугольника окружности: AD = DC = DB = R = 5; 
3) Для того чтобы вычислить радиусы вписанных окружностей применяется формула  
r = 𝑆𝑆∆

𝑝𝑝
,  p = 𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐

2
     Площадь, треугольника вычислить одной из удобных формул, в данном случае можно 

применить теорему Герона  S = �𝑝𝑝(𝑝𝑝 − 𝑎𝑎)(𝑝𝑝 − 𝑏𝑏)(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐);  
S1 = �9(9 − 8)(9 − 5)(9 − 5) = 12;  r1 = 12

9
 = 4

3
;      S2 = �8(8 − 6)(8 − 5)(8 − 5) = 12;  r1 = 12

9
 = 3

2
.   

О2К = r1 + r2 = 4
3
 + 3

2
 = 17

6
. 

4) Для вычисления расстояния от вершины треугольника до точки касания вписанной окружности 
воспользуемся формулой: ВР =  𝐵𝐵𝐵𝐵+𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐴𝐴𝐴𝐴

2
=  5+8−5

2
= 4;   ВM =  𝐵𝐵𝐵𝐵+𝐵𝐵𝐵𝐵−𝐶𝐶𝐶𝐶

2
=  5+6−5

2
= 3;  

МР = ВР – ВМ = 4 – 3 = 1. 

5)О1О2 = ��17
6
�
2

+ 12 =  �289+36
36

= �325
36

 =  5√13
6

. 

Ответ: 5√13
6

. 
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4.2.18.  (ТВ № 11_2014 от А.Л.)  Угол, противолежащий основанию равнобедренного треугольника, 
равен  56°. Одна из боковых сторон служит диаметром полуокружности, которая делится другими 
сторонами на три части. Найдите градусную меру большей из этих частей. 
 
Решение: 

 

1) Так как ВС – диаметр окружности, а угол между 
высотой ВН и основанием прямой, то Н лежит на 
окружности. АН = НС. 
2)∠А =  ∠С = 62° ⇒ ∪ВЕН = 124°;  ∪ЕН = 56° ⇒ ∪ВЕ 
= 124° -  62° = 62°;   
∪НС = 56°. 
 
Ответ: ВЕ = 62°. 

 
4.2.19. (ТВ № 12_2014 от А.Л.)   Один из катетов прямоугольного треугольника равен , а проекция 
другого катета на гипотенузу равна 16. Найдите радиус окружности, вписанной в этот треугольник. 
 
Решение: 
1) По свойству пропорциональных отрезков получим: 
152 = х ( х + 16);  х = 9, тогда АВ = 9 + 16 = 25. 
2) АС = √АВ2 −  СВ2 =  20; 
3) r = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐶𝐶𝐶𝐶−𝐴𝐴𝐴𝐴

2
 = 20+15−25

2
 = 5 
Или 

 

r = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑝𝑝

 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙𝐶𝐶𝐶𝐶 
𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐶𝐶𝐶𝐶+𝐴𝐴𝐴𝐴

 = 20 ∙15 
20+15+25

 = 20 ∙15
60

 = 5. 
Ответ: 5. 
 
4.2.20. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г ) . Прямоугольный треугольник АВС разделен 
высотой  СD, проведённой к гипотенузе, на два треугольника – BCD  и  ACD. Радиусы окружностей, 
вписанных в эти треугольники, равны  4 и 3 соответственно. Найдите радиус окружности, вписанный в 
треугольник АВС. 
 
Решение: ( 1 способ) 
1)∆ВDС ∼ ∆АВС, тогда  СВ

АВ
 = 𝑟𝑟1

𝑟𝑟
;  ∆ADС ∼ ∆АВС, тогда  С𝐴𝐴

АВ
 = 𝑟𝑟2

𝑟𝑟
;   

2)Возведём обе пропорции в квадрат и сложим почленно: 
СВ2

АВ2
+ С𝐴𝐴2

АВ2
 = 𝑟𝑟1

2

𝑟𝑟2
+ 𝑟𝑟22

𝑟𝑟2
 ;  16+9

𝑟𝑟2
= 1;  𝑟𝑟2 = 25,  r = 5.  

Ответ: 5.  

 
4.2.21. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г ) Прямоугольный треугольник АВС разделен высотой  
СD, проведённой к гипотенузе, на два треугольника – BCD  и  ACD. Радиусы окружностей, вписанных в 
эти треугольники, равны  5 и 12 соответственно. Найдите радиус окружности, вписанный в треугольник 
АВС. 
 

 

Решение: ( 2 способ) 
Пусть AD  = x,  CD = y. 
1)∆ВDС ∼ ∆DВС, тогда  𝑥𝑥

𝑦𝑦
 = 𝑟𝑟2

𝑟𝑟1
;  𝑥𝑥
𝑦𝑦
 = 5

12
,  y =12𝑥𝑥

5
 ; 

2) По теореме Пифагора АС2 = AD2 + CD2 = x2 + 144𝑥𝑥
2

25
 ;  

AC = 13𝑥𝑥
5

 

3)∆ADС ∼ ∆АВС, тогда  𝐴𝐴𝐴𝐴 
А𝐶𝐶

 = 𝑟𝑟2
𝑟𝑟

;  r = 𝐴𝐴𝐴𝐴∙𝑟𝑟2 
А𝐷𝐷

= 13𝑥𝑥∙5 
5𝑥𝑥

 = 13 =  
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Ответ: 13. 
 
4.2.22(С4. ТВ № 68_2014г от А.Ларина)  
В прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом С проведена высота CD. Радиусы окружностей, 
вписанных в треугольники ACD и BCD, равны 0,6 и 0,8.  
а) Докажите подобие треугольников ACD и BCD, ACD и ABC  
б) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник АВС 
 
Решение:  
а) Пусть  ∠ВАС = α, тогда 
 ∠АВС = ∠AСD =  90° - α,  a  
 ∠ВСD = 90° - (90° - α) = α.   
То есть  ∆ACD ∼ ∆BCD,  ∆ACD ∼ ∆ABC  и ∆ВCD ∼ ∆ABC по двум углам.  
 
3 способ: 
б)  В подобных треугольниках коэффициент 
подобия k равен отношению сходственных 
сторон  и отношению всех соответствующих 
линейных отрезков,   а отношение площадей 
подобных треугольников,  равно квадрату  
коэффициента подобия.  То есть, 
𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑆𝑆

=  𝑟𝑟1
2

𝑟𝑟2
;     𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑆𝑆
=  𝑟𝑟2

2

𝑟𝑟2
;     

Сложим  почленно  левые и правые части  
последних равенств: 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑆𝑆
 + 𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑆𝑆
 = 𝑟𝑟1

2

𝑟𝑟2
 + 𝑟𝑟2

2

𝑟𝑟2
; 

𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴+ 𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑆𝑆

 = 𝑟𝑟1
2+𝑟𝑟22 
𝑟𝑟2

 ;  0,64+0,36 
𝑟𝑟2

 = `1,  𝑟𝑟2 = 1,   
r = 1. 

 

4 способ: б) ∆ACD ∼ ∆BCD  ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

=  𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

= 𝑟𝑟1
𝑟𝑟

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐   ⇒ r1 = r⋅cosα; 

∆ВCD ∼ ∆ABC ⇒ 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐵𝐵𝐵𝐵

=  𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐴𝐴𝐴𝐴

= 𝑟𝑟2
𝑟𝑟

= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠   ⇒ r2 = r ⋅ sinα; 
Сложим почленно квадраты двух последних равенств:   𝑟𝑟12 + 𝑟𝑟22  = r2 (cos2α + sin2α),  
  0,64 + 0,36 =  r2 .     r = 1` 
Ответ: 1. 
 
5 способ 

 
 
4.2.23. .   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )  В треугольнике АВС  сторона АВ на 6 
больше стороны ВС.  Медиана ВЕ делит треугольник на два треугольника. В каждый из этих 
треугольников вписана окружность. Найдите расстояние между точками касания окружностей с 
медианой ВЕ. 
Ответ: 3 
 
4.2.24. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г )  Окружность проходит через середины гипотенузы 
АВ и катета ВС  прямоугольного треугольника АВС и касается катета АС . В каком отношении точка 
касания делит катет АС, считая от вершины А? 
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Решение: 
1) Так как Н и Е – середины СВ и АВ, то ЕН – средняя линия 
треугольника АВС, ЕН //СА  и  ЕН ⊥ СВ. 
2)Построим ЕК ⊥  АС и МР ⊥ АС, О ∈МР. Тогда АК = КС, а 
отрезок ОР – перпендикулярный хорде НЕ, делит её пополам, т.е. 
НР = РЕ, а  

 

Следовательно и СМ = МК. 
3) СМ = 1

2
СК = 1

2
  ⋅  1

2
 СА = 1

4
 СА, тогда АМ : МС = 3 : 1. 

Ответ: 3 :  1. 
 
4.2.25. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г )  Через точку D основания равнобедренного 
треугольника АВС проведена прямая  CD,  пересекающая описанную около треугольника АВС 
окружность в точке Е. Найдите АС, если СЕ = 3  и  DE = DC. 
 

 

Решение: 
 
1) ∆СВЕ ∼∆СDB, так как ∠Е = ∠САВ (опираются на одну дугу), а  
∠САВ = ∠СВА (углы при основании равнобедренного треугольника) 
и ∠ВСЕ – общий. Тогда   𝐶𝐶𝐶𝐶

𝐶𝐶𝐶𝐶
=  𝐶𝐶𝐶𝐶

𝐶𝐶𝐶𝐶
,  CB2 = CE ⋅ CD = 3 ⋅ 1,5 = 4,5. 

CB = �4,5 = 3√2
2

 
 
Ответ:   3√2

2
 

 
4.2.26. (И.В.Ященко, А.С.Шестаков  30 вар.  2013г )  В треугольнике KLM  угол  L  тупой, а сторона КМ 
равна 6. Найдите радиус описанной около треугольника KLM  окружности, если известно, что на этой 
окружности лежит центр окружности, проходящей через вершины К, м и точку пересечения высот 
треугольника  KLM. 
 

 

Решение: 
1) Пусть О – центр описанной около ∆KLM окружности, а N - центр 
описанной около ∆KРM окружности, где Р – точка пересечения высот 
∆KLM. По свойству описанной окружности, радиус ОМ = МК

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
, a  

MN  = МК
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

. 
2) В четырёхугольнике АРВL  ∠B = ∠A = 90°, тогда ∠Р + ∠АLВ = 180°, 
а  
∠Р = 180° - ∠АLВ = 180° - ∠КLМ.   MN  = МК

2 sin (180°− ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀)
 = МК

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
, 

т.е. ОМ = МN = ON. 
3) ∆OMN – равносторонний и МТ – высота, так как ОN – серединный перпендикуляр. МТ = 3, ∠О = 60° 
Sin60° = 𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑀𝑀𝑀𝑀
,  MN = 𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠60°
 = 3∙2∙√3

3
 = 2√3 

Ответ:  2√3. 
 
4.2.27.   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )  В треугольнике АВС угол В равен 120°, а 
длина стороны АВ на 7√3 меньше полупериметра треугольника. Найдите радиус окружности, 
касающейся стороны ВС и продолжения сторон АВ и АС. 
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Решение: 
1) По свойству касательных АТ = АЕ  или  АВ + ВТ = АС + 
СЕ; 
ВТ = ВР,  СР = СЕ; 
2) По условию АВ+ВС+АС

2
 – АВ = 7√3;  ВС + АС – АВ = 14√3; 

АВ = ВС + АС - 14√3;   Тогда ВС + АС - 14√3+ ВТ = АС + 
СЕ;  
 ВС - 14√3+ ВТ = СЕ;  ВС - 14√3+ ВТ = ВС – ВР;  2 ВТ = 
14√3; 

 

ВТ = 7√3. 
3) ∠АВС = 120° ⇒ ∠ТВС = 60°  тогда  ∠ТВО = 30°, так как ВО – биссектриса   ∠ТВС.  tg∠ТВО = 𝑂𝑂𝑂𝑂

𝑇𝑇𝑇𝑇
;  

 OT = 7√3 ∙ √3
3

 = 7. 
Ответ: 7. 
 
4.2.28.   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )   В треугольнике АВС угол В равен 120°, а 
длина стороны АВ на 2√3 меньше полупериметра треугольника. Найдите радиус окружности, 
касающейся стороны ВС и продолжения сторон АВ и АС. 
Ответ: 2. 
 
4.2.29.   (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецов  и др. 20вар.  2013г )   В треугольнике АВС  сторона АВ на 4 
больше стороны ВС. Медиана  ВЕ  делит треугольник на два треугольника.  В каждый из этих 
треугольников вписана окружность. Найдите расстояние между точками касания окружностей с 
медианой ВЕ. 
 
Решение: 
 
1)ВН = ВМ+АВ−АМ

2
;      ВР = ВМ+СВ−СМ

2
;   

НР = ВН – ВР = ВМ+АВ−АМ
2

 - ВМ+СВ−СМ
2

 = ВМ+АВ−АМ−ВМ−СВ+МС
2

 = 
АВ−ВС

2
 

2)Так как по условию АВ  >  ВС на 4, то АВ – ВС = 4.  
 
3) НР = АВ−ВС

2
 = 4

2
 = 2.      Ответ: 2 

 

 
  
 

4.3. Окружность и треугольник 
на ЕГЭ 

  
4.3.1.  (2010) Треугольник ABC вписан в окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и  
 ВС = 4. Найдите АС. 
 
Решение: 
 

                                                    
                             Рис. 1                                                                Рис. 2                                      
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1 случай: (Рис. 1) ∠C – тупой. 

1) Для ∆АВС по теореме синусов имеем R
A

BC
C

AB
B

АС 2
sinsinsin

=== ,   

тогда sin∠ A = 
6
1 ,      sin∠C =  

4
1 ,        cos∠ A = 

6
35

,        a  cos ∠C = - 
4
15

. 

2) ∠В = 180° – (∠C + ∠А);  sin∠В = sin (180° – (∠C + ∠А)) = sin(∠C + ∠А) = 

 =  sin∠ A ⋅cos ∠C + sin∠C ⋅ cos∠ A= 
6
1
⋅(- 

4
15

) + 
4
1
⋅ 

6
35

 = 
24
35

 - 
24
15

. 

3) АС = 35  - 15 . 
2 случай: (Рис. 2) ∠В – тупой. 

1) sin∠ A =
4
1 ,          sin∠C = 

6
1 ,       cos∠ С = 

6
35

,               a  cos ∠А = 
4
15

. 

2) ∠В = 180° – (∠C + ∠А);  sin∠В = sin (180° – (∠C + ∠А)) = sin(∠C + ∠А) = 

 =  sin∠ A ⋅cos ∠C + sin∠C ⋅ cos∠ A= 
6
1
⋅(

4
15

) + 
4
1
⋅ 

6
35

 = 
24
35

 + 
24
15

. 

3) АС = 35  + 15 . 

Ответ: 1535 ± . 
 
4.3.2.  (2010) Около треугольника ABC описана окружность с центром О, угол АОС равен 60°. В 
треугольник ABC вписана окружность с центром М.  Найдите угол АМС. 
 
Решение:  
1 способ решения 
1 случай (Рис. 1) ∠АОС = 60° ⇒ ∠АВС = 30°, тогда ∠ВАС + ∠ВСА = 180° - 30° = 150°; Так как  М -  
центр вписанной окружности, то АМ и МС – биссектрисы углов А и С, то есть  
∠МАС + ∠МСА =  150° : 2 = 75°, а ∠АМС = 180° - 75° = 105° 
 
2 случай   (Рис. 2)  ∠АОС = 60° ⇒ ∠АВС = (360° - 60°) : 2 =150° , тогда ∠ВАС + ∠ВСА = 180° - 150° = 
30°; Так как  М -  центр вписанной окружности, то АМ и МС – биссектрисы углов А и С, то есть   
∠МАС + ∠МСА =  30° : 2 = 15°, а ∠АМС = 180° - 15° = 165°. 
 

 Рис. 1  Рис. 2 
 
2 способ решения 
Если угол ∠АВС = 30°, то ∠АМС = 30° : 2 + 90° = 105°; 
Если угол ∠АВС = 150°, то ∠АМС = 150° : 2 + 90° = 165°; 
 
Ответ: 105°;  165°. 
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4.3.3.  (2010) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и основанием 8 служит 
центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей 
через концы основания треугольника. 
 
Решение: 
1 случай: Окружность проходит через точку Е и точка А и С.  ВЕ = 2, АD = 4, AB = 5,  тогда BD = 3 ⇒ 
ЕD = 3 – 2 = 1.   

АЕ = 22 DEAD + = 17 ; SAEC = 
2
1 AC ⋅ DE = 

2
1
⋅8⋅ 1 = 4; 

SAEC = 
R

BCAEAC
4

⋅⋅  ⇒ R = 
AECS

ECAEAC
4

⋅⋅  = 
44

17178
⋅
⋅⋅

 = 
2

17 . 

 

 

2 случай: Окружность проходит через точку F и точка А и С. 
ВF = 2, АD = 4, AB = 5,  тогда BD = 3 ⇒ FD = 3 + 2 = 5.   

АF = 22 DFAD + = 41 ; SAFC = 
2
1 AC ⋅ DF = 

2
1
⋅8⋅ 5 = 20; 

SAFC = 
R

FCAFAC
4

⋅⋅  ⇒ R = 
AFCS

FCAFAC
4

⋅⋅  = 
44

41418
⋅
⋅⋅

 = 
2
41 . 

 

Ответ:  
2

17 ;  
2
41 . 

 

 
4.3.4.   (2010) Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине В и углом α при 
вершине А. Точка D - середина гипотенузы. Точка С1 симметрична точке С относительно прямой BD. 
Найдите угол . AC1B 
 
Решение. 
1 случай: (Рис. 1)  
Пусть угол α < 45°,  тогда отрезок СС1 не пересекает отрезок ВD.  ∆АВС – прямоугольный, тогда точка 
D – центр описанной окружности, а ВD – диаметр, тогда точка С1 – точка этой окружности.  ∠ВАС = α,  
∠АСВ = 90° - α,   ∠АС1В = ∠АСВ – как вписанные углы, опирающиеся на один диаметр. ∠АС1В = 90° - 
α. 
 

                                    
 
2 случай: 
Пусть угол α = 45°,  тогда отрезок СA  ⊥ ВD, точка С1 совпадает с точкой А,   ∠АС1В – как 
геометрический угол не существует. 
3 случай:(Рис. 2) 
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Пусть угол α > 45°,  тогда отрезок СС1 пересекает отрезок ВD.   ∆АВС – прямоугольный, тогда точка D – 
центр описанной окружности, а ВD – диаметр, тогда точка С1 – точка этой окружности.  ∠ВАС = α,  
∠АВС = 90°,    Дуга ВСА равна сумме дуг ВС и СА, то есть  
2(90° + α), а   ∠ВС1А  =  90° + α, половине дуги, на которую опирается. 
Ответ:  90° + α, если α < 45°   или 90° - α, если α > 45° . 
 
4.3.5.   (2010) В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и CN, О - центр окружности, касающейся 
стороны ВС и продолжений сторон АВ и АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Найдите радиус 
окружности, описанной около треугольника ВОС. 
 
Решение: 
1 случай: (Рис. 1)  ∆АВС – остроугольный, ∠А – острый. 

  Рис. 1   Рис. 2 
 
1) Так как МВ и СN – высоты треугольника,   то 

 ∠ВСN = ∠ВMN  ⇒ ∠СВN = ∠AMN  ⇒ ∆АВС ∼∆АMN, тогда cos
BC
MN

==
AB
MA  ∠ВАМ.   

Так как 
BC

NМ  = 
12
6  = 

2
1 , то   cos∠ВАМ = 

2
1 ,  a    ∠ВАМ = 60°. 

2) OP  и  OK – радиусы окружности, касающейся стороны  ВС,  и продолжения сторон АС и АВ. Тогда 
∠АРО  = ∠АКО =  90°,  ∠РОК = 120°,  а  ∠ВОС = 60° ⇒  ∠ВО1С = 120°,  как центральный угол 
опирающийся на ту же дугу ВС описанной окружности с центром в точке О1  ⇒  ∠ВО1Н = 60°. 
 
3) Из ∆ВО1Н найдем ВО1 – радиус описанной около ∆ВОС окружности: ВН = 6,  

ВО1 = ВН : sin ∠ВО1Н = 6 ⋅
3

32
 = 4 3 . 

2 случай: (Рис. 2) ∠А – тупой. 
1) ∠ВАМ = 120°, ∠РОК = 60°,  ∠ВОС = 30° ⇒  ∠ВО1С = 60°,  ∠ВО1Н = 30°,   
ВО1 = ВН : sin ∠ВО1Н = 6 ⋅2 = 12. 
 
Ответ: 4 3   или  12. 
 
4.3.6.  В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и СN, О – центр вписанной окружности. Известно, 
что ВС = 24, MN = 12. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВОС. 
 
п.3 .Если О – центр окружности, вписанной в треугольник АВС, то выполняются равенства:  

∠АОС = 
2
В∠  + 90°;          ∠ВОС = 

2
А∠  + 90°;            ∠АОВ = 

2
С∠  + 90°; 
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х + у + z = 90°, x + y = 90° - z,   
∠АОС = 180° – (x + y) = 180° - 90° +  z =  z + 90°   

 ∠АОС  =  
2
В∠  + 90°;           

 

  
Решение:  
∆АВС ∼ ∆AMN,  k = 2.  

AD
MN  = 

AC
AN  = 

AB
AM    cos∠BAM  =  

AB
AM = 

2
1 ,  ∠BAM = 60°, тогда  

Рис. 1 :  ∠ ВАС = 60° ,   ∠BОС = 
2
А∠  + 90° = 120°.    

По теореме синусов имеем  2R = 
120sin

BC  = 24⋅2,    R = 24. 

 
Рис. 1 

Рис. 2 : ∠ ВАС = 120° ,  ∠BОС = 

2
А∠  + 90° = 150°. По теореме 

синусов имеем 

2R = 
150sin

BC  = 16 3 ,  R = 8

3 . 
 
 
Ответ: 8 3 ;  24.  
 

 
 
 

Рис. 2 
 
4.3.7.  Окружность описана около равностороннего треугольника АВС. На дуге ВС, не содержащей 
точку А, расположена точка М, делящая градусную меру этой дуги в отношении 1: 2 . Найдите углы  
треугольника АМВ. 
 
Решение:  

 

Рис 1.  Так как треугольник равносторонний, то все 
углы равны 60°. Тогда ∪ АВ =∪ ВС =  ∪АС = 120° 
⇒ 
∪ВМ = 120° : 3 = 40°, а ∪МС = 80°.  
Тогда ∠ВАМ = 1

2
∪ВМ = 20°, ∠ВМА = 1

2
∪АВ = 60°, 

∠АВМ = 1
2
∪АСМ = (120° +80°): 2 = 100°.  

Рис 2.  ∪СМ = 120° : 3 = 40°, а ∪МВ = 80°. Тогда 
∠ВАМ = 1

2
∪ВМ = 40°, ∠ВМА = 1

2
∪АВ = 60°, ∠АВМ 

= 1
2
∪АСМ = (120° +40°): 2 = 80°.  

 

 
Ответ: 40°; 80°; 60°   или  60°; 20°; 100°. 
 
4.3.8.  Треугольник АВС равнобедренный. Радиус ОА описанного круга образует с основанием АС угол 
ОАС, равный 20°.  Найдите угол ВАС. 
 
Решение: 
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Рис.1. ∆АМС прямоугольный, так как ∠АСМ 
=90° - опирается на диаметр окружности ⇒  
∠АМС = 70°. Тогда ∠АМС = ∠АВС =  70°- 
как углы опирающиеся на одну дугу  ∪АС.  
∠ВАС =∠ВСА  = (180° - 70°) : 2 = 55°. 
Рис.2 Тогда ∠АМС = 70°, 
 а ∠АВС = 180° - 70°= 110°,  
∠ВАС =∠ВСА  = (180° - 110°) : 2 = 35°.  

Ответ: 35° или 55°. 
 
4.3.9.  В треугольнике АВС   AB = 7, BC = 9, CA = 4. Точка D лежит на прямой ВС так, что BD : DC = 1: 
5. Окружности, вписанные в каждый из треугольников ADC и ADB, касаются стороны AD в точках Е и  
F. Найдите длину отрезка ЕF. 
 
Решение:          
 Рис.1:  согласно опорной задаче № 3 имеем:  
DE =  𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴

2
,    DF =  𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴

2
.    Тогда FE = DE – DF.    

FE = 𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

− 𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

  =  𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐴𝐴𝐴𝐴
2

 .   
 

 

Так как BD : DC = 1: 5, то BD = 9
6

= 3
2

=

1,5;  DC = 7,5. FE = 7,5−4−1,5+7
2

  = 4,5. 

 Рис.2:   DE =𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

,    DF =𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

. 

FE =  𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐴𝐴𝐴𝐴
2

.    BD = 9
4

= 2,25;     

BC = 9.    FE=  9+2,25−4−2,25+7
2

  = 6. 
 

Ответ: 4,5 или 6. 
 
4.3.10.   Касательная, проведенная через вершину М вписанного в окружность треугольника KLM, 
пересекает продолжение стороны KL за вершину L в точке N. Известно, что радиус окружности равен 2, 
KM = √8   и  ∠MNK + ∠KML = 4∠LKM .  Найдите длину касательной MN. 
 

 

Решение:   
Пусть ∠ MKL = α, тогда  ∠NML =,  как угол, опирающийся на ту же дугу ∪ 
ML. По условию  ∠MNK + ∠KML = 4∠LKM, ∠MNK + ∠KML = 4α. Так как 
сумма углов треугольника равна 180°, то ∠MNK + ∠NMK + ∠ MKN = 180° или 
 ∠MNK + ∠KML+ ∠NML + ∠ MKN = 180°, 4α +α  + α = 180°, α = 30°; 
По теореме синусов МК

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
 = 2R,  sin∠MLK = √2

2
,   

Тогда по Рис. 1,   ∠MLK = 45°, а ∠MОK = 90° как центральный угол 
опирающийся на дугу  
∪ МК = 90 °,  ∠ОМК = ∠ОКМ = 45°. ∠NMK = 90° + 45° =135°, а ∠MNK = 180° - 
(135° + 30°) = 15°;  По теореме синусов для  ∆NMK имеем:  𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠K
 = 𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠N
,       

MN = 𝑀𝑀𝑀𝑀∙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠K
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠N

  = 
√8∙12
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠15°

 = √2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠15°

. 
По Рис.2  ∠MLK =  135°, ∪ МК = 270, а дополнительная ей дуга равна 90°  
или  ∠MLK =  135°     или ∪ МК = 270°,  а дополнительная ей дуга равна  ∠ОМК =  ∠ОКМ =
 45°,       

∠NMK = 90° -  45° = 45°,  ∠MNK = 180° - (45° + 30°) = 105°, MN = 𝑀𝑀𝑀𝑀∙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠K
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠N

  = 
√8∙12

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠105°
 = √2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠105°
. 

Ответ:  √2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠15°

= 2(√3  + 1)   или  √2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠105°

= 2(√3 − 1). 
 

Рис. 1 
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4.3.11.  Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник АВС, касается его боковых сторон АС и 
ВС в точках M и N. Найдите АВ, если AC = 8 и  MN = 3.  
 
Решение:  Так как треугольник равнобедренный, то СМ = СN, ∆АВС ∼ ∆МСN,  
тогда 3

2х
  =  8−х

8
,    отсюда х = 2 или х = 6, тогда АВ = 4 или АВ = 12. 

Ответ: 4 или 12. 
 
4.3.12.   В окружность радиуса 5 вписан равнобедренный треугольник, сумма основания и высоты 
которого равна 16. Найдите высоту треугольника. 
 

 

Решение:  ВР + АС = 16,   
Рис. 1:   ВР = h = x + 5,   тогда x + 5 + АС = 16, АС = 11 – х, а 
АР = 11−х

2
   , а теореме Пифагора ОА2 = АР2 + ОР2  или  25 = х2 

+ �11−х
2
�
2
,   

4х2 + (11 – х)2 = 100,  5х2 – 22х + 21 = 0,  х1 = 3,  а х2 = 7
5
. 

ВР = 8  или ВР = 6,4.  
Рис.2:  ВР = h = 5 - х,   тогда 5 - х + АС = 16, АС = 11+ х, а АР 
=  11+х

2
 

По теореме Пифагора ОА2 = АР2 + ОР2  или  25 = х2 + �11+х
2
�
2
,  4х2 + (11 + х)2 = 100,  5х2 + 22х + 21 = 0,  

х1 = - 3,  а х2 =-  7
5
, что не удовлетворяет условию задачи. 

Ответ: 6,4 или 8. 
 
4.3.13. ( ТР от 20.10.2010 г.) В треугольнике ABC  AB = 13, BC = 10, CA = 7. Точка D лежит на прямой BC 
так, что BD : DC = 1 : 4.Окружности, вписанные в каждый из треугольников ADC и ADB, касаются 
стороны в точках  Е и F.  Найдите длину отрезка ЕF.  
Ответ:6  или  8. 
 
4.3.14.  ( ТР от 20.10.2010 г.) Две окружности, касающиеся прямой в точках A и B, пересекаются в точках 
C и D, причем AB = 12, CD = 5. Найдите медиану CE треугольника ABC. 
Ответ:  9  или 4.  
 
4.3. 15.  В треугольнике АВС АВ=10, ВС = 5, СА = 6 . Точка D лежит на прямой BC  так, что BD : DC = 1 
: 2 . Окружности, вписанные в каждый из треугольников АDС и АDВ, касаются стороны АD в точках Е 
и F. Найдите длину отрезка ЕF . 
Ответ:  9

2
;  17

6
 

 
4.3.16.  (ТР от 09.12.2010)  Расстояние между параллельными прямыми равно 12. На одной из них лежит 
точка  C, а на другой – точки A и B, причем треугольник ABC – остроугольный равнобедренный и его 
боковая сторона равна 13. Найдите радиус окружности,  вписанной в треугольник  ABC. 
Ответ:  26−4√13

3
   или 10

3
. 

 
4.3.17.  (ТР от 09.12.2010)  Расстояние между параллельными прямыми равно 4. На одной из них лежит 
точка C, а на другой – точки A и B, причем треугольник ABC – остроугольный равнобедренный, и его 
боковая сторона равна 5. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник АВС. 
Ответ: :  5 −√5

2
   или 3

2
. 

 
4.3.18.  (ТР от 12.04.2011)  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 13 AC = 5, и BC = 12. На стороне BC 
взята точка D, а на отрезке AD –точка O, причем CD = 4 и AO = 3ОD. Окружность с центром O проходит 
через точку C. Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с прямой  AB. 
 
Решение: 
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!!! 122 + 52 = 132 ⇒∆АВС – прямоугольный, ∠С = 90°. 
1)Построим АР // ВС и СО ∩АР = Р,  СО ∩АВ = М. 
 Получим: 
∆CDO ∼ ∆AOP, k = 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑂𝑂𝑂𝑂
 = 3,  тогда АР = 12. 

∆CАР  =  ∆AСВ по катетам АС и АР = СВ ⇒СР = АВ = 13. 
∆МАР  =  ∆МСВ по стороне СВ = АР и двум прилежащим углам 
⇒ВМ = МА = СМ = МР = 6,5. 
2) Построим СК // АВ и получим: 
∆КDC ∼ ∆BDA по двум углам ∠KDC = ∠ADB - вертикальные; 
∠KCВ = ∠ABС – накрест лежащие,  k = 𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐶𝐶𝐶𝐶
 = 2 ⇒  

KD = 2x. 

 
∆COK  =  ∆AOM – KO = AO = 3x, ∠CKO = ∠OAP – накрест лежащие;  ∠KOC = ∠AOM - вертикальные;  
Тогда СО = ОМ, т.е. М лежит на окружности и СМ – диаметр. СМ = 6,5. 
3) Так как СМ – диаметр, то СН ⊥АВ, тогда  СН = АС∙СВ

АВ
 = 5∙12

13
  = 60

13
 

Ответ: 6,5  и 60
13

. 
 
4.3.19. (ТВ № 3 2012 г  от А.Л.)На стороне АВ треугольника АВС, как на диаметре построена 
полуокружность ω, которая пересекает прямые АС и ВС в точках В1  и А1  соответственно. Найдите 
радиус полуокружности ω, если известно, что А1С = 8,   В1С = 7, а площадь треугольника А1В1С равна 
14√3. 
Решение:   
SB1CA1 = 1

2 
CB1⋅ CA1 = 1

2 
7⋅ 8 sin∠C  = 7⋅ 4 sin∠C;  7⋅ 4 sin∠C = 14√3,  sin∠C = √3

2 
,    

Рис. 1   ∠C  = 60°;               Рис. 2 ∠C  = 120°;                 
 

 
Рис. 1 

 
 

Рис.2 
Рис. 1   ∠C  = 60°, тогда ∠САА1 = 180°- 90° - 60° = 30° ⇒ АС = 16;  Аналогично СВ = 14.  
По теореме косинусов : АВ2 = АС2 + СВ2 – 2 ⋅ АС ⋅ СВ ⋅ cos60° = 162 + 142 – 2 ⋅ 16 ⋅ 14 ⋅1

2 
  = 228; 

AB = 2 √57;  R = √57. 
Рис. 2   ∠C  = 120°, тогда ∠АСА1  = 180°- 120°=  60°;   ∠САА1 = 180°- 90° - 60° = 30° ⇒  
АС = 16;   Аналогично СВ = 14.   По теореме косинусов :  
АВ2 = АС2 + СВ2 – 2 ⋅ АС ⋅ СВ ⋅ cos120° = 162 + 142 + 2 ⋅ 16 ⋅ 14 ⋅1

2 
  = 676;  AB = 26;  R = 13. 

Ответ: √57;   13. 
 
4.3.20.  (ТВ № 3 2012 г  от А.Л.) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и 
основанием 8 служит центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающийся 
данной и проходящей через концы основания треугольника. 
 
Решение: 
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Рис.1   Рис.2 
Рис.1. Пусть окружность с центром в точке О касается данной окружности внутренним образом. МВ = 3, 
MP = 3 +2 = 5,   ОМ = R – 5,  OA2 = OM2 + AM2,   R2 = (R – 5)5 + 16,   10R = 41, R = 4,1. 
Рис.2. ОМ = R –(3 – 2) = R – 1,   R2 = (R – 1)5 + 16,    2R = 17,  R = 8,5. 
Ответ: 4,1;   8,5. 
 
4.3.21.  (ТВ № 8 2012 г  от А.Л.) Сторона ВС прямоугольного треугольника АВС является диаметром 
окружности. Эта окружность пересекает гипотенузу АВ в точке К. Найдите хорду ВК, если известно, что 
площадь треугольника АВС равна 3, а один катет этого треугольника вдвое больше другого. 
 
Решение: 
1. Пусть АС = х, ВС = 2х. Тогда 3 = 0,5 ⋅2 х2;   х2 = 3;  х = √3. 
АВ = √х2 + 4х2 = √15.  По свойству касательной и секущей   
АВ ⋅ АК = АС2;     √15 ⋅ АК = 3;   АК = √15

5
;  ВК = √15  -  √15

5
  = 4 √15

5
. 

Итак, ВК = 4 √15
5

 
 

 
2 случай:  АС = 4х,  ВС = 2х.  Тогда 3 = 4х2;  х = √3

2
;  АС = 2 √3;   ВС = 

√3;   
АВ = √16х2 + 4х2 =  2х √5 = √15;  
По свойству касательной и секущей   
АВ ⋅ АК = АС2;     √15 ⋅ АК = 12;   АК = 12 √15

15
  = 4 √15

5
 ;     

ВК = √15  -  4√15
5

  =  √15
5

. 
 
Ответ: 4 √15

5
 ;    √15

5
. 

 

 
4.3.22. (ТР № 14 2012 от А.Л.) В трапеции АВСD с основаниями 30 и 10 боковые стороны АВ и СD 
равны соответственно 20 и 24. Прямые АВ и CD пересекаются в точке О. Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника ОВС. 
 
Решение: 

 

1) Так как ∆OAD ∼ ∆OBC,  то 
 к = 3.  
Пусть ОВ = х, тогда ОА = 3х , 
тогда 20 + х = 3х, х = 10. 
ОВ = 10, ОС = 12. SOBC = 48, 
R = 𝑂𝑂𝑂𝑂∙𝐵𝐵𝐵𝐵∙𝑂𝑂𝑂𝑂

4𝑆𝑆
 = 10∙10∙12

4∙48
 = 25

4
; 

2) OB = 30, BC = 30, OC = 36,  
S = 18⋅12⋅2,  R =30∙30∙36

4∙18⋅12⋅2
 = 75

4
. 

 
Ответ:   6,25; 18,75 
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4.3.23. (ТВ№ 17 2012 от А.Л.) В прямоугольном треугольнике АВС катеты АВ=8, СВ=6. На гипотенузе 
АС отмечена точка К так, что треугольник АВК – равнобедренный. Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника АВК. 
 
Решение: 

 

1)Пусть ВК = АК, а КН ⊥АВ, тогда АН = НВ = 
4, К – середина АС, т.е КН – средняя линия 
∆АВС, НК = 3.∆OНА – прямоугольный, АН = 4, 
OН = r – 3, r2 = 16 + (r – 3)2, 6r = 25, r = 25

6
. 

2) АВ = АК = 8, SABK = 8∙8
2
∙ 3
5
 =96

5
 ;  

BK2 = 2⋅64 - 2⋅64⋅4
5
 = 128

5
; BK = 8√10

5
;  

R = 8∙8∙8∙5√10
5∙4∙96

 =4√10
3

.   

Ответ:   25
6

;   4√10
3

. 
 

 
4.3.24.  (ТВ№18-2012 от А.Л.)  В равнобедренный треугольник с основанием 24 и боковой стороной 20 
вписана окружность. Найдите длину отрезка, заключенного между двумя сторонами треугольника, 
параллельного третьей стороне и касающегося окружности. 
 
Решение:  
1 случай: отрезок параллелен основанию. Высота опущенная на основание h = 16, по свойству 
биссектрисы, найдем отрезки, на которые биссектриса делит высоту:  3: 5  или  6 и 10.  
Из подобия получим 6. 
2 случай: отрезок параллелен  боковой стороне и отсекает равнобедренный треугольник, подобный 
данному.  Высота, опущенная на боковую сторону равна 96

5
, их подобия искомый отрезок  равен 7,5. 

Ответ:  6;   7,5. 
 
4.3.25. (ТВ№1-2013 от А.Л.)  Дан прямоугольный треугольник ABC, с катетами AB и BC (AB=5, 
BC=12). Пусть точка I – центр окружности, вписанной в треугольник ABC. Прямая, проходящая через 
точку I, параллельна одной из сторон треугольника ABC и пересекает две другие стороны в точках K и 
P. Найдите длину отрезка KP.  
 
Решение: 
По теореме Пифагора  АС = 13, BN = BM = MI = IN = 
r = 𝑆𝑆

𝑝𝑝
 = 𝐴𝐴𝐴𝐴∙𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵+𝐴𝐴𝐴𝐴
 = 5∙12

5+12+13
 = 60

30
 = 2. 

1) Пусть РК // АС. 
∆MIP ∼∆ABC,   𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐼𝐼𝐼𝐼
  = 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐼𝐼𝐼𝐼
 ,  𝐼𝐼𝐼𝐼 = 13 ⋅ 2 : 5 = 26

5
; 

 
∆NIK ∼∆ABC,   𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐼𝐼𝐼𝐼
  = 𝐶𝐶𝐶𝐶

𝐼𝐼𝐼𝐼
 ,  𝐼𝐼𝐼𝐼 = 13 ⋅ 2 : 12 = 13

6
; 

KP = KI + IP = 26
5

 + 13
6

 =  221
30

. 

         
2)  Пусть РК // АB.  ∆KCP ∼∆ABC,     𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐶𝐶𝐶𝐶
  =  𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃𝑃𝑃
 ,  𝐾𝐾𝐾𝐾 = (12 - 2) ⋅ 5 : 12  =  25

6
.  

3) Пусть РК // CB.  ∆KAP ∼∆ABC,  𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐴𝐴𝐴𝐴

  = 𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑃𝑃𝑃𝑃

 ,  𝐾𝐾𝐾𝐾 = (5 - 2) ⋅ 12 : 5  =  36
5

. 

Ответ: 221
30

;   25
6

;  36
5

. 
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4.3.26.  (ТВ№2-2013 от А.Л.)   Дан треугольник  ABC, где BA = 5, BC = 8. В треугольник вписана 
окружность,  касающееся стороны  BC  в точке  Р.  Известно, что  ВР = 3.  Найдите площадь 
треугольника ВМР,  где М - точка касания окружности со стороной треугольника АВС. 
  
Решение: 
Рис.1.  
1) По свойству касательных   ВМ = ВР = 3, тогда СР = СТ = 5, МА = АТ = 2,  а сторона АС = 7.  
2) По формуле Герона  S∆ABC = �10(10 − 8)(10 − 5)(10 − 7)  =10 √3,   а радиус вписанной в 

треугольник окружности  r  =  𝑆𝑆
𝑝𝑝
 = 10 √3

10
 = √3,    OM =√3 .  

 
Рис. 1 

3) Из ∆ОВМ найдем гипотенузу ОВ:  
ОВ = √3 + 9  = 2√3,   тогда  
∠ОВМ = 30°, а ∠РВМ = 60°, а ∆РВМ 
Равносторонний, со стороной  равной 
3. 
4) S∆ВРМ  =  𝑎𝑎

2√3
4

 = 3
2√3
4

 = 9√3
4

. 
Рис.2. 
1) S∆ВРМ  = S∆ВСМ  - S∆РСМ  =  
= 1
2
 СМ ⋅СВ ⋅sin∠C  -  1

2
 СМ ⋅СP ⋅sin∠C  

=    

 
Рис. 2 

= 1
2
 СМ ⋅(СВ – CP) ⋅sin∠C  =  1

2
 ⋅ 5 ⋅(8 – 5) ⋅sin∠C   =    1

2
 ⋅ 15 ⋅sin∠C .   

2) sin∠C  =  2𝑆𝑆Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴∙𝐶𝐶𝐶𝐶

  = 2∙10√3
7∙8

 = 5√3
14

. 

3) S∆ВРМ  = 1
2
 ⋅ 15 ⋅ 5√3

14
 = 75√3

28
. 

Ответ:    9√3
4

;    75√3
28

. 
 
4.3.27.  (ТВ№14-2013 от А.Л.)  Дан треугольник АВС, в котором ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 1

2
. В треугольник  

вписана окружность, которая касается сторон AC, CB, BA  в точках  K, T  и M соответственно. Прямая  
AT пересекает окружность в точке L, причем  AL=2. Найдите площадь треугольника, одна из сторон 
которого  AT, а другая содержит точку касания окружностью треугольника АВС, если  AK=4. 
 

Решение. 
Задача требует найти  площади треугольников 
АВТ и АСТ.  
Ясно, что 60=∠ABC . 
По свойству секущей и касательной,  
проведенной из точки вне круга имеем:    

2AMALAT =⋅ .     8
2

==
AL

AMAT .  

Также заметим, что по свойству касательной к 
окружности будем иметь: АК=АМ=4,  
ВМ =  ВТ,  СТ = КС. 
Случай 1. Пусть .xBMBT ==  

 

По теореме косинусов: ( ) ( ) ;
2
1424 222 ⋅⋅+⋅−++= xxxxAT   

+++ 1682 xx −2x 6442 =− xx ;      04842 =−+ xx ;     4842 +±−=x = =±− 522              =
1322 ±− ;     Корень 1322 −−  не подходит по смыслу задачи.  

Значит, == BMBT  ( )11322132 −⋅=− . 

1322132244 +=+−=+= xAB = ( )1132 +⋅ . 

О 
К 3 

3 2 
2 

5 

5 

Т 

A 

B 

C 

M 

L 

K
 

T
 

x
 

x
 

4
 

4
 2

y
 

y
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( ) ( ) ( ) =−⋅+⋅⋅=⋅⋅=
2
311321132

2
160sin

2
1 BTABABTS ( ) 3113 ⋅− = 312 .  

Итак, =)(ABTS 312 . 
 
Случай 2. 
Пусть yКCСT == . Тогда по теореме косинусов: 60cos2222 ⋅⋅⋅−+= BCABBCABAC . 

BCABBCABAC ⋅−+= 222  

 или ( ) ( ) ( )222 213221324 yy +−++=+ ( ) ( )y+−⋅+− 21322132 . 

=++ 2816 yy ( ) ( )22
21322132 y+−++ ( ) ( )++−⋅+− y213221322

( ) ( )y+−⋅++ 21322132 ; 

=++ 2816 yy ( )221322132 y−+−+ + yy 2413413213452 +−++− ; 

=++ 2816 yy ( ) yyy 2132484 2 +++− ; 

=++ 2816 yy yyyy 213248816 2 ++++− ; 

48213288 =−−+ yyyy ;    48)13214( =− y ;    ( ) 24137 =− y ;      

( )
( ) ( )137137

13724
137

24
+⋅−

+⋅
=

−
=y =

( )
1349

13724
−
+⋅

=
( )
36

13724 +⋅
=

( )
3

1372 +⋅
=

3
13214 +

. 

( )
3

1138
3

8138
3

32146136
3

132142132 +⋅
=

+
=

++−
=

+
+−=+= yxВС . 

60sin
2
1)( ⋅⋅⋅= BCABABCS = ( ) ( )

2
3

3
11381312

2
1

⋅
+

⋅+⋅⋅ =
( )

3
31314

2
⋅+⋅

. 

( ) ( )
=

−⋅++⋅
=−

⋅+⋅
=−=

3
33631313214312

3
31314()()(

2

ABTSABCSATCS

=
−+

⋅
3

91321434 .
3

132534 +
⋅  

Ответ: 312 или  .
3

132534 +
⋅  

 
4.3.28.  (ТВ№7-2013 от А.Л.)  Дан прямоугольный треугольник MNK с катетами 5 и 12. Треугольник 
KNJ– равносторонний, причем точка J и точка M лежат по разные стороны от прямой NK.  Найдите 
расстояние от центра вписанной окружности в MNK до центра вписанной  в  КNJ окружности.  
Решение:  
1 случай: Равносторонний треугольник построен на 
гипотенузе. 
1)NK = 13, r = 5 ∙12

(5+12+13)
 = 2,  

NB = NC = 12 – r = 10. 
2) ∆KNJ – равносторонний, R = 1

3
 JA = 13√3

6
,   

NA = 1
2
  NK = 13

2
,   

AC = O1P = NC – NA = 10 - 13
2

 = 7
2
. 

3) O2P = r + R = 2 + 13√3
6

,  тогда по теореме Пифагора 

О1О2 = �49
4

+ 144+312√3+507
36

 = �273+78√3
9
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О1О2 = 
�273+78√3

3
. 

 

 

Случаи 2 и 3 решаются аналогично. 

Ответ  : 
�273+78√3

3
;   

�57+30√3
3

;    2�8 + 2√3. 
 
4.3.29.   (ТВ№31-2013, А. Л.)  Пусть О ‐ центр окружности, описанной около треугольника АВС, угол 
АОС равен 60 градусов. Найдите угол АМС, где М ‐ центр окружности, вписанной в треугольник АВС. 
 
Решение: 

Рис.1 Рис.2 
 
Рис.1: ∠АОС = 60° ⇒∠АВС = 30° ⇒ 2α + 2β = 180° - 30° = 150°;  α + β = 75° ⇒ 
∠АМС = 180° - 75° = 105°. 
Рис.2: ∠АОС = 60° ⇒∠АВС =180°-  30° = 150°⇒ 2α + 2β = 180° - 150° = 30°;  α + β = 15° ⇒ 
∠АМС = 180° - 15° = 165°. 
Ответ:  105°;    165°. 
 
4.3.30.  Прямая, перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треугольника с катетами 6 и 8,  отсекает 
от него четырёхугольник, в который можно вписать окружность. Найдите площадь этого 
четырёхугольника. 
 
Решение: 
Рис.1:  1) Пусть  АС = 8,  ВС = 6, тогда гипотенуза  АВ  =  10.   CS = CP = MR = MQ = r,  BS = BR   по 
свойству касательных,   тогда BM = BC = 6,  АМ = АВ – МВ = 10 – 6 = 4. 
2) ∆АВС ∼ ∆АМN,    𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴
  =  𝑁𝑁𝑁𝑁

𝐵𝐵𝐵𝐵
 = 1

2
,    то есть MN = 3. 

3) SCBMN = S∆ABC - S∆AMN = 6 ∙ 8
2

  -   3 ∙4
2

  = 24 – 6 = 18. 
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Рис.1 Рис. 2 
 
Рис.2:  1)АМ = АС = 8,  МВ = 10 – 8 = 2. 
2) В𝑀𝑀

В𝐶𝐶
  =  𝑁𝑁𝑁𝑁

А𝐶𝐶
 = 1

3
,    то есть MN =8

3
. 

3) SCBMN = S∆ABC - S∆ВMN = 6 ∙ 8
2

  -   
2 ∙ 83
2

  = 24  -   8
3
 = 211

3
 . 

Ответ:  18  или  211
3
. 

 
4.3.31.  Расстояние  от  точки  М,  расположенной  внутри  прямого угла,  до сторон  угла равны  1 и  3.  
Найдите радиус окружности, вписанной в этот угол и проходящий через точку М. 
Ответ:  4 + √6;   4 - √6;    
 
4.3.32.  Прямая, перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треугольника, отсекает от него  
четырёхугольник, в который можно вписать окружность. Найдите радиус окружности, если отрезок этой 
прямой, заключённый внутри треугольника, равен 14, а отношение катетов треугольника равно 7

24
 . 

Решение: 

Рис.1 Рис. 2 
Рис.1 
1) Пусть СВ = 7х,  а АС = 24х, тогда по теореме Пифагора АВ = 25х. 
2) SCPO  и  QMRO – квадраты, тогда SO = CS = OP = PC  = MR = MQ= OR = OQ = r , где r – искомый 
отрезок. NQ = NP,  BR = BS  тогда  MN = NC = 14,  а AN = 24x – 14;   ВМ = ВС = 7x,  AM = 25x – 7x = 
18x. 
3) ∆ABC ∼ ∆AMN по двум углам,  𝑀𝑀𝑀𝑀

𝐶𝐶𝐶𝐶
  = 𝑀𝑀𝑀𝑀

𝐶𝐶𝐶𝐶
,    14

7𝑥𝑥
  = 18𝑥𝑥

24𝑥𝑥
;  2
𝑥𝑥
  = 3

4
;  x = 8

3
. 

4)  В ∆ABC получим:  r = 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐴𝐴𝐴𝐴 
2

  =  3x = 8. 
Рис.2 
1) AM = 24x,  BM = x;  NB = 7x – 14;   
2)∆ABC ∼ ∆BMN по двум углам,  𝑀𝑀𝑀𝑀

𝐶𝐶𝐶𝐶
  = 𝑀𝑀𝑀𝑀

𝐶𝐶𝐶𝐶
,    14

24𝑥𝑥
  = 𝑥𝑥

7𝑥𝑥
;   7

12𝑥𝑥
  = 1

7
;  x  = 49

12
. 

3) r = 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐴𝐴𝐴𝐴 
2

  =  3x = 3⋅49
12

 = 49
4

 = 12,25. 
Ответ: 8  или 12,25. 
 
4.3.33.  (ТР от 12.04.2011)  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 29,  AC = 20, и BC = 21. На стороне 
BC взята точка D, а на отрезке AD –точка O, причем CD = 7 и AO = 3ОD.  Окружность с центром O 
проходит через точку C. Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с 
прямой AB. 
Ответ: 14,5  и 420

29
.  (см. 4.3.18) 
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4.3.34.  Прямая,  перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треугольника, отсекает  от него 
четырёхугольник, в который  можно вписать окружность. Найдите  радиус окружности, если отрезок 
этой прямой, заключенный внутри треугольника, равен 40, а отношение катетов треугольника равно 15

8
. 

Ответ: 25 или 32.  
 
4.3.35.  Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами АС= 15 и ВС = 8. С центром  в вершине В  
проведена окружность S  радиуса  17.  Найдите  радиус окружности, вписанной в угол ВАС и 
касающийся окружности S. 
 
Решение: 

Рис. 1 Рис. 2 
 
Рис.1.  Пусть   r – искомый радиус. 
1) По теореме Пифагора АВ= 17.  АО – биссектриса ∠САВ,  тогда по свойству биссектрисы  
𝐶𝐶М
АС

 =  МВ
АВ

  или  х
15

 =  8−х
17

,   х = 15
4

,   СМ =  15
4

. 

2) ∆АСМ ∼ ∆АРО, тогда  𝐶𝐶М
ОР

 =  АС
АР

,  15
4𝑟𝑟

 =  15
АР

,   AP = 4r,   CP = 4r – 15.  
3) В ∆ОВК  ОВ = 17 – r,   КВ = 8 – r,  ОК = СР = 4r – 15.  (17 – r)2 = (4r – 15)2 + (8 – r)2.   
289 – 34r + r2 = 16r2 – 120r  + 225 + 64 – 16r + r2;   16r2 – 102r = 0,  r = 102

16
 = 51

8
. 

Рис.2 
В ∆ОВК    ОВ = 17 + r,   КВ = r - 8 ,  ОК = СР = 4r – 15.  (17 + r)2 = (4r – 15)2 + (r - 8)2.   
289 + 34r + r2 = 16 r2 – 120r  + 225 + 64 – 16r + r2;   16r2 – 170r = 0,  r = 170

16
 = 85

8
. 

Ответ: 51
8

   или 85
8

. 
 
4.3.36. Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами АС= 5 и ВС = 12. С центром  в вершине В  
проведена окружность S  радиуса  13.  Найдите  радиус окружности, вписанной в угол ВАС и 
касающийся окружности S. 
Ответ: 52

9
   или 260

9
. 

 
4.3.37.  Прямоугольный треугольник ABC имеет периметр 54см. Окружность радиуса 6 см, центр 
которой лежит на катете ВС, касается прямых АВ и АС. Найти площадь треугольника АВС. 
 
Решение: 
 1 способ. 
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1) ∆АВС ∼  ∆ВКО,   АС
ОК

  =  ВС
ВК

,   

   х
6
  =  12+у

�у(у+12)
,  х = 6 ∙ �12+у

у
. 

2)Р∆АВС = 2х + 12 + у + �у(у + 12) = 54;     

12 ∙ �12+у
у

 +�у(у + 12) = 42 – у; 

144 ∙ 12+у
у

 + 24(у + 12) + у(у + 12) = 
=1764 – 84у + у2; 
10у2 – 111у + 144 = 0; 
 D = 32∙ 372 - 4∙ 10∙ 16 ∙ 9 = 9∙ 729. 
y1 = 1,5,   x1 = 18;   y2 = 9,6,   x2 = 9. 
S = 121,5      или    S = 97, 2. 

2 способ решения:  

 
Ответ: S = 121,5      или    S = 97, 2. 
 
4.3.38.  Точка М лежит на отрезке АВ. На окружности с диаметром АВ взята точка С, удаленная от точек 
А, М и В на расстоянии 20, 14 и 15 соответственно. Найдите площадь треугольника ВМС. 
 
Решение: 
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 Рис. 1  Рис. 2 
1) ∆АВС – прямоугольный, так как гипотенуза является диаметром окружности, тогда по теореме 
Пифагора  АВ = 25, а R = 12, 5. Высота СН = АС ∙ СВ

АВ 
  = 20 ∙ 15

25 
 = 12. 

2) Из ∆АСН      АН = √АС2 − СН2  = √202 − 122 = 16,   а НВ = 9. 
3) Из ∆СНМ    МН = √МС2 − СН2  = √142 − 122 = 2 √13. 
4) Рис. 1:  МВ =  ВН  +  НМ = 9 + 2 √13,    S∆BMC = 1

2 
 ∙ BM ∙ CH = (9 + 2 √13) ∙ 6 =  54 + 12√13, 

     Рис. 2:  МВ =  ВН  - НМ = 9 - 2 √13,    S∆BMC = 1
2 

 ∙ BM ∙ CH = (9 - 2 √13) ∙ 6 =  54 - 12√13, 
Ответ: 54 ± 12√13. 
 
4.3.39.  Точка М лежит на отрезке АВ. На окружности с диаметром АВ взята точка С, удаленная от точек 
А, М и В на расстоянии 40, 29 и 30 соответственно. Найдите площадь треугольника ВМС. 
Ответ: 216 ± 12√265. 
 
4.3.40.  Расстояние между параллельными прямыми равно 12. На одной из них лежит вершина C, на 
другой – основание AB равнобедренного треугольника ABC . Известно, что AB =10. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, одна из которых вписана в треугольник ABC , а вторая касается данных 
параллельных прямых и боковой стороны треугольника ABC . 
 
Решение: 
1) Так как ∆АВС – равнобедренный,  то  высота  СТ  является  медианой,  тогда   АТ = ВТ = 5, СТ = 12, а 
СВ = АС = 13. 
2) S∆АВС = 1

2 
 ∙ АВ ∙ CТ = р ∙ r,  r = O1P = АВ ∙ CТ 

(𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵)
 = 10 ∙ 12 

(10+13+13)
 = 10 ∙ 12 

36
 = 10  

3
. 

3)Так как вторая окружность касается параллельных прямых, то ОН  =  ОК =  12 : 2 = 6.  
 

  Рис. 1  Рис. 2 
 
4) Рис. 1:   Пусть  ВК = х,  по  свойству  касательных,  проведенных  из  одной  точки   
ВК = ВН = х,  тогда  СК = СМ = 13 – х.  Так как СМ = ТН, то 13 – х = х + 5,  2х = 8,  х = 4.  
ВК = 4.  РК = ВР – ВК = 5 – 4 = 1. 
5) Построим О1N  =  РК  = 1,    О1N || РК, тогда ОN = ОК + NК = ОК + О1Р = 6 + 10  

3
 = 28  

3
. 
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∆О1NО – прямоугольный, ОО1 = �О1N2 + NО2  =  �1 + �28
3
�
2
 = √793

3
. 

6) Рис.2:  Пусть  СК = СМ  = х,  АК = АН = 13 – х  = АТ + ТН = 5 + х.  х = 4.   
Тогда РК = 13 – (СК + АР) = 13 – (4 + 5) = 4.  
7)  
Построим О1N  =  РК  = 4,    ОN = ОК – РО1 = 6 - 10  

3
 = 8  

3
. 

 ∆О1NО – прямоугольный, ОО1 = �О1N2 + NО2  =  �16 + �8
3
�
2
 =     4√13

3
 . 

Ответ: √793
3

    или  4√13
3

    
 
4.3.41.  Расстояние между параллельными прямыми равно 6. На одной из них лежит вершина C, на 
другой – основание AB равнобедренного треугольника ABC . Известно, что AB =16. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, одна из которых вписана в треугольник ABC , а вторая касается данных 
параллельных прямых и боковой стороны треугольника ABC . 
Ответ: √730

3
    или  √10

3
. 

 
4.3.42.  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 15, AC = 9, и BC = 12. На стороне BC взята точка D, а 
на отрезке AD – точка O, причем CD = 4 и AO = 3 ⋅OD. Окружность с центром O проходит через точку C.  
Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с прямой AB. 
 
Решение: 
1) Построим луч СО, пересекающий прямую АР || СВ в точке Р. 
Т – точка пересечения луча с гипотенузой АВ.   
∆ ОАР ∼ ∆ОСD   по двум углам: ∠РОА = ∠DОС – 
вертикальные,  ∠СРА = ∠DСО – накрест лежащие при АР || СВ 
и секущей  СР. Так как АО : ОD = 3 : 1, то АР = 12,  тогда  
∆САР = ∆АВС по катетам,  а СР = АВ = 15. 
2) Построим СК ||  АВ, тогда ∆СDК ∼ ∆АDВ по двум углам.  СD 
: DВ = 4 : 8 = 1 : 2, тогда СК = АВ : 2 = 7,5. 
АD = 4х, тогда  КD = 2х. 
3) АРТ = ∆СТВ по стороне АР = СВ и двум прилежащим к ней 
углам (накрест лежащие углы), следовательно АТ = АТ = 15 : 2 
= 7, 5;  СТ = ТР = 7,5. 

 
4)∆СОК = ∆АОТ по двум сторонам АТ = СК = 7,5,  ОА = ОК = 3х и углу между ними, тогда  
СО = ОТ, т.е. точка Т принадлежит окружности и гипотенузе –то есть СТ - искомое расстояние. СТ – 
медиана ∆АВС, следовательно СТ = АТ = ТВ = 7,5. 
5)СМ является катетом  прямоугольного треугольника СМТ, то есть  ∆СМВ - прямоугольный;   
  ∆АВС ∼ ∆СМВ,  тогда АС : СМ = АВ : СВ,  9 : СМ = 15 : 12, СМ = 9 ∙12

15
= 7,2 

Ответ: 7,5  или 7,2. 
 
4.3.43.  Дан треугольник ABC со сторонами AB = 25,  AC = 7, и BC = 24. На стороне BC взята точка D, а 
на отрезке AD – точка O, причем CD = 8 и   AO=3⋅ OD. Окружность с центром O проходит через точку C.  
Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой окружности с прямой AB.  
Ответ:12,5  или 6,72. 
 
4.3.44.  В треугольнике АВС   АВ = 14,  ВС = 6,  СА = 9.  Точка D  лежит на прямой ВС так, что ВD : DС 
= 1 : 9. Окружности, вписанные в треугольники АDC и  ADB, касаются стороны  АD в точках Е и F.   
Найдите длину отрезка ЕF. 
 
Решение:  
Рис.1:      DE =𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴

2
,    DF =𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴

2
.      Тогда FE = DE – DF.     
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FE = 𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

− 𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

  =  𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐴𝐴𝐴𝐴
2

 . 

Так как BD : DC = 1: 9 , то      BD = 6
10

= 3
5

= 0,6;  DC = 5,4.      FE = 5,4−9−0,6 +14
2

  = 4,9 

 

 Рис.2:  DE  =   𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

,   DF =𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴
2

.      

FE =  𝐷𝐷𝐷𝐷−𝐴𝐴𝐴𝐴−𝐷𝐷𝐷𝐷+𝐴𝐴𝐴𝐴
2

.     BD = 6
8

= 0,75;   BC = 
6,     
СD = 6,75.  FE =   6,75−9−0,75 +14

2
  = 5,5. 

 

 
Ответ:  4,9  или 5,5.  
 
4.3.45.  Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине В и углом α при вершине А 
Точка М – середина гипотенузы. Точка С1

   симметрична точке С относительно прямой ВМ . Найдите 
угол АС1В . 
 
Решение: 

  Рис. 1  Рис.2 
 
1) Так как ∆ АВС – прямоугольный, а точка М – середина гипотенузы, то точка С1 симметричная точке 
С относительно прямой ВМ, находится на окружности  с центром  в точке М и радиусом ВМ.  
2) ∠ АС1В – вписанный в окружность и опирается на дугу 
Рис.1. ∪ АСВ  = ∪АС + ∪ВС = 1800 + 2α,  тогда ∠ АС1В  = 900 + α; 
Рис. 2.  ∠ АС1В  опирается на ∪АВ = 2α,  тогда ∠ АС1В  = α. 
Ответ: 900 + α;  α. 
 
4.3.46.   Дан треугольник АВС  с основанием АВ = √3

2
  и высотой СН = √6

3
.  Известно, что  АН: НВ = 2:1. 

В угол ВАС вписана окружность, с центр которой лежит на высоте СН. Найдите радиус окружности.  
 
Решение: 
1 вариант (Рис. 1) Точка Н принадлежит отрезку  АВ.  

 Рис. 1 Рис. 2 
1)Так как АН : НВ = 2 : 1, то АН =  2

3
 ⋅ √3

2
 = √3

3
.   По теореме Пифагора  из ∆АСН   АС =  1. 

2) По свойству касательных АК = АН = √3
3

,   тогда СК = 1 - √3
3

.  

3) ∆ СОК – прямоугольный,  ОС2 = ОК2 + КС2;   (√6
3

 – R)2 = R2 + (1 - √3
3

)2.      2𝑅𝑅√6
3

 = 2√3
3

 - 2
3
.  

R = √6  (√3− 1)
6

. 
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2 вариант (Рис. 2) Точка Н лежит  на продолжении отрезка АВ. 
1) Так как АН : НВ = 2 : 1, то АН =2⋅ √3

2
 = √3.    По теореме Пифагора  из ∆АСН   АС = √33

3
 . 

2)  СК =  √33
3

 - √3.    (√6
3

 – R)2 = R2 + (√33
3

 − √3 )2.      2𝑅𝑅√6
3

 =  2√11  - 6,   R = √6  (√11− 3)
2

. 

Ответ:  √6  (√3− 1)
6

  или  √6  (√11− 3)
2

. 
 
4.3. 47.  К  окружности, вписанной в треугольник с периметром 18, проведена касательная параллельно 
основанию треугольника. Отрезок касательной между боковыми сторонами равен 2. Найдите основание 
треугольника. 
 
Решение: 
1) По свойству касательных  АН = АМ = у,  
СН = СР = х, ВР = ВМ = z.    
Тогда 2х + 2у + 2z = 18,    х + у + z = 9. 
2) МК = КЕ, ТР = ТЕ, тогда МК + ТР = КТ = 2. 
2 z = МВ  + ВР = МК + КВ + ВТ + ТР, 
2 z = 2 + КВ + ВТ. 
3) ∆АВС ∼ ∆ВТК, тогда АС

КТ
 = АВ

КВ
 = СВ

РВ
. 

х+у
2

 = у+z
КВ

,  КВ = 2(z+у)
х+у

,  х+у
2

  = х+z
ТВ

, ТВ = 2(z+х)
х+у

 

 
4) 2 z = 2 + 2(z+у)

х+у
 + 2(z+х)

х+у
 ,    z = х+у+ z+у+ z+х

х+у
 = 18

х+у
,  тогда  получим уравнение:  

х + у + 18
х+у

 = 9,  (х+у)2 – 9 (х+у) + 18 = 0;    х+ у = 3  или  х+ у = 6. 
Так как х+у = АС, то АС = 3 или АС = 6. 
Ответ: 3  или 6.   
 
4.3.48.  (ТВ№39-2013, А. Л.) На окружности радиуса 3 с центром в вершине острого угла А 
прямоугольного треугольника АВС взята точка Р. Известно, что АС=3, ВС=8, а треугольники АРС и 
АРВ равновелики. Найдите расстояние от точки Р до прямой ВС, если известно, что оно больше 2. 
Ответ: 3 и 24

5
 

  
 4.3.49.   В  треугольнике АВС АС=12, ВС=5, АВ=13. Вокруг этого треугольника описана окружность S. 
Точка D  является серединой стороны АС. Построена окружность S1, касающаяся окружности S и 
отрезка АС в точке D. Найдите радиус окружности S1. 

 
• Решение.  

 

12, 5, 13 – пифагоровы числа, 
следовательно, −∆ACB  прямоугольный, с 
гипотенузой АВ. В таком случае АВ – 
диаметр окружности S. Значит, радиус этой 

окружности .
2

13
2

==
ABR  

Через точку D можно провести две 
окружности, удовлетворяющие условию 
задачи.  
Пусть О – центр окружности S. Проведем 
прямую через точки O и .D Очевидно, что 
прямая OD - ось симметрии как окружности 
S, так и искомых окружностей. 

Следовательно, точки 21,OO - центры искомых окружностей, лежат на прямой OD . 
Хорда АС окружности S делит круг окружности S на два сегмента, половина высот которых являются 

искомыми радиусами 

O

B A 

C 

O 

O

O2 

D 
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Вычислим эти высоты по формуле ,
4

2
2 lRRh −±= где l – длина хорды, в нашем случае l =АС=12. 

.
2

13
=R   

2
513

2
5

2
13

4
25

2
13

4
144

4
169

2
13 +

=±=±=−±=h  .   ,91 =h  .5,41 =r   ,42 =h .21 =r  

Ответ: 2 или  4,5. 
 
Высота сегмента также может быть вычислена по формулам: 







 −⋅=

2
cos1 αRh  - через радиус окружности и центральный угол; 

42
1 αtglh ⋅=  - через хорду и центральный угол. 

 
4.3.50.  (ТВ№21-2013 от А.Л.)   На боковой стороне равнобедренного треугольника как на диаметре 
построена окружность, делящая вторую боковую сторону на отрезки, равные 1 и 2. Найдите основание 
треугольника. 
 
Решение: 
Так как окружность делит боковую сторону на отрезки 1 и 
2 , то длина боковой стороны равна 3. 
1) ∆АВС: АВ = АС = 3,  АМ = 2, МС = 1.  
∠ВМА = 90°, как угол, опирающийся на диаметр АВ. 
ВМ = √АВ2 − АМ2  = √32 − 22 = √5,  тогда  
ВС = √ВМ2 + МС2 = √5 + 1 = √6. 
2) 1) ∆АВК:  АВ = АК = 3,  АР = 1, РК = 2.  
∠ВРА = 90°, как угол, опирающийся на диаметр АВ. 
ВР = √АВ2 − АР2  = √32 − 12 = √8,  тогда  
ВК = √ВР2 + РК2 = √8 + 4 = √12 = 2 √3. 
Ответ: √6;   2 √3.  

 
4.3.51.  (ТВ 24-2013, АЛ.)Радиус описанной около равнобедренного треугольника окружности равен 25, 
а вписанной в него окружности – 12. Найдите стороны треугольника. 
 
Решение: (Найдено 6 способов решения этой задачи) 
1 способ:(мой) 

 

Пусть R – радиус описанной окружности, а  r - радиус 
вписанной окружности.  
1) SABC = 2𝑎𝑎𝑏𝑏

2

4𝑅𝑅
 = 2𝑎𝑎+2𝑏𝑏

2
∙ 𝑟𝑟,  или  𝑎𝑎𝑏𝑏

2

2𝑅𝑅
 = (a + b) r. (∗) 

2) 𝑏𝑏
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

= 2𝑅𝑅 ⇒ b = 2Rsinα;     
a = b cosα = 2Rsinαcosα;   
3)   Подставим найденные значения а и b  в (∗): 
2Rsinαcos𝛼𝛼∙4𝑅𝑅2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛼𝛼

2𝑅𝑅
 = (2Rsinαcosα +2Rsinα) r; 

4R2sin3αcosα = 2Rsinα(1 + cosα)r; 
2R(1 – cos2α)cosα = (1+cosα)r; 2Rcosα(1-cosα) = r; 
2Rcos2α -2Rcosα + r = 0. 

 Решим как квадратное относительно cosα: 

1) cosα = 𝑅𝑅− √𝑅𝑅2−2𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑅𝑅

 = 25− √252−24∙25
50

 = 25− 5
50

 = 2
5
;  sinα = √21

5
;  a = 50 ⋅ √21

5
 ⋅ 2
5
 =4√21; b = 10√21; 

AB = BC = 10√21;  AC = 8√21. 

2) cosα = 𝑅𝑅+ √𝑅𝑅2−2𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑅𝑅

 = 25+ √252−24∙25
50

 = 25+ 5
50

 = 3
5
;    sinα = 4

5
;    a = 50 ⋅ 4

5
 ⋅ 3
5
 =24;  b = 40; 
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AB = BC = 40;  AC = 48. 
Ответ: 10√21, 10√21, 8√21;    40,  40,  48. 
 
2 способ:(мой) 

Рис.1 
 

Рис. 2 
1) По формуле Эйлера, найдем расстояние между центрами описанной О и вписанной О1 окружностями: 
ОО1 = d =  √𝑅𝑅2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 = √252 − 25 ∙ 24 = 5 
Рис.1: BH = h = R + d + r = 25+5+12 = 42.  SABC = a ⋅ h = 𝑎𝑎𝑏𝑏

2

2𝑅𝑅
;  42 = 𝑏𝑏

2

50
;   b = 10√21,    

a =  √𝑏𝑏2 − ℎ2 = √100 ∙ 21 − 4 ∙ 212 = 4√21 ⇒ AB = BC = 10√21;  AC = 8√21. 
 
Рис.2: BH = h = R - d + r = 25 - 5+12 = 32.  SABC = a ⋅ h = 𝑎𝑎𝑏𝑏

2

2𝑅𝑅
;  32 = 𝑏𝑏

2

50
;   b = 10 ⋅ 4 = 40,    

a =  √𝑏𝑏2 − ℎ2 = √402 − 322= √8 ∙ 72 = 8 ⋅ 3 = 24 ⇒ AB = BC = 40;  AC = 48. 
 
Ответ: 10√21, 10√21, 8√21;    40,  40,  48. 
 
3 способ( от М.И.Сканави) 
1) ВЕ – диаметр окружности , ВЕ = 50;  ∠ВАЕ = 90° - как 
угол, опирающийся на диаметр. ВЕ⊥АС, так как ∆АВС – 
равнобедренный. 
2) Пусть ∠ВАО1 = ∠НАО1= α,  тогда   ∠АО1Е = 90°- α, 
∠АВЕ = 90°- 2α, а ∠АЕН  = 2α ⇒ ∠ЕАН = 90°- 2α и ∠ЕАО1 
= 90°- α, т.е ∆АЕО1 равнобедренный,  
АЕ = ЕО1 = 12 + х. 
3) По свойству пропорциональных отрезков в прямоугольном 
треугольнике АЕ2 = ВЕ ⋅ ЕН,  (12 + х)2 = 50х; х2 – 26х + 144 = 
0,  х1 = 13 + 5 = 18;  х2 = 13 – 5 = 8. 
4)При х = 18, АЕ = 18 + 12 = 30,   
АН = √АЕ2 − ЕН2 = √302 − 182 = √12 ∙ 48 = 24,  
АС = 48. 
АВ = √ВЕ2 − ЕА2 = √502 − 302 = √20 ∙ 80 = 40. 

 
При х = 8, АЕ = 20, АН = √АЕ2 − ЕН2 = √202 − 82 = √12 ∙ 28 = 4√21.  АС = 8√21; 
АВ = √ВЕ2 − ЕА2 = √502 − 202 = √30 ∙ 70 =10√21. 
Ответ: 10√21, 10√21, 8√21;    40,  40,  48. 
 
4 способ 
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Ответ:  40, 40, 48;   10√21,  10√21,  8√21. 
 
5 способ: 
1) ВН = √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2,  S = a ⋅ √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2. 
2)S = 2𝑎𝑎 𝑏𝑏2

4𝑅𝑅
  ⇒ R = 2𝑎𝑎 𝑏𝑏2

4𝑆𝑆
 = 2𝑎𝑎 𝑏𝑏2

4𝑎𝑎 ⋅ √𝑏𝑏2−𝑎𝑎2
,    где R = 25 – радиус описанной 

окружности. Получим 𝑏𝑏2

2 ⋅ √𝑏𝑏2−𝑎𝑎2
 = 25  (1) 

3) S = 2𝑎𝑎+2𝑏𝑏
2

∙ 𝑟𝑟,  𝑟𝑟 = 𝑆𝑆
𝑎𝑎+𝑏𝑏

 = 𝑎𝑎 ⋅ √𝑏𝑏2−𝑎𝑎2

𝑎𝑎+𝑏𝑏
,  где 𝑟𝑟 = 12 – радиус вписанной 

окружности.  Получим:  𝑎𝑎 ⋅ √𝑏𝑏2−𝑎𝑎2

𝑎𝑎+𝑏𝑏
 = 12  (2). 

4) Разделим равенство (1) на (2): 

 
𝑏𝑏2 (𝑏𝑏+𝑎𝑎)

2 ⋅ (𝑏𝑏2−𝑎𝑎2)∙𝑎𝑎
 = 25

12
,    𝑏𝑏2 

 (𝑏𝑏 −𝑎𝑎 )∙𝑎𝑎
 = 25

6
;   6b2 = 25ab – 25a2,    25a2 - 25ab + 6b2 = 0  - однородное алгебраическое 

уравнение, где ни a  ни  b  равными нулю быть не могут. Разделим обе части уравнения на 𝑏𝑏2, и дробь 𝑎𝑎
𝑏𝑏
  

обозначим через t и получим:   25t2 – 25t + 6 = 0 ,  t1 = 3
5
,   t2 = 2

5
. 

• 𝑎𝑎
𝑏𝑏
 = 3

5
,  a = 3

5
 b,  𝑏𝑏2

2 ⋅ �𝑏𝑏2−�35𝑏𝑏�
2 = 25,    𝑏𝑏2

2 ⋅45b 
 = 25,    b = 25 ∙  8

5
 = 40,  a = 3

5
 ⋅40 = 24. 

AB = BC = 40,  AC = 48.  
• 𝑎𝑎

𝑏𝑏
 = 2

5
,  a = 2

5
 b,  𝑏𝑏2

2 ⋅ �𝑏𝑏2−�25𝑏𝑏�
2 = 25,  𝑏𝑏2

2 ⋅ b∙√215
    = 25,    b = 25 ∙  2√21

5
 =  10 √21. 

AB = BC = 10 √21,  AC = 8√21. 
Ответ: 40, 40, 48;   10√21,  10√21,  8√21. 

 
6 способ: См. файл PDF С4 ТР №24 (от А. Ларина) 
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4.3.52.  (ТВ№29-2013, А. Л.) Окружности радиусов 2 и 1 касаются в точке А. Найдите сторону 
равностороннего треугольника, одна из вершин которого находится в точке А, а две другие лежат на 
разных окружностях. 
 
Решение: 
1 случай: окружности касаются внешним образом. 
1) Построим медианы ∆АВС, они же будут высотами и 
биссектрисами  треугольника. ∠О1ОО2 = 120°. ОА 
биссектриса ∠О1ОО2  ⇒ О1А

О2А
 = О1O

О2O
  =   2

1
 .  Пусть О2O = х,  а 

О1O = 2х, тогда по теореме косинусов имеем: 
 О1О2

2 = О1О2 + ОО2
2 – 2 О1О⋅ ОО2⋅ cos 120° = 5x2 + 2x2 = 7x2. 

7x2 = 9,  x2 = 9
7
,   x = 3√7

7
,   т.е. О2O = 3√7

7
.   

2) ∠АОО2 = 60°,  тогда по теореме косинусов из ∆АОО2 
имеем АО2

2 = АО2 + ОО2
2 – 2АО⋅ ОО2⋅ cos 60°; 

 

1 = АО2 + 9
7
 - АО⋅ 3

√7
;      АО2 - АО⋅ 3

√7
  + 2

7
  = 0;    D =  9

7
 - 8
7
 = 1

7
.   AO = 

3
√7

 + 1
√7

2
  = 2

√7
  или  AO = 

3
√7
− 1
√7

2
  = 1

√7
. 

АР = АО ⋅ cos 30° = 2
√7

 ⋅ √3
2

 = √21
7

;   AC = AB = BC = 2√21
7

;   или  АР = = 1
√7

 ⋅ √3
2

 = √21
14

;   AC = AB = BC = √21
7

. 
 

 

2 случай: окружности касаются внутренним образом.  
Из вершины С ∆АВС  построим высоту, тогда точка М середина АВ,  
соединим  О1  с точкой М. Так как радиус окружности, проходящий через 
середину хорды перпендикулярен ей, то точка С совпадает с точкой О1. То 
есть АО1 = АС = АВ = ВС = ВО1 = 2. 
 
Ответ: 2√21

7
;    √21

7
;   2. 

 
 
 

 
4.4.  Окружность и четырехугольник 

на  ОГЭ  
 

Взаимное расположение окружности и четырехугольника: 
 
• Трапеция вписана в некую окружность тогда и только тогда, когда она является равнобедренной. 

 
• Сумма противоположных углов вписанного четырехугольника равна 180°. 

 
• Центр окружности, описанной около трапеции, лежит на пересечении серединных перпендикуляров 

к сторонам трапеции. 
 

• Суммы противоположных сторон описанного четырехугольника равны. 
 

 
4.4.1.   Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если 
известно, что боковая сторона трапеции равна 10. 
 
Решение: 
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4.4.2.   В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60°, а площадь равна 324 , вписана 
окружность.  Найдите радиус этой окружности.    (Демовариант_04) 
 
Решение: 

 

 
4.4.3.   Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее 

основание АD равно 15, синус угла ВАС  равен 1
3

, синус угла АВD равен 5
9

. 

 (Демовариант_06). 
 

 
4.4.4.  Равнобедренная трапеция описано около окружности  радиуса  3 5  . Найдите тангенс угла при 
большем основании трапеции, если её средняя линия равна 15. 
 
 

 

АВ = CD = 10,  DM = ND, MC = CA ⇒ 
⇒ ND + CA = 10. h =  OA + ON = 4 + 4 = 8 
Sтр = 0,5 (AD + BC) h = 10 · 8 = 80 
 
Ответ: 80. 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1. Свойство описанной трапеции;  
2) Свойства равнобедренной трапеции;  
3) Свойства касательных. 

 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Так как трапеция равнобедренная и описанная, то ВС + 
АD = AB + CD. ∠BAM = 60° ⇒  
∠ABM = 30°,  тогда, если АМ = х, то АВ = 2х ⇒  
CD = 2х ⇒ ВС + АD = 2х + 2х = 4х,  тогда   
S тр = 0,5 ( ВС + АD) ∙ ВМ = 0,5 ∙ 4х ∙ ВМ; 
Из ∆ АВМ найдем ВМ:   ВМ = 2х ∙ sin 60° = x √3 
S тр = 2х ∙ ВМ = 2x2 √3 = 324  ⇒ x = 2√3 ⇒ 
ВМ =  x √3 = 2√3 ∙ √3 =  6 ⇒  r = 3. 
 
Ответ: 3. 

1) свойство описанного четырехугольника;      2) формулы площади трапеции;   3) свойства равнобедренной трапеции;  
4)  свойство катета, лежащего против угла 30 °;  5) соотношения между углами и сторонами прямоугольного 
треугольника. 

 

Решение 
1. Средняя линия MN = 0,5∙(AD + BC) 
2. По теореме синусов ВК : sin ∠BAK = AK :  sin ∠ABK, 

ВК : 1
3

 = AK :  5
9

,  BK = 0,6 AK. 

3.  AKD   ∼  BKC   ⇒ ВС : АD = ВК : АК  = 0,6 ⇒ ВС = 9. 
4. Средняя линия MN = 0,5∙(AD + BC) = 0,5 (15 + 9) = 12. 
Ответ: 12. 
 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойства вписанной трапеции;  2) свойства равнобедренной трапеции; 3) 
признаки подобия; 4) средняя линия трапеции. 
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4.4.5.    Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, 

если  тангенс угла при основании трапеции равен 
7

3 . 

 
4.4.6.   (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите высоту 
трапеции. 

 
Решение:  
1 случай: Трапеция расположена по одну сторону от центра окружности.  

Из ∆ВСО, СО = ;244962522 =−=− ВСОВ  

Из ∆АНО, НО = ;1540062522 =−=− АНОА  
Тогда СН = 9. 
 
2 случай:  Центр окружности 
расположен внутри треугольника.  
Из ∆ВСО, СО = 

;244962522 =−=− ВСОВ  
Из ∆АНО, НО = 

;1540062522 =−=− АНОА  
Тогда СН = 39. 
 
Ответ: 9; 39. 
 
4.4.7.   (2010) Около трапеции ABCD описана окружность радиуса 6 с центром на основании  AD. 
Найдите площадь трапеции, если основание ВС равно 4. 

 

Решение: 
1) По свойству описанного четырехугольника  
2 · АВ = АD + ВС,  или  АВ = 15.  ВМ = 2 · r = 6 5  
2)  По теореме Пифагора 

564522522 =−=−= ВМАВАМ  
3) tg A = MB : AM = 6 5 : 6 5  = 1 
Ответ:  1. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойство описанного четырехугольника; 2) соотношения между сторонами прямоугольного треугольника; 3) свойство 
равнобедренной трапеции. 

 

Решение: 
1) По свойству описанного четырехугольника  
2 · АВ = АD + ВС,  или  АВ = РК.  ВМ = 2 · r = 6 

2)   tg A = MB : AM = 6: АМ  = 
7

3   ⇒  АМ = 2 7  

3)  По теореме Пифагора  8362822 =+=+= ВМАМАВ   ⇒  
РК = 8 
Ответ:  8.  

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
1) свойство описанного четырехугольника; 2) соотношения между сторонами прямоугольного треугольника; 3) свойство 
равнобедренной трапеции. 
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Решение:  
1) Так как трапеция вписана, то АВ = CD,  так как О ∈ AD, то  
AD = 12,   тогда АН = 0,5 ∙(AD – BC) = 4, а ОН = 2. 

Из ∆ОВН по теореме Пифагора ВН = 22 ОНВО −  

ВН = 4 2 . 
Ответ: 32 2 . 
 
4.4.8.  (ТР от 08.05.2011 онлайн – турнир ЕГЭ)  Окружность 
диаметром √10  проходит через вершины А  и В  прямоугольника АВСD,   а касательная к ней, 
проведенная из точки С, равна3. Найдите ВС, если АВ = 1. 
 
Решение:  
Возможны два варианта  расположения прямоугольника и окружности  Рис. 1 и Рис.2. 
Так как отрезки касательных, проведённых из одной точки равны, то не имеет значения, как построить 
касательную: выше точки В или ниже. 

 
Рис.1 

 
Рис.2 

1)Построим треугольник АВЕ. Так как АЕ – диаметр окружности, то ∠В = 90°. 
АВ = 1, АЕ = √10,  ВЕ = 3,  СК = 3.  Пусть СВ = х. 
2) По свойству секущей СВ и касательной СК получим:  СВ ⋅СЕ = СК2 
Рис.1: х ⋅ (х + 3) =  32;  х2 + 3х – 9 = 0,  х = 3√5−3

2
. 

Рис. 2: х ⋅ (х - 3) =  32;  х2 - 3х – 9 = 0,  х = 3√5+3
2

. 

Ответ: 3√5−3
2

  или  3√5+3
2

. 
 

 
4.4.9.   Около прямоугольника АВСD  описана окружность. На окружности взята точка М, 
равноудаленная от вершин А и В. Отрезки МС и АВ пересекаются в точке Е. Найдите площадь 
четырехугольника АМВС, если МЕ = 2 см, ЕС = 16 см. 
 
Решение: 
1 способ. 

 

1) По условию, АМ = МВ, т.е. медиана МН – высота ∆АМВ;  
∆МЕН ∼ ∆ВЕС  как прямоугольные и по вертикальным углам, тогда 
ЕН : ВЕ = ЕМ : ЕС = 2 : 16. То есть, если ЕН = х, то 
 ВЕ = 8х, НВ = 9х, АВ = 18х. 
2) По свойству хорд имеем: АЕ ⋅ ВЕ = МЕ ⋅ ЕС = 2 ⋅ 16 = 32,  

10х ⋅ 8х = 32,    х = 
5
10

,        АВ = 18 
5
10

,      ВЕ = 8 
5
10

. 
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3) Из ∆МЕН по теореме Пифагора получим МН = 3
5
10

, тогда  

SAMB = 
2
1
⋅ АВ ⋅МН = 

2
1
⋅ 18 

5
10

⋅ 3
5
10

 = 
5

54
. 

4) Из ∆ВЕС  по теореме Пифагора получим  ВС = 24
5
10

, тогда  

SAСB = 
2
1
⋅ АВ ⋅ВС = 

2
1
⋅ 18 

5
10

⋅ 24
5
10

 = 
5

432
. 

5) SAМВС = SAMB + SAСB = 
5

54  + 
5

432  = 
5

486  

 
2 способ:  

1) пусть ∠ВЕС = α, тогда SAМВС = 
2
1
⋅ АВ ⋅МС⋅ sinα; 

2) Из ∆ВЕС,  ВЕ = 16 соsα,  Из ∆ МЕН,  EH = 2 соsα,  тогда НВ = 18 соsα,  АВ = 36соsα,   

АЕ = 20 соsα,  а SAМВС = 
2
1
⋅ 36соsα⋅18⋅ sinα = 18⋅18⋅ sinα ⋅соsα. 

3) По свойству хорд имеем: АЕ ⋅ ВЕ = МЕ ⋅ ЕС = 2 ⋅ 16 = 32, то есть 20 соsα⋅ 16 соsα = 32,  

соsα  = 
10
10

,   sinα = 3 
10
10

. 

4) SAМВС = 18⋅18 ⋅ 3 
10
10

⋅ 
10
10

 = 
5

486
 

Ответ: 97,2. 
 
4.4.10.  На основании ВС трапеции АВСD  взята точка Е, лежащая на одной окружности с точками А, С 
и D. Другая окружность, проходящая через точки А, В и С, касается прямой  СD.  Найдите ВС, если АВ 
= 12 и ВЕ : ЕС = 4 : 5.  
 
Решение: 
1) Пусть ∠САВ = α, а ∠ОСА = β,  тогда ∠DАС = α как накрест лежащий при СВ || DA  и секущей АС, а  
∠АСD = 90° - β ( СD ⊥ OC,  так как СD – касательная к окружности с центром в точке О),  
соответствующая этому углу дуга АС  равна 2 ⋅ (90° - β), а  
 

 

∠СВА =  (90° - β), как угол, опирающийся на ту же дугу в 
окружности с центром О.   
2) ∠DСЕ = ∠АСD + ∠АСЕ = 90° - β + α, тогда, так как 
трапеция АЕСD – вписана в окружность, то она 
равнобедренная и углы при основании равны,   
∠DСЕ  = ∠АЕС = 90° - β + α, а смежный ему  
 ∠АЕВ = 90° + β - α. 
∠ЕАВ = 180° - (90° + β - α +90° - β) = α 
3) ∆АСВ ∼ ∆АЕВ по двум угла, тогда АВ : СВ = ВЕ : АВ или   
12 : 9t = 4t : 12,  t2 = 144 : 36 = 4, t = 2, CB = 18. 
 

Ответ: 18. 
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4.4.11.   В прямоугольную трапецию ABCD вписана окружность, которая касается сторон трапеции в 

точках K, L, M, N. Найти   
AD
CB , если  площадь четырехугольника KLMN относится к площади 

трапеции как 3 : 10. 
 
Решение: 

 

1) 
AD
CB  = 

yr
xr

+
+ ;     2) По условию   SKLMN : Sтр = 3 : 10; 

3) Так как четырехугольник KLMN – вписанный, то  
∠KLM = ∠ MNK = 90° - как углы, опирающиеся на диаметр 
окружности; Sтр. = (2r + x + y) ⋅r;  SKLMN = SKLM + SKMN;   
SKLM = r2;  По теореме косинусов   
MN2 = 2r2 - 2r2⋅cosα = 2r2(1 - cosα); 
KN2 = 2r2 + 2r2 ⋅cosα = 2r2(1 + cosα);   Тогда SKMN = r2sinα   

SKLMN = r2 + r2sinα,  где sinα = 
yx

r
+
2 ,      тогда SKLMN = r2 + 

yx
r
+

32
; 

4)  Из пункта 2) следует, что 3⋅ Sтр = 10⋅ SKLMN  или  3⋅(2r + x + y) ⋅r = 10 ⋅ (r2 + 
yx

r
+

32
);   

Пусть х + у = t,    3rt2 – 4r2t – 20r3 = 0,   D = 64 r 4,  t = 
3

10 r,   то есть х + у = 
3

10 r. 

5) Из ∆СНD по теореме Пифагора имеем:  у – х = 2222 4
9

1004)( rrrух −=−+  = 
3
8

r;  










=−

=+

rxy

rxy

3
8
3

10

,     y = 
3
9 r,     x = 

3
1 r.   Тогда     

AD
CB  = 

yr
xr

+
+   = 

3
4  : 

3
12  = 

3
1 . 

Ответ: 
3
1

. 

 
4.4.12.  Окружность S радиуса 12 вписана в прямоугольную трапецию с основаниями 28 и 21. Найдите 
радиус окружности, которая касается основания, большей боковой стороны и окружности S. 
 
  Решение: 
I случай: Рассмотрим окружность с центром в точке О1 и 
радиусом r. 
1)MD= AD – AM = 28 – 12 = 16. Тогда  OD = √𝑂𝑂𝑂𝑂2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 
√122 + 162 = 20. 
2) ∆OMD ∼∆O1KD,  𝑟𝑟

𝑂𝑂𝑂𝑂
 = 𝐷𝐷𝑂𝑂1

𝑂𝑂𝑂𝑂
,   𝑟𝑟

12
 = 8−𝑟𝑟

20
,  

20r = 96 – 12r, 32r = 96, r = 3. 
 
II случай;  Рассмотрим  окружность с центром в точке О2 и 
радиусом r1. 

 
1) PC = BC – BP = 21 – 12 = 9,   OC = √𝑂𝑂𝑂𝑂2 + 𝑃𝑃𝑃𝑃2 = √122 + 92 = 15. 
2) ∆OPC ∼∆O2HC,    𝑟𝑟1

𝑂𝑂𝑂𝑂
 = 𝐶𝐶𝑂𝑂2

𝑂𝑂𝑂𝑂
,   𝑟𝑟1

12
 = 3−𝑟𝑟

15
,   15r1 = 36 – 12r1,   27r1 = 36,  r =  4

3
. 

Ответ: 3 или 4
3
. 
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4.4.13.  Окружность S радиуса 24 вписана в равнобедренную трапецию с основаниями 36 и 64. Найдите 
радиус окружности, которая касается основания, боковой стороны и окружности S. 
Ответ: 6 или   8

3
. 

 
4.4.14.  (ЮФМЛ)Трапеция АВСD описана вокруг окружности и её основания AD и BC касаются 
окружности в точках М и К соответственно. Доказать, что АМ : МD  =  СК : КВ.  
Решение:   

 

1) Так как АО, ВР, СО и DO – биссектрисы углов 
А, В, С и D, то ∠АОВ = ∠СОD = 90°.   
2) ОР и ОЕ – высоты в прямоугольных 
треугольниках, опущенные из вершины прямого 
угла на гипотенузу. Тогда, по свойству 
пропорциональных отрезков в прямоугольном 
треугольнике имеем: 
AP⋅PB = r2  и DE ⋅EC = r2,  т.е. AP ⋅ PB = DE ⋅ EC  
или  AМ ⋅ КB = DМ ⋅КC;   
АМ
𝐷𝐷𝐷𝐷  

=  𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐾𝐾𝐾𝐾

    или  АМ : МD  =  СК : КВ ч.т.д. 
 
4.4.15.   (ЮФМЛ)На окружности лежат  четыре точки А, В, С, D, в указанном порядке. Точка М 
середина дуги АВ,   К – точка пересечения хорд АВ и CD,  Е – точка пересечения хорд АВ и МС. 
Докажите, что около четырёхугольника CDKE  можно описать окружность. 
 
Четырехугольник СDКЕ  вписан в окружность, тогда и только тогда, когда сумма противоположных 
углов равна 180°. Достаточно доказать, что сумма любых двух противоположных углов равна 180°. 
 
Решение: 
1) Так как М – середина дуги АВ, то ОМ⊥АВ и ∠МАВ = 
∠МВА = α, тогда ∪АМ = ∪МВ = 2α; 
2)Пусть ∠AMD = β, тогда  ∪ AD = 2β. Получили, что ∠MCD 
= ∠MCA + ∠ACD = α + β. 
3) Из ∆АМК имеем: ∠АКМ = ∠ЕКD = 180°- (α + β). 
4) ∠ECD + ∠ЕКD  = 180°- (α + β) + (α + β) = 180°.  
Около четырёхугольника CDKE  можно описать окружность. 

 
 
4.4.16.   (ТВ № 15 2012 от А.Л.) В прямоугольной трапеции с основаниями 18 и 32 тангенс острого угла 
равен 12

7
.  Найдите радиус окружности, касающейся одного из оснований, меньше боковой стороны и 

диагонали трапеции. 
Решение 
AH = 18, HD = 32 – 18 = 14,  tg ∠D = 𝐶𝐶𝐶𝐶

𝐻𝐻𝐻𝐻
 = 𝐶𝐶𝐶𝐶

14
 = 12

7
,  CH = 24. 
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AC = √𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵2 = √242 + 182 = 30;  r = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑝𝑝
 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵+𝐴𝐴𝐴𝐴
 = 24 ∙18

24+18+30
 = 24 ∙18

72
 = 6. 

2 cлучай: AD = 32,   AB = 24,  BD = √𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = √242 + 322 = 40;  
 r = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑝𝑝
 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
 = 24 ∙32

24+32+40
 = 24 ∙32

96
 = 8. 

Ответ:   6 или 8 
 
4.4.17.   (ТВ№11-2013 от А.Л.)  Трапеция ABCD с основаниями AD = 6 и  BC = 4 и диагональю BD = 7 
вписана в окружность. На окружности взята точка К, отличная от точки D так, что BK=7. Найдите длину 
отрезка АК. 
 
Решение: (1 способ) 
1)   Так как трапеция вписана, то АВ = СD.  
Тогда АН = (AD – AB) : 2 = 1,  HD =  5,  
 BH = √72 − 52 = √24,  AB = 5.  ∠BDA = ∠BKA = α,  
cos α  = 𝐻𝐻𝐻𝐻

𝐵𝐵𝐵𝐵
  =  5

7
. 

2) Из ∆АВК:  АВ2 = ВК2 + АК2 - 2⋅ВК⋅АК⋅ cos α. 
25 = 49 + x2 – 2⋅7x ⋅ 5

7
,   x2 – 10x + 24 = 0, x = 6,  x = 4. 

 
При х = АК = 6, получим  ∆АВК = ∆АВD   со сторонами 5, 6  и 7, то есть ∠BAD = ∠BAK,  что 
противоречит условию «точка К, отличная от точки D». 
Ответ:  4. 
2 способ 
1)Трапеция АВСD- равнобедренная, т.к. дуги  АВ и СD заключенные между параллельными прямыми 
ВС и АD равны. То есть АВ = СD.  
2)∠ВКА  = ∠DBC – как вписанные углы опирающиеся на равные дуги;  ∪ВАК =∪ ВСD, так как углы 
при основании равнобедренного треугольника ВDK  опираются на эти дуги ⇒ ∪ АК =∪ ВС, а 
следовательно и  ∠АВК  = ∠BDC, а  
∆ АВК = ∆ BDC по двум сторонам и углу между ними.  
Тогда АК = ВС = 4. 
Ответ: 4 
 
4.4.18. (ТВ№25-2013, А. Л.) В окружность радиуса √10 вписана трапеция с основаниями 2 и 4. Найдите 
расстояние от центра окружности до точки пересечения диагоналей трапеции. 
 
Решение: 
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Рис.1 Рис.2 
ОР = √ОВ2 − ВР2 = √10 − 1 = 3;  ОМ =  √ОА2 − АМ2 = √10 − 4 =  √6 ;  
Рис.1: МР = ОР – ОМ = 3 - √6;  
Пусть КМ= х, КР = 3 - √6 - х; Так как ∆АКD ∼ ∆ВКС, то 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐵𝐵𝐵𝐵
 = 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝐾𝐾𝐾𝐾
;   4

2
 = 𝑥𝑥

3 − √6 − х
;  x = 6−2√6

3
;  OK = KM + 

OM = 6−2√6
3

 + √6 = 6+√6
3

. 
Рис.2: МР = ОР + ОМ = 3 + √6;  
Пусть КМ= х, КР = 3 + √6 - х; Так как ∆АКD ∼ ∆ВКС, то 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐵𝐵𝐵𝐵
 = 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝐾𝐾𝐾𝐾
;   4

2
 = 𝑥𝑥

3+ √6 − х
;  x = 6+2√6

3
;  OK = KM - 

OM = 6+2√6
3

 - √6 = 6 − √6
3

. 

Ответ: 6+√6
3

;  6−√6
3

. 
 
4.4.19.     Прямая АЕ является биссектрисой угла ВАD трапеции АВСD. В треугольник АВЕ вписана 
окружность с центром в точке О, касающаяся сторон АВ и ВС в точках М и N соответственно. Хорда  
MN = 2. Вычислить угол MON , если АВ = 4. 
 
Решение: 
1) АЕ  - биссектриса, тогда  ∠ВАЕ = ∠ЕАD, а ∠ВЕА = ∠ЕАD как накрест лежащие углы при 
параллельных АD и ВС и секущей АЕ ⇒ ∠ВАЕ = ∠ВЕА, ∆АВЕ – равнобедренны,  
АВ = ВЕ 
 

 

2)Так как окружность вписана в треугольник, то 
отрезки касательных прямых равны, то есть ВМ = 
ВN = x, АМ = АН = 4 – х,   
NЕ = ЕН = 4 – х. 

3) ∆ВМN ∼  ∆ ВАЕ, тогда 
AB
BM

=
AE
MN

,  

428
2 x

x
=

−
 , х2 – 4х +4 = 0,  x = 2,    

то есть  ∆ВМN - равносторонний ⇒ ∠МВN = 60°,   а  ∠ MON = 120°. 
Ответ: 120°. 
 
4.4.20 .(ЮФМЛ) Биссектрисы двух углов перпендикулярны, а стороны одного из углов пересекают 
стороны другого угла в четырех различных  точках. Доказать, что все эти точки лежат на одной 
окружности. 
 

158 
 

Яг
уб
ов
.Р
Ф



ОКРУЖНОСТЬ  РЕШЕНИЕ 

 

 Решение: 
 Четырехугольник АВСD  вписан в окружность, 
тогда и только тогда, когда сумма 
противоположных углов равна 180°. 
Так как сумма внутренних углов 
четырехугольника равна 360°, достаточно 
доказать, что сумма любых двух 
противоположных углов равна 180°. 
Решение: 
Найдем величины углов А и С: 
1)∠ОЕК = ∠МЕА = 90°- α;  ⇒ 
∠МАЕ = 180° - (β + 90°- α) = 90° - β +  α, а  
∠ВАD = 90° + β -  α. 
2) ∠МРО = ∠КВС =  90°- β ;    
∠КСР  =  90° - α + β, а   ∠ВСD = 90° + α - β. 

Тогда  ∠ВАD + ∠ВСD = 90° +α - β + 90° + β  -  α = 180°. Следовательно точки А, В, С  и D  лежат на 
одной окружности. 
 
4.4.21.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Хорда окружности удалена от центра на 
расстоянии h. В каждый из сегментов, стягиваемых хордой, вписан квадрат так, что две соседние 
вершины квадрата лежат на дуге, две другие – на хорде. Чему равна разность длин сторон квадратов? 
 
Решение: 
1)Пусть сторона квадрата АВСD равна а, а квадрата MNHP – b. Тогда  

ОК = a – h,  KC = 𝑎𝑎
2
,   OC = R.  R2 = (a – h)2 + �𝑎𝑎

2
�
2

;  R2 = a2 – 2ah + h2 + 

�𝑎𝑎
2
�; 

R2 = 5𝑎𝑎
2

4
 - 2ah + h2. 

2) OT = h + b; TH = 𝑏𝑏
2
; OH = R;  R2 = (b + h)2 + �𝑏𝑏

2
�
2

;  R2 = b2 + 2bh + h2 + 

�𝑏𝑏
2
�
2
; R2 = 5𝑏𝑏

2

4
 + 2bh + h2. 

3) 5𝑎𝑎
2

4
 - 2ah + h2 = 5𝑏𝑏

2

4
 + 2bh + h2;  2h (a + b) - 5

4
 (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = 0. Так 

как   𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≠ 0, то  2h = 5
4

 (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏),  отсюда 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 8
5
 h       Ответ:8

5
 h. 

 

 
4.4.22.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Четырёхугольник  ABCD,  диагонали которого 
взаимно перпендикулярны, вписан в окружность. Перпендикуляры, опущенные на сторону  AD  из 
вершин  В  и  С, пересекают диагонали  АС и  BD  в точках Е  и F  соттветственно. Известно, что ВС = 1. 
Найдите  EF.  
 
Решение: 
1) Пусть ∠АСВ = α, тогда ∠АDВ = α, как угол опирающийся на ту же 
дугу АВ.  В ∆ВСН  ∠СВН = 90° - α,  а в ∆ВРD    ∠DВР = 90° - α,  a  
∠AEH = α. То есть ∆ВСН – равнобедренный, ВС = ВЕ и высота ВН – 
медиана или СН = НЕ. 
2) АС ⊥ BD  стороне ∠ВDА, а  КС ⊥ DА   тогда ∠ВDА = ∠АСD = α как 
углы с соответственно перпендикулярными сторонами. Тогда ∠СFВ = 
90° - α, а ∆ВРF –  равнобедренный, ВC = CF и высота CН – медиана или 
DН = НF. 
3) Диагонали четырёхугольника ВСFE взаимно перпендикулярны и   

Точкой пересечения делятся пополам ⇒ ВСFE – ромб, тогда FE = 1. 
Ответ: 1. 
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4.4.23.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Около окружности описана трапеция АВСD  , 
боковая сторона АВ перпендикулярна основаниям, М – точка пересечения диагоналей трапеции. 
Площадь треугольника СМD  равна  S. Найдите радиус окружности. 
 
Решение: 
1 способ: Пусть ∠АМВ = ∠СМD = α,  a AD = a,  BC = b. 
1)Так как ∆АМD ∼ ∆BМC ⇒𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑀𝑀𝑀𝑀
=  𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑀𝑀𝑀𝑀
,  тогда  АМ ⋅ ВМ = DM ⋅ MC  

или 1
2
 АМ ⋅ ВМ ⋅ sinα = 1

2
 DМ ⋅ CМ ⋅ sinα = S.  То есть SDMC = SAMB = 

S. 
2)Пусть P, F и  Q – точки касания окружности и сторон ВС, СD и 
DA. Тогда PC = CF = b – r,  QD = DF = a – r.  ∆СОD – 
прямоугольный, ∠СМD = 90°, по свойству пропорциональных 
отрезков в прямоугольном треугольнике имеем: OF2 = FD ⋅ CF  или   

,  

r2 = (a – r) (b – r),  r = 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

. 

3) Построим МК ⊥ АВ, тогда  ∆ABC ∼ ∆АМК, ВС
КМ

= АС
АМ

 ,  КМ = ВС ∙АМ
АС

=  𝑏𝑏∙АМ
АС

 (∗).   Найдём отношение  АМ
АС

: 

Из подобия ∆АМD ∼ ∆BМC ⇒  С𝑀𝑀
А𝑀𝑀

=  𝑏𝑏
𝑎𝑎
,  С𝑀𝑀
А𝑀𝑀

 = 𝐴𝐴С−𝐴𝐴𝑀𝑀
А𝑀𝑀

=  𝐴𝐴С
А𝑀𝑀

−  1,  𝐴𝐴С
А𝑀𝑀

−  1 = 𝑏𝑏
𝑎𝑎
,  𝐴𝐴С
А𝑀𝑀

 = 𝑎𝑎+ 𝑏𝑏
𝑎𝑎

 или  𝐴𝐴М
АС

 = 𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

. 

Подставим значение 𝐴𝐴М
АС

  в (∗)  и получим, что  КМ = 𝑏𝑏∙𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

 = r. 

4) S = SAMB = 1
2
 AB ⋅ KM = 1

2
 ⋅ 2r⋅ r,  S = r2, r = √𝑆𝑆. 

Ответ: √𝑆𝑆. 
 

 

2 способ: Пусть  AD = a,  BC = b. 
1) Так как ∆АМD ∼ ∆BМC ⇒𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑀𝑀𝑀𝑀
=  𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑀𝑀𝑀𝑀
=  𝑎𝑎

𝑏𝑏
,  тогда  АМ ⋅ ВМ = 

DM ⋅ MC  или 1
2
 АМ ⋅ ВМ ⋅ sinα = 1

2
 DМ ⋅ CМ ⋅ sinα = S.  То есть 

SDMC = SAMB = S. 
2) Тусть SBMC = S1, a   SAMD = S2.  Sтр = 𝑎𝑎+𝑏𝑏

2
 ∙ 2𝑟𝑟   или  Sтр = 2S + S1 

+ S2. 
𝑆𝑆
𝑆𝑆1

=  𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑀𝑀𝑀𝑀

= 𝑎𝑎
𝑏𝑏
,  S1 = 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑎𝑎
;        𝑆𝑆

𝑆𝑆2
=  𝐶𝐶𝐶𝐶

𝑀𝑀𝑀𝑀
= 𝑏𝑏

𝑎𝑎
,   S2 = 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑏𝑏
;     

Sтр  = 2S + 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑎𝑎

 + 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑏𝑏

 = S 2𝑎𝑎𝑎𝑎+ 𝑏𝑏2+ 𝑎𝑎2

𝑎𝑎𝑎𝑎
 = S (𝑎𝑎+𝑏𝑏)2

𝑎𝑎𝑎𝑎
;   

3) Sтр = 𝑎𝑎+𝑏𝑏
2

 ∙ 2𝑟𝑟 = (a + b) ⋅r;     (a + b) ⋅r  =  S (𝑎𝑎+𝑏𝑏)2

𝑎𝑎𝑎𝑎
;  r = 𝑆𝑆 ∙ 𝑎𝑎+𝑏𝑏

𝑎𝑎𝑎𝑎
.    Так как  S = 1

2
 АB ⋅ KМ = 1

2
 2r ⋅ KМ = r ⋅ 

KМ, то  r = r ⋅ KМ∙ 𝑎𝑎+𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎

, тогда КМ = 𝑏𝑏∙𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

.  
4) ∆СОD – прямоугольный, ОС и DO – Биссектриссы внутренних односторонних углов при AD // BC и 
секущей CD ⇒ ∠OCD + ∠ODC = 90°,  тогда ∠COD = 90°. OF = r, r ⊥ CD. 
Тогда r2 = FD ⋅ CF = (a – r) (b – r);    r = 𝑏𝑏∙𝑎𝑎

𝑎𝑎+𝑏𝑏
 = KM. 

5) S = SAMB = 1
2
 AB ⋅ KM = 1

2
 ⋅ 2r⋅ r,  S = r2, r = √𝑆𝑆. 

Ответ: √𝑆𝑆. 
 
4.4.24.  (И.В. Ященко, А.С. Шестаков 30 в ГИА2013)  Площадь ромба АВСD равна 18. В треугольник  
ABD  вписана окружность, которая касается стороны АВ в точке К.  Через точку К проведена прямая, 
параллельная диагонали АС и отсекающая от ромба треугольник площади 1.  Найдите синус угла ВАС. 
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Решение: 
 
1)∆АВС ∼ ∆КВМ ⇒ SABC : SKBM = 9 : 1 ⇒ AB : BK = 3 : 1 = HB : BE. 
2)По свойству касательных, проведенных из одной точки ВК = ВН 
3) sin∠BAC = 𝐵𝐵𝐵𝐵 

𝐴𝐴𝐴𝐴
= 𝐵𝐵𝐵𝐵 

𝐴𝐴𝐴𝐴
 = 1

3
 . 

 
Ответ: 1

3
. 

 

 
4.4.25.  (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецова,  20 вар., 2013)  
В трапеции основания AD  и BC  равны соответственно 36  и  12,  а сумма углов при основании  AD  
равна  90°. Найдите радиус окружности, проходящей  через точка А  и В  и касающейся прямой CD,  
если  АВ = 10. 
 

 

Решение: 
1)Так как сумма углов при основании  AD  равна  90°, то ∠К = 
90°. 
Н – точка касания, тогда ОН ⊥СD. Построим ОТ ⊥ АВ, тогда 
ОНТК – прямоугольник, ОН = ТК. 
2) ∆ОАВ – равнобедренный, ОА = ОВ = R. ОТ высота, а 
следоваельно и медиана. АВ = 10, ТВ = 5. 
3) ∆ВКС ∼ ∆АКD, 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐵𝐵𝐵𝐵
=  𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐵𝐵𝐵𝐵
;   36

12
=  𝑥𝑥

𝑥𝑥−10
;  24x= 360,  x = 15,  AK = 

15,  BK = 15 – 10 = 5, TK = 5 + 5 = 10.  То есть R = ОН = ТК = 10. 
Oтвет: 10. 
 
 
4.4.26.  (Л.О.Рослова, Л.В. Кузнецова,  20 вар., 2013) 
 В трапеции основания AD и   BC  равны соответственно 7  и  124,  а сумма углов при основании  AD  
равна  90°. Найдите радиус окружности, проходящей  через точка А  и В  и касающейся прямой CD,  
если  АВ = 8. 
Ответ: 12. 
 

4.5. Окружность и четырехугольник 
на ЕГЭ 

 
 

Взаимное расположение окружности и четырехугольника: 
 
• Трапеция вписана в некую окружность тогда и только тогда, когда она является равнобедренной. 

 
• Сумма противоположных углов вписанного четырехугольника равна 180°. 

 
• Центр окружности, описанной около трапеции, лежит на пересечении серединных перпендикуляров 

к сторонам трапеции. 
 

• Суммы противоположных сторон описанного четырехугольника равны. 
 

 
4.5.1.  (2010) Трапеция ABCD с основаниями AD и ВС вписана в окружность с центром О.  Найдите 

высоту трапеции, если ее средняя линия равна 3 и sin∠AOB = 
5
3

. 
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Решение:  1 cпособ 

 

1) Пусть угол АОВ равен α, тогда ∠BDA = 
2
α . Так как средняя 

линия равна 3, то DH = 3. 

2) tg
2
α  = 

HD
BH ,      BH = HD ⋅ tg

2
α ;  tg

2
α  = 

α
α

cos1
sin
+

; 

sinα = 
5
3

,  cosα = ± α2sin1−  = ± 
5
4

;  

3) Если  α - острый угол, то cosα = 
5
4 , тогда  

BH = 3 ⋅
α

α
cos1

sin
+

 = 

5
41
5
33

+

⋅
 = 1; 

4) Если  α - тупой угол, то cosα = - 
5
4 , тогда  BH = 3 ⋅

α
α

cos1
sin
+

 = 

5
41
5
33

−

⋅
 = 9; 

Решение: 2 способ 

Рис.1 Рис. 2 
Рис. 1: 
 1 случай, О ∉ ABCD. 
SТР = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵

2
  + 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵

2
 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵)

2
 = 3 BH = 3 h.      SТР  = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐴𝐴𝐴𝐴

4𝑅𝑅
 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐴𝐴𝐴𝐴

4𝑅𝑅
 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐴𝐴𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵)

4𝑅𝑅
 = 3𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙𝐴𝐴𝐴𝐴 

2𝑅𝑅
. 

По Теореме косинусав, из ∆ABO найдем АВ: АВ = √2𝑅𝑅2 − 2𝑅𝑅2 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑅𝑅 �2(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝑅𝑅 √0,4.  

HD =  𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
2

 = 3;  BD = √ℎ2 + 9;  Тогда   SТР =  3 √ℎ2+9∙𝑅𝑅 √0,4 
2𝑅𝑅

 = 3√0,4 ∙ √ℎ2+9 
2

; 
3√0,4 ∙ √ℎ2+9 

2
 = 3 h;  0,4 ⋅(ℎ2 + 9) = 4h2;  h = 1. 

Рис. 2: 
 2 случай, О ∈ ABCD. 
АВ = √2𝑅𝑅2 − 2𝑅𝑅2 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑅𝑅 �2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝑅𝑅 √3,6 ;    3,6 ⋅(ℎ2 + 9) = 4h2;   0,9 ⋅(ℎ2 + 9) = h2;  
h = 9. 
 
Ответ: 1;   9. 
 
4.5.2.  Дана трапеция ABCD, основания которой  ВС = 44, AD = 100,  AB = CD = 35. Окружность, 
касающаяся прямых AD и AC, касается стороны CD в точке K. Найдите длину отрезка CK. 
 
Решение: 
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Рис.1 Рис.2 
 
1) Так как трапеция равнобедренная, то АН = 44 + (100 – 44): 2 = 72,  из  ∆АСН  по теореме Пифагора  
АС = 75. 
2)Пусть СК = х, тогда КD = 35 – x;   По свойству касательных СК = СР = х,   DK = DM = 35 - х. 
3)Рис.1:  АР = АС – РС = 75 – х;  АМ = АD – DМ ,  так как  АР = АМ, то  100 – 35 + х = 65 +х. 
Так как АМ = АР,  то 75 – х = 65 +х,  х = 5. 
4) Рис. 2:    АР = АС + СР = 75 + х;  АМ = АD  + DМ =  100 + 35 - х = 135 - х.  Получим уравнение:  
75 + х  = 135 – х,  2х = 60,  х  =  30. 
Ответ:  5;  30. 
 
  
4.5.3  Дан параллелограмм ABCD, AB = 3, BC = 7, ∠A = 60°. Окружность с центром в точке О 
касается биссектрисы угла D и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного 
его острого угла. Найдите площадь четырёхугольника ABOD. 
Ответ: 𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑

𝟔𝟔
 ;  8√𝟑𝟑. 

 
4.5.4. C4. (ТВ№30-2013, А. Л.) Длины соседних сторон вписанного в окружность четырехугольника 
отличаются на 1. Длина наименьшей из них также равна 1. Найти радиус окружности. 
Решение: 

Рис.1 Рис.2 
 
Возможны варианты: стороны равны 1,2, 3, 2 – Рис.1 или 1, 2, 1, 2 – Рис.2. 
Рис.1: Получили трапецию АВСD.  Высота  ВР = МК = √3;   
АО2 = АМ2 + ОМ2;    ОВ2 = КО2 + КВ2;  АО2 = ОВ2  ⇒ АМ2 + ОМ2 = КО2 + КВ2;    
АМ2 -  КВ2 = КО2 - ОМ2;  (1,5 – 0,5) (1,5 + 0,5) = (√3 – х - х) (√3 - х + х);  (√3 - 2х)⋅ √3 = 2;   

3  - 2√3 х = 2;  х = 1
2√3

  = √3
6

;  Тогда АО = �1,52 + �√3
6
�
2
 = √21

3
. 

При условии, что центр окружности находится не внутри трапеции,  получим: 
(√3 + 2х)⋅ √3 = 2;  х = - 1

2√3
, что не удовлетворяет условию задачи. 

Рис.2: Получаем прямоугольник АВСD, АС = √5,  тогда радиус АО = √5
2

. 

Ответ: √21
3

;   √5
2

. 
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4.5.5.  (2010 г)Дан параллелограмм АВСD,   AB = 3,   BC = 5,  ∠A = 60°. Окружность с центром в точке 
О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его 
острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.  
 
Решение:   
 

 

1 случай: пусть окружность касается сторон СD и СК, 
биссектрисы DК.  
1) Так как ∠С = 60°, то ∠АDС = 120°, а ∠КDС = 60°. Тогда ∆ 
СDК – равносторонний, со стороной СК = 3. Радиус 

вписанной  в правильный треугольник окружности   r = 
6

3а

= 
2
3

6
33
= . 

2) Площадь выпуклого четырехугольника АВОD найдем как разность площади параллелограмма АВСD 
и суммы площадей треугольников СDО и СОК. То есть  
SABOD = SABCD – (SDOC + SBOC) = AD ∙ AB∙sin60° - (0,5∙DC∙r + 0,5 ∙BC ∙r) = . 

SABOD =5∙3∙
2
3

 - 0,5∙(5 + 3) = 
2
3

∙11 =  
2

311
. 

 

2 случай: пусть окружность касается сторон АD и 
АR, биссектрисы DК.  
1) Так как ∠A = 60°, то ∠АDС = 120°, а ∠КDA = 
60°. Тогда ∆ ADR – равносторонний, со стороной 
AD = 5. Радиус вписанной  в правильный 

треугольник окружности   r = 
6

3а
= 

6
35

. 

2) Площадь четырехугольника АВОD равна сумме 
площадей треугольников AOD   и AOB. 

SABOD = 0,5∙ 5∙ 
6

35
 + 0,5∙ 3 ∙ 

6
35

  = 
3

310  

 

Ответ: 
2

311
;   

3
310

. 

 
4.5.6.C4. .(ТВ № 16 2012 от А.Л.)  В параллелограмме острый угол равен 60°, периметр равен 30, а площадь 
равна 28√3. Найдите радиус окружности, касающейся двух сторон и диагонали параллелограмма. 
 
Решение: 

 
Рис. 1 

 
Рис.2 

1) Найдем стороны параллелограмма: Sпар = AD⋅ AB⋅ sin 60° = x (15 – x) √3
2

 = 28√3;  
x2 – 15x + 56 = 0;  D = 1, x = 8 или х = 7, тогда АВ = 7, АD = 8. 
2) Найдем диагонали BD2 = AD2 + AB2 -  2AD⋅AB ⋅cos∠A  = 64 + 49 – 2⋅8⋅7⋅1

2
 = 113 – 56 = 57; 
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BD = √57; 
AC2 = 64 + 49 + 2⋅8⋅7⋅1

2
 = 113 + 56 = 169; AC = 13. 

3) Рис.1: r = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑝𝑝

 = 28√3
15+√57

;     Рис.2:   r = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴с
𝑝𝑝

 = 28√3
28

 = √3 ;      

Ответ: 28√3
15+√57

;    √3.  (Примечание: даны ответы 13√3
3

   или √19) 
 
 
4.5.7. С4.(ТВ№8-2013 от А.Л. Четырехугольник KLMN вписан в окружность, его диагонали KM и LN 
пересекаются в точке F, причем KL=8, MN=4, периметр треугольника MNF равен 9, площадь 
треугольника KLF равна 3√15 . Найдите радиус окружности, описанной около треугольника KNF.  
 
Решение: 
 
1) ∆MNF ∼∆KLF по двум углам: ∠MNL = ∠MKL – как вписанные 
углы, опирающиеся на одну и ту же дугу, ∠MFN = ∠KFL - 
вертикальные. Тогда SMNF = 3√15

4
 ( k = 2, k – коэффициент подобия). 

2) РMNF = 9,   x + y = 9 – 4 = 5,  x = 5 – y,   по формуле Герона  

 SMNF = �9
2
∙ �9

2
− 4� �9

2
− у� �9

2
− 5 + у� = 3√15

4
. 

�9
2
∙ 1
2
∙ 9−2у

2
∙ 2у−1

2
 = 3√15

4
;  (9 - 2у) (2у – 1) = 15,   у2 - 5у  +  6 = 0, 

 
у1 = 2,  у2 = 3. 
1 случай:  
3) у = 2. Тогда SNFK = 1

2
 ⋅ NF ⋅ FK ⋅ sin∠NFK = 4 ⋅ sin∠NFK.  sin∠NFM = sin∠NFK = 3√15

4
 ⋅ 2
𝑥𝑥𝑥𝑥

 = √15
4

.  

SNFK = 4 ⋅ √15
4

 = √15. 

4) MN2 = MF2 + FN2 – 2 MF⋅ FN⋅ cos∠NFM,  cos∠NFM = -  1
4
,  a cos∠NFK =  1

4
;   По теореме косинусов 

получим: NK = �4 + 16 − 16 ∙ 1
4
 = 4.      Тогда  R = 𝑎𝑎∙𝑏𝑏∙𝑐𝑐

4𝑆𝑆
 = 2∙4∙4

4∙√15
 = 8∙√15

15
. 

2 случай: 
3) у = 3.  Тогда SNFK = 1

2
 ⋅ NF ⋅ FK ⋅ sin∠NFK = 4,5 ⋅ sin∠NFK.    sin∠NFM = sin∠NFK = 3√15

4
 ⋅ 2
𝑥𝑥𝑥𝑥

 = √15
4

.  

SNFK = 9
2
 ⋅ √15

4
 = 9√15

8
. 

4) cos∠NFK =  1
4
;  По теореме косинусов получим: NK = �9 + 36 − 36 ∙ 1

4
 = 6.  Тогда  R = 𝑎𝑎∙𝑏𝑏∙𝑐𝑐

4𝑆𝑆
 = 3∙6∙6∙4

4∙9√15
 = 

4√15
5

. 

Ответ: 8√15
15

;   4√15
5

. 
 
4.5.8. С4. .(ТВ№9-2013 от А.Л.)  В параллелограмме ABCD диагонали пересекаются в точке О, длина 
диагонали BD равна 12. Расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников 
AOD и COD, равно 16. Радиус окружности, описанной около треугольника АОВ, равен 5. Найдите 
площадь параллелограмма ABCD.  
 
Решение: 
1 способ: 
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Рис.1 

Рис. 1. ∠D – тупой, ВD – меньшая диагональ 
параллелограмма. 
1)∆АОВ = ОСD ⇒ ОО2 = 5, тогда О2К = 4, а О1К = 16 
– 4 = 12. По теореме Пифагора  
ОО1 =  √122 + 32 = 3√17. 
2)Пусть  ∠ОАD = α, а ∠ОСD = β  тогда ∠ОО1D = 
2α,  а ∠ОО1К = α;∠ОО2D = 2β,  а ∠ОО2К = β; 
Тогда sinα = 3

3√17
 = 1

√17
,  sinα = 𝟏𝟏

√𝟏𝟏𝟏𝟏
 ,  тогда  cosα = 𝟒𝟒

√𝟏𝟏𝟏𝟏
 

,  а  sinβ = 𝟑𝟑
𝟓𝟓
,  тогда   cosβ = 𝟒𝟒

𝟓𝟓
. 

 
3) ∠D = 180° - (α + β),   
 

sin∠D = sin(α + β) = sinα cosβ + cosα sinβ = 1
√17

 ⋅ 4
5
  + 4

√17
 ⋅ 3
5
 = 16

5√17
 = 16√17

85
,    cos∠D = - 13√17

85
 

4) Пусть АD = а, СD = b.  Из ∆АСD  по теореме синусов  получим   𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠β

 = 𝑏𝑏
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠α

,     5𝑎𝑎
3

 = 𝑏𝑏√17
1

,    b = 𝟓𝟓𝟓𝟓
𝟑𝟑√𝟏𝟏𝟏𝟏

.    

cos∠A =  cos(180° - ∠D) =  - cos∠D =  13√17
85

,    т.е.  cos∠A = 𝟏𝟏𝟏𝟏√𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟖𝟖𝟖𝟖

.  
5) Из ∆АВD  по теореме косинусов получим ВD2 = AB2 + AD2 - 2⋅AB⋅ AD⋅ cos ∠A  или    
а2 + 25𝑎𝑎

2

153
 -  10𝑎𝑎

2

3√17
∙ 13√17

85
 = 144,    100 𝑎𝑎2

153
 = 144,  а = 12√9 ∙ 17

10
 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 √𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟓𝟓
,  b = 5

3√17
 ⋅ 18 √17

5
 = 𝟔𝟔;     

 sin ∠A = 𝟏𝟏𝟏𝟏√𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟖𝟖𝟖𝟖

. 

S = а b ⋅ sin ∠A = 18 √17
5

 ⋅ 6 ⋅ 16√17
85

 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

 .    S =  𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

. 
 
Рис. 2. ∠D – острый,   ВD – большая  диагональ параллелограмма. 
1)∆АОВ = ОСD ⇒ ОО2 = 5, тогда О2К = 4, а О1К = 16 + 4 = 20. По 
теореме Пифагора  
ОО1 =  √202 + 32 = √409. 
2)Пусть  ∠ОАD = α,  а ∠ОСD = β  тогда ∠ОО1D = 2α,  а ∠ОО1К = 
α (как углы, опирающиеся на одну дугу); 
∠ОО2D = (360° - 2β) ,  а ∠ОО2К = 180° - β;  
Тогда sinα = 3

√409
 =,  sinα = 3

√409
 ,  cosα = 20

√409
 ,        sin(180° - β) = 

sinβ = 3
5
,   cos β = -  4

5
,   

 
Рис.2 

3) ∠D = 180° - (α + β),   sin∠D = sin(α + β) = sinα cosβ + cosα sinβ = - 3
√409

  ⋅ 4
5
  +   20

√409
 ⋅  3

5
 = 𝟒𝟒𝟒𝟒

𝟓𝟓√𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒
  sin∠D 

= 𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟓𝟓√𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒

 ,     cos2∠D =10225  −2304 
25 ∙409

 =  7921 
25 ∙409

 ,     cos∠D =   𝟖𝟖𝟖𝟖
𝟓𝟓√𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒

. 

4) Пусть АD = а, СD = b.  Из ∆АСD  по теореме синусов    𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠β

 = 𝑏𝑏
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠α

,     3𝑎𝑎
√409

 = 3𝑏𝑏
5

,    b = 𝟓𝟓𝟓𝟓
√𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒

.    

cos∠A =  cos(180° - ∠D) =  - cos∠D = - 89
5√409

,     cos∠A = -  𝟖𝟖𝟖𝟖
𝟓𝟓√𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒

. 
 
5) Из  ∆АВD  по теореме косинусов получим    ВD2 = AB2 + AD2 - 2⋅AB⋅ AD⋅ cos ∠A     
 а2 + 25𝑎𝑎

2

409
 +   10𝑎𝑎

2

√409
∙ 𝟖𝟖𝟖𝟖
𝟓𝟓√𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒

= 144      434𝑎𝑎
2+ 178 𝑎𝑎2

409
    = 144,     612𝑎𝑎

2

409
    = 144,   а = 12√409

√612
 . 

b = 5
√409

 ⋅ 12√409
√612

 = 60
√612

,     S = а b ⋅sin ∠D = 12√409
√612

  ⋅ 60
√612

 ⋅ 48
5√409

 = 12 ∙60 ∙48
36 ∙17 ∙ 5

 = 4 ∙ 48
17

   =  192
17

 .  

Ответ:   𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

 ;  192
17

. 
 

 
3 способ: (самый креативный  и  короткий). 
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1)∆АОВ = ОСD ⇒ ОО2 = 5, тогда О2К = 4, а О1К = 16 
– 4 = 12. По теореме Пифагора  
ОО1 =  √122 + 32 = 3√17. 
2) Пусть  ∠АОВ = α,  ∠АОD = 180° - α, тогда ∠НО1К 
= 180° - (180° - α) = α.   Из ∆НО1О2    
sin∠O1 = O2H

O2O1
 = x

16
,  sin α = x

16
,  x = 16 sin α. 

3)По теореме синусов 𝐴𝐴𝐴𝐴
sin∠AOD

 = 2R,  𝐴𝐴𝐴𝐴
sinα

 = 6√17, 
AD = 6√𝟏𝟏𝟏𝟏 sinα;  CD = 10 sinα. 
4) По теореме косинусов   
 СD2 = ОD2 + ОС2 - 2⋅ОС ⋅ ОD ⋅cosα.  
100 sin2α  = 36 + 256 sin2α = 12 ⋅ 16 sinα ⋅ cosα,  
16 tg2α – 16 tg α + 3 = 0,  D1 = 64 – 48 = 16.  

 

tg α = 3
4
,     tg α =  1

4
,  тогда  sinα = tgα

�1+ tg2α
;   sinα = 

3
4

�1+ 916

  = 3
4
 ⋅ 4
5
 = 3

5
    и   

sinα = 
1
4

�1+ 116

  = 1
4
 ⋅ 4
√17

 = 1
√17

.    

5) S = x ⋅ BD ⋅ sinα = 16 ⋅ 12 ⋅ sin2α ;   sinα = 3
5
,    S = 16 ⋅ 12 ⋅ 9

25
 = 1728

25
. 

sinα = 1
√17

,    S = 16 ⋅ 12 ⋅ 1
17

 = 192
17

. 

Ответ:    
25

1728
 или 

17
192

. 

 
4.5.9.  С4. (ТВ№25-2013, А. Л.)  Периметр трапеции равен 112. Точка касания вписанной в трапецию 
окружности делит одну из боковых сторон на отрезки, равные 8 и 18. Найдите основания этой трапеции. 
1 случай:  
1)АВ = 8 + 18 = 26.   Р = 112,    
АВ + CD =  AD + BC = 112 : 2 =  56, ⇒ CD = 56 – 26 = 30. 
2) Так как АО и ВО – биссектрисы внутренних односторонних 
углов, то ∠АОВ = 90°.  РО ⊥ АВ, ⇒  
РО = √АР ∙ РВ = √18 ∙ 8 = 3 ⋅ 4 = 12. То есть r = 12, радиус 
вписанной окружности. 

 
3)ВК = 2 r = 24, АК = √АВ2 − ВК2 = √262 − 242 = √2 ∙ 50 = 10;    
MD = √𝐶𝐶𝐶𝐶2 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2 =  √302 − 242 = √6 ∙ 54 = 18. 
 4) AD – BC = AK + MD = 10 + 18 = 28;  AD + BC = 56;    2 AD =  28 + 56 = 84,  
AD = 42;  BC = 56 – 42 = 14. 
 
2 случай: 
АК = √АВ2 − ВК2 = √262 − 242 = √2 ∙ 50 = 10. 
MС = √𝐶𝐶𝐶𝐶2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 =  √302 − 242 = √6 ∙ 54 = 18. 
BM = x;   AK + x + x + MC =  AD + BC = 56; 
28 + 2x = 56, 2x = 28, x = 14, AD = 14 + 10 = 24;  
BC = 14 + 18 = 32. 
Ответ: 42 и 14;   24 и 32. 
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	1. Условие_В
	1. Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной около него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.
	2.R  RВ треугольнике точка делит сторону на отрезки и  МВ = 28, (ОНМ = ( ОВН. Найдите площадь треугольника , если .
	3. R RНайдите основание равнобедренного треугольника, если угол при основании равен , а взятая внутри треугольника точка находится на одинаковом расстоянии, равном 3, от боковых сторон и на расстоянии  от основания. ( 2003 г., вариант 2)
	4. Точка лежит на стороне треугольника . Известно, что , . Найдите площадь треугольника .
	5. R RНа стороне треугольника  отмечена точка  так, что . Найдите площадь треугольника , если .
	6.  Боковая сторона равнобедренной трапеции равна , а основания равны 3 и 4. Найдите диагональ трапеции.
	7.  Боковая сторона равнобедренной трапеции равна , а  основания равны 5 и 8. Найдите диагональ трапеции.
	8. В трапеции  с основаниями и  диагонали пересекаются в точке , причем . Площадь треугольника  равна 36. Найдите площадь трапеции.
	9.  Диагонали трапеции  с основаниями и  пересекаются в точке . Площадь треугольника  равна 4, . Найдите площадь трапеции.
	10. Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если известно, что боковая сторона трапеции равна 10.
	11. Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. Найдите меньшее основание трапеции.
	12.  Площадь треугольника АВС равна 20. Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она больше половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.  (Демовариант_03)
	13. Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, (КОР = 135(.
	14.  В треугольнике ВСЕ медиана ВМ равна 3, СЕ = 4 √2, ВЕ = 5. Найти сторону ВС.
	16.  В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60(, а площадь равна , вписана окружность.  Найдите радиус этой окружности.
	17. В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боковой стороне. Найти площадь трапеции.
	18.  Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке М. Площадь треугольника АDМ равна 12,  DМ = 2 ВМ. Найти площадь трапеции.
	19. В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 3, ВС = 10, (МАС = 45(.
	20.  Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК.
	21. В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пересекает  диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите площадь треугольника АМН.
	22. В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ.
	24.  Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее основание АD равно 15, синус угла ВАС  равен , синус угла АВD равен .
	25. Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла между диагональю и основанием равен
	26. Найдите площадь равнобедренной трапеции, если её диагональ равная 13, образует с основанием угол, косинус которого равен
	28.  Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, если  тангенс угла при основании трапеции равен .
	29.  Дан ромб ABCD с острым углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота СН пересекает диагональ BD  в точке К. Найдите длину отрезка СК.
	30.  Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 20. К основанию АС и стороне ВС проведены высоты ВD и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь треугольника ВКН, если АН = 4 .
	31. Сторона  правильного шестиугольника равна . Найдите сторону равновеликого ему правильного треугольника.
	32. Сторона правильного треугольника равна  . Найдите сторону равновеликого ему правильного шестиугольника.
	34. (ДВ)Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32(3. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, EF соответственно.
	35. Точка М лежит на стороне АВ треугольника АВС. Известно, что АМ = 2, ВМ = 16, (А = 30(, (АСМ = (АВС. Найти площадь треугольника АМС.
	36. Точка К лежит на стороне ВС треугольника АВС. Известно, что ВК = 1, КС = 15 ,  (В = 30(, (ВАК = (АСК. Найти площадь треугольника ВАК.
	37. В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если С = 18 (10,  ВЕ = 6 (10.
	38. В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс угла при вершине М равен  . Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и MQ, если известно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стороны NL.
	39. Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр трапеции, если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне.
	40.  (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8(5,  ВЕ = 4(5.
	41. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в точке К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, ВР = 15.
	42. (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30(, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите радиус окружности, проходящей через точки  А, D  и касающейся прямой ВС.
	43. В треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка D  так, что BD : DC = 1: 2. Медиана CE пересекает отрезок AD в точке F.  Какую часть площади треугольника ABC составляет площадь треугольника AEF.


	2. Треугольник_условие
	II.  Тематический сборник задач
	1.1. Треугольник
	1.1.1. Площадь треугольника равна 12. Две его стороны равны 6 и 8. Найдите угол между этими сторонами.
	1.1.2. В треугольнике точка делит сторону на отрезки и  МВ = 28,  (ОНМ = ( ОВН. Найдите площадь треугольника , если .
	1.1.3. Найдите основание равнобедренного треугольника, если угол при основании равен , а взятая внутри треугольника точка находится на одинаковом расстоянии, равном 3, от боковых сторон и на расстоянии  от основания.
	1.1.4. Точка лежит на стороне треугольника . Известно, что , ОН = 12,  (А = 30( . Найдите площадь треугольника .
	1.1.5. На стороне треугольника  отмечена точка  так, что  СМ = 8,  МК = 16, . Найдите площадь треугольника , если .
	1.1.6. (Свойство равнобедренного треугольника, средняя линия треугольника)
	В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведена биссектриса СD.  Прямая, перпендикулярная СD  и проходящая через  D, пересекает АС в точке Е. (ГИА ТВ № 6 от А. Ларина)
	1.1.7.(Средняя линия треугольника, теорема Фалеса)
	1.1.8.Найдите величины углов треугольника АВС, если известно, что медиана АМ в 4 раза меньше стороны ВС, а треугольник АВМ – равнобедренный.

	1.2. Медианы треугольника
	1.2.1. (2010) Найдите площадь треугольника ABC, если АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из вершин А и В, перпендикулярны.
	1.2.2.(2003) Площадь треугольника АВС равна 20. Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она больше половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.  (Демовариант_03)
	1.2.3.Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, (КОР = 135(.

	1.2.4. (Демовариант_2005)В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 3, ВС = 10, (МАС = 45(.
	1.2.5.  (2010) Медиана ВМ треугольника АВС равна его высоте АН. Найдите угол МВС.
	1.2.6. (2010г.) В треугольнике ABC на стороне ВС выбрана точка D так, что BD : DC  = 1 : 2.. Медиана СЕ пересекает отрезок AD в точке F. Какую часть площади треугольника АВС составляет площадь треугольника AEF?
	1.2.7. В прямоугольном треугольнике АВС ((С = 90() медианы ССR1R и ВВR1R перпендикулярны друг другу. Найдите длину большей из этих медиан, если длина третьей медианы ААR1R = 3.
	1.2.8. Прямая, проходящая через вершину основания равнобедренного треугольника, делит его площадь пополам, а периметр треугольника делит на части 5 м и 7 м. Найдите площадь треугольника и укажите, где лежит центр описанной окружности: внутри или вне т...
	1.2.9. Точки К и L  лежат на стороне АС треугольника АВС. Прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, делят её на три равные части. Найти длину стороны АС, если КL = 6.

	1.3. Биссектриса треугольника
	1.3.1.В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ.
	1.3.2. Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 90, а боковая сторона равна  10 . К основанию АВ и стороне ВС проведены высоты СР и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь СКН.
	1.3.4. (, 2010г) В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и СЕ. Найдите длину отрезка DE, если АС = 6,  АЕ = 2,  CD = 3.
	1.3.5. В треугольнике АВС, площадь которого S, биссектриса СЕ и медиана BD пересекаются в точке F.  Найдите площадь четырехугольника ADEF, если ВС = а, АС = b.
	1.3.6. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна a,  Р— точка пересечения биссектрис. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника BРC.
	1.3.7. В треугольнике АВС длина стороны АВ равна 18, длина биссектрисы АЕ равна 4, а длина отрезка ЕС равна 5. Определите периметр треугольника АВС.
	1.3.8.  На продолжении биссектрисы AL  треугольника АВС за точку А взята такая точка D, что   AD = 10,  (BDC = (BAL  = 60(. Найдите площадь треугольника АВС.
	1.3.9.  В равнобедренном треугольнике АВС, в котором АВ = ВС = 10, АС = 16, найти расстояние между  точкой пересечения медиан и точкой пересечения биссектрис.

	1.4. Высоты треугольника
	1.4.1.Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Н. Известно, что отрезок СН равен радиусу окружности, описанной около треугольника. Найдите угол АСВ.
	1.4.2. (2010) Высоты треугольника ABC пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите угол АСВ.
	1.4.3. Точки АR1R, ВR1R, и СR1R – основания высот треугольника АВС. Углы треугольника АR1RВR1RСR1R равны 90(,  60(, 30(. Найдите углы треугольника АВС.
	1.4.4. Точки D и E – основания высот непрямоугольного треугольника АВС, проведенных из вершин А и С соответственно. Известно, что  = к,  ВС = а  и АВ = b.  Найдите сторону АС.
	1.4.5. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна а, Н — точка пересечения высот. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВНС.
	1.4.6.  (Свойство высот, подобие треугольников) В равнобедренном треугольнике АВС со сторонами АВ = ВС = 4 и АС = 2 проведены высоты АА1  и ВВ1. прямая А1В1 пересекает прямую АВ в точке К. Найдите длину АК.
	1.4.7. (Опорная задача, свойство высот)  В остроугольном треугольнике АВС из  вершин А и С опущены высоты АР и СQ  на стороны ВС и АВ. Известно, что площадь треугольника АВС равна 18, площадь треугольника ВРQ равна 2, а длина отрезка РQ равна 2 . Вычи...
	1.4.8. В остроугольном треугольнике РQR, сторона  PR  которого равна 12, на стороны  QR  и  PQ  опущены высоты  PM и  RN. Вычислить площадь четырехугольника  PNMR, если известно, что площадь треугольника  NQM  равна 2, а радиус окружности, описанный о...



	Четырёхугольник_ условие
	2.1. Параллелограмм
	2.1.1. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в точке К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, ВР = 15.
	2.1.2.  В параллелограмме АВСD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке М и прямую АВ в точке К.    Найдите периметр треугольника ВСК, если DМ = 12, СМ = 15, АМ = 16.
	2.1.3. (2010) В параллелограмме ABCD известны стороны  AB = a, BC = b  и (BAD= ( Найдите расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников BCD и DAB.
	2.1.4.  (2010) В параллелограмме со сторонами а и b и острым углом α проведены биссектрисы четырех углов. Найдите площадь четырехугольника, ограниченного этими биссектрисами.
	2.1.5. Дан параллелограмм АВСD,   AB = 2,   BC = 3,  (A = 60(. Окружность с центром в точке О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.
	2.1.6. В параллелограмме АВС биссектрисы углов при сторона АD делят сторону ВС точками М и N так, что ВМ : МN = 3 : 8. Найдите ВС, если АВ = 5.
	2.1.7.  Внутри параллелограмма АВСD взята точка К, равноудаленная от прямых АD, АВ, СD. Перпендикуляр, опущенный из вершины D на сторону АВ, пересекает отрезок АК в точке М. Найдите площадь параллелограмма, если  DК = 2 см,   АМ : МК = 8 : 1,  DС = 3 ВС.

	2.2. Ромб.
	Прямоугольник. Квадрат.
	2.2.1. Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК.
	2.2.2.  В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пересекает  диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите площадь треугольника АМН.
	2.2.3.  (2010) В прямоугольнике ABCD  AB = 2,  BC = . Точка Е на прямой АВ выбрана так, что (AED = (DEC.  Найдите АЕ.
	2.2.4. (2010) Через середину стороны AB квадрата ABCD проведена прямая, пересекающая прямые CD и AD в точках М и Т соответственно и образующая с прямой АВ угол α,
	tg α =3.  Найдите площадь треугольника ВМТ, если сторона квадрата ABCD равна 4.
	2.2.5.  (2010) Найдите площадь общей части двух ромбов, диагонали которых равны 2 и 3, а один из ромбов получен из другого поворотом на 90  вокруг его центра.
	2.2.6.  (2010) Сторона AD прямоугольника ABCD в три раза больше стороны АВ; точки М и N делят AD на три равные части. Найдите sin((AMB +(ANB + (ADB).

	2.3. Трапеция, четырехугольник
	2.3.1. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна , а основания равны 3 и 4. Найдите диагональ трапеции.
	2.3.2.  В трапеции  с основаниями и  диагонали пересекаются в точке , причем . Площадь треугольника  равна 36. Найдите площадь трапеции.
	2.3.3. Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. Найдите меньшее основание трапеции.
	2.3.4. В трапеции КМРТ с основаниями МР и КТ диагонали пересекаются в точке С. Площадь треугольника МСР равна 4, КТ = 2 МР. Найти площадь трапеции.
	2.3.5.  В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боковой стороне. Найти площадь трапеции.
	2.3.6. Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке О. Площадь треугольника АDО равна 12,  DО = 2 ВО. Найти площадь трапеции.
	2.3.7. Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла между диагональю и основанием равен
	2.3.8. R R В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание  АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если  АС = 18 (10,  ВЕ = 6 (10.
	2.3.9.  В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс угла при вершине М равен  . Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и MQ, если известно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стор...
	2.3.10. Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр трапеции, если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне.
	2.3.11. (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8(5,
	ВЕ = 4(5.
	2.3.12.  (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции ABCD  пересекаются в точке  Е.  Найдите площадь трапеции, если площадь треугольника  AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагоналей в отношении 1:3.
	2.3.13.   (2010) Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами АВ = 36, CD = 34 и верхним основанием ВС = 10 . Известно, что cos (DEC = - .  Найдите BD.
	2.3.14.  В трапеции АВСD  известны боковые стороны АВ = 27, CD = 28  и верхнее основание  ВС = 5. Известно, что соs(DCВ = -  . Найдите АС.
	2.3.15. (2010) В трапеции ABCD биссектриса угла А пересекает боковую сторону ВС в точке Е. Найдите площадь треугольника ABE, если площадь трапеции равна S, АВ = a,
	2.3.16.  (2010) Боковая сторона АВ трапеции ABCD равна l, а расстояние от середины CD до прямой АВ равно m. Найдите площадь трапеции.
	2.3.17.  На боковых сторона АВ и СD трапеции с основаниями AD и BC  отмечены точки Р и Q соответственно, причем HQ || AD. Прямая  PQ разбивает трапецию на две трапеции. площади которых относятся как 1:2. Найдите PQ, если AD = а   и   BC  = b.
	2.3.18. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разбивает трапецию на две трапеции, площади которых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой прямой, заключенного внутри трапеции.
	2.3.19. Сторона  правильного шестиугольника равна . Найдите сторону равновеликого ему правильного треугольника.
	2.3.20. (ДВ) Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32(3. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, EF соответственно.
	2.3.21.  Точка О лежит на диагонали АС выпуклого четырехугольника АВСD. Известно, что  ОС = ОD и что О одинаково удалена от прямых АВ, ВС и АD. Найдите углы четырехугольника, если  (АОВ = 110(  и (СОD  = 90(.
	2.3.24. В трапеции АВСD углы А и  D при основании АD соответственно равны 60( и  30(. Точка  N лежит на основании ВС, причем    = 2.  Точка М лежит на основании АD, прямая МN перпендикулярна основаниям и делит площадь трапеции пополам. Найти  .
	2.3.25. Боковая сторона неравнобедренной  трапеции равна 12 и образует с ее основанием угол 60(. Основания трапеции равны 16 и 40. Найдите длину отрезка соединяющего середины оснований.



	4. Отношения_условие
	3.1. Отношение отрезков
	и площадей в треугольнике
	3.1.1.  Площадь треугольника ABC равна 4.  DE — средняя линия. Найдите площадь треугольника CDE.



	5. Окружност_условие
	4.1. Окружность.
	4.1.1. (2010) Дана окружность и точка М. Точки А и В лежат на окружности, причем А – ближайшая к М точка окружности, а В – наиболее удаленная от М точка окружности. Найдите радиус окружности, если МА = a и МВ = b.
	4.1.2. Радиус окружности равен 1. Найдите величину вписанного угла, опирающегося на хорду, равную . Ответ дайте в градусах.
	4.1.3.  Две параллельные хорды окружности, радиус которой 25, имеют длину 14 и 40. Найдите расстояние между этими хордами.
	4.1.4.  (2010) Окружности радиусов 2 и 4 касаются в точке В. Через точку В проведена прямая, пересекающая второй раз меньшую окружность в точке А, а большую – в точке С.  Известно, что  AC =   .   Найдите ВС.
	4.1.5.  (2010) Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 3 и 4. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла.
	4.1.6.  Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5 и 12. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла.
	4.1.7.  (2010) Прямая касается окружностей радиусов R и r в точках А и В. Известно, что расстояние между центрами равно a, причем r < R  и . R + r < a   Найдите АВ.
	4.1.8.  (2010) Окружности S1  и S2 радиусов R и r (R > r) соответственно касаются в точке А. Через точку В, лежащую на окружности S1, проведена прямая, касающаяся окружности S2 в точке М. Найдите ВМ, если известно, что  AB = a.
	4.1.9.  (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром О. Хорда АВ пересекает радиус ОС в точке D, причем (CDA = 120   Найдите радиус окружности, вписанной в угол (ADC и касающейся дуги АС, если OD = .
	4.1.10.  (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересекаются в точках А и В. Найдите расстояние между центрами окружностей, если АВ = 16.
	4.1.11.  (2010) Окружности с центрами О1 и О2 пересекаются в точках А и В. Известно, что (АО1В = 90(, (АО2В = 60(, О1О2 = а.  Найдите радиусы окружностей.
	4.1.12.   (2010) Точка О – центр окружности радиуса 2. На продолжении радиуса ОМ взята точка А.  Через точку А  проведена прямая, касающаяся окружности в точке К. Известно, что (ОАК =60 .  Найдите радиус окружности, вписанной в угол ОАК и касающейся д...
	4.1.13.  (2010) Окружности с центрами О и В радиуса ОВ пересекаются в точке С. Радиус ОА окружности с центром О перпендикулярен ОВ, причем точки А и С лежат по одну сторону от прямой ОВ. Окружность S1  касается меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а ...
	4.1.14.   (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30(, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите радиус окружности, проходящей через точки  А, D  и касающейся прямой ВС.
	4.1.15.   Окружности радиусов 4 и 9 касаются внешним образом, лежат по одну сторону от некоторой прямой. Найдите радиус окружности, касающийся каждой из двух данных и той же  прямой.
	4.1.16.  На стороне АС угла АВС, равного 45(, взята такая точка D, что  CD = АD = 2. Найдите радиус окружности, проходящей через точки А и D,  и касающейся прямой ВС.
	4.1.24.  (ЮФМЛ) В окружности с центром О на хорде АВ расположены точки М и К, так что
	АМ : МК = 2 : 3, МК : КВ = 9 : 1. Известно, что ОМ = 6, ОК = 9. Найти радиус окружности.

	4.2. Окружность и треугольник
	на ГИА
	АК = АР = ,𝐴𝐵+ 𝐴𝐶−𝐵𝐶-2.
	4.2.1.   Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной около него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.
	4.2.2.   Противолежащая основанию вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и основанием 6 служит центром данной окружности радиуса  2.  Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей через концы основания треугольника.

	4.2.5.  В треугольнике АВС угол А равен 60(. На стороне АВ взята точка К так, что АК = АС. Найти ВК, если расстояние от центра описанной около треугольника АВС окружности  до стороны АС равно а.
	4.3. Окружность и треугольник
	на ЕГЭ
	4.3.1.  (2010) Треугольник ABC вписан в окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и
	ВС = 4. Найдите АС.
	4.3.2.  (2010) Около треугольника ABC описана окружность с центром О, угол АОС равен 60 . В треугольник ABC вписана окружность с центром М.  Найдите угол АМС.
	4.3.3.  (2010) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и основанием 8 служит центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей через концы основания треугольника.
	4.3.4.   (2010) Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине В и углом α при вершине А. Точка D - середина гипотенузы. Точка С1 симметрична точке С относительно прямой BD. Найдите угол . AC1B
	4.3.5.   (2010) В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и CN, О - центр окружности, касающейся стороны ВС и продолжений сторон АВ и АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВОС.
	4.3.6.  В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и СN, О – центр вписанной окружности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВОС.

	4.4.  Окружность и четырехугольник
	на ГИА
	4.4.1.   Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если известно, что боковая сторона трапеции равна 10.
	4.4.2.   В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60(, а площадь равна , вписана окружность.  Найдите радиус этой окружности.    (Демовариант_04)
	4.4.3.   Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее основание АD равно 15, синус угла ВАС  равен , синус угла АВD равен .   (Демовариант_06).
	4.4.4.  Равнобедренная трапеция описано около окружности  радиуса  3  . Найдите тангенс угла при большем основании трапеции, если её средняя линия равна 15.
	4.4.5.    Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, если  тангенс угла при основании трапеции равен .
	4.4.6.   (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите высоту трапеции.
	4.4.7.   (2010) Около трапеции ABCD описана окружность радиуса 6 с центром на основании  AD. Найдите площадь трапеции, если основание ВС равно 4.

	4.4.9.   Около прямоугольника АВСD  описана окружность. На окружности взята точка М, равноудаленная от вершин А и В. Отрезки МС и АВ пересекаются в точке Е. Найдите площадь четырехугольника АМВС, если МЕ = 2 см, ЕС = 16 см.
	4.4.10.  На основании ВС трапеции АВСD  взята точка Е, лежащая на одной окружности с точками А, С и D. Другая окружность, проходящая через точки А, В и С, касается прямой  СD.  Найдите ВС, если АВ = 12 и ВЕ : ЕС = 4 : 5.
	4.4.11.   В прямоугольную трапецию ABCD вписана окружность, которая касается сторон трапеции в точках K, L, M, N. Найти   , если  площадь четырехугольника KLMN относится к площади трапеции как 3 : 10.
	4.5. Окружность и четырехугольник
	на ЕГЭ
	4.5.1.  (2010) Трапеция ABCD с основаниями AD и ВС вписана в окружность с центром О.  Найдите высоту трапеции, если ее средняя линия равна 3 и sin(AOB = .
	4.5.5.  (2010 г)Дан параллелограмм АВСD,   AB = 3,   BC = 5,  (A = 60(. Окружность с центром в точке О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.
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	решения_ часть В
	РЕШЕНИЯ
	I. Решение заданий части  В
	1.  Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной около него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.
	2. R RВ треугольнике точка делит сторону на отрезки и  МВ = 28, (ОНМ = ( ОВН. Найдите площадь треугольника , если .
	3. Найдите основание равнобедренного треугольника, если угол при основании равен , а взятая внутри треугольника точка находится на одинаковом расстоянии, равном 3, от боковых сторон и на расстоянии  от основания.
	6.  Боковая сторона равнобедренной трапеции равна , а основания равны 3 и 4. Найдите диагональ трапеции.
	8.  В трапеции  с основаниями и  диагонали пересекаются в точке , причем . Площадь треугольника  равна 36. Найдите площадь трапеции.
	10.  Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если известно, что боковая сторона трапеции равна 10.
	11.  Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. Найдите меньшее основание трапеции.
	12.  Площадь треугольника АВС равна 20. Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она больше половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.
	13. Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, (КОР = 135(.
	15. В трапеции КМРТ с основаниями МР и КТ диагонали пересекаются в точке С. Площадь треугольника МСР равна 4, КТ = 2 МР. Найти площадь трапеции.
	16.  В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60(, а площадь равна , вписана окружность.  Найдите радиус этой окружности.
	17.  В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боковой стороне. Найти площадь трапеции.
	18.  Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке О. Площадь треугольника АDО равна 12,  DО = 2 ВО. Найти площадь трапеции.
	19.  В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 3, ВС = 10, (МАС = 45(.
	20.  Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК.
	21.  В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пересекает  диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите площадь треугольника АМН.
	22.  В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ.
	23.  Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 90, а боковая сторона равна  10 . К основанию АВ и стороне ВС проведены высоты СР и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь СКН.
	24.  Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее основание АD равно 15, синус угла ВАС  равен , синус угла АВD равен .
	25.  Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла между диагональю и основанием равен
	28.  Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, если  тангенс угла при основании трапеции равен .
	29. (ДВ) Дан ромб ABCD с острым углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота СН пересекает диагональ BD  в точке К. Найдите длину отрезка СК.
	31.   Сторона  правильного шестиугольника равна . Найдите сторону равновеликого ему правильного треугольника.
	33.   В параллелограмме АВСD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке М и прямую АВ в точке К.    Найдите периметр треугольника ВСК, если DМ = 12, СМ = 15, АМ = 16.
	34. (ДВ) Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32(3. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, EF соответственно.
	37. В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание  АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если  АС = 18 (10,  ВЕ = 6 (10.
	38.  В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс угла при вершине М равен  . Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и MQ, если известно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стороны...
	39.   Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр трапеции, если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне.
	40.  (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8(5, ВЕ = 4(5.
	41. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в точке К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, ВР = 15.
	42.  СR4R (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30(, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите радиус окружности, проходящей через точки  А, D  и касающейся прямой ВС.
	43.  СR4R  В треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка D  так, что BD : DC = 1: 2. Медиана CE пересекает отрезок AD в точке F.  Какую часть площади треугольника ABC составляет площадь треугольника AEF.



	Решение_ треугольник
	1.1. Треугольник
	1.1.6. (Свойство равнобедренного треугольника, средняя линия треугольника)
	В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведена биссектриса СD.  Прямая, перпендикулярная СD  и проходящая через  D, пересекает АС в точке Е. (ГИА ТВ № 6 от А. Ларина)
	Решение
	1.1.7.(Средняя линия треугольника, теорема Фалеса)
	1.1.8.Найдите величины углов треугольника АВС, если известно, что медиана АМ в 4 раза меньше стороны ВС, а треугольник АВМ – равнобедренный.

	1.2.Медианы треугольника
	1.2.1. (2010) Найдите площадь треугольника ABC, если АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из вершин А и В, перпендикулярны.
	1.2.2.(2003) Площадь треугольника АВС равна 20. Найдите АС, если сторона АВ равна 8 и она больше половины стороны АС, а медиана ВМ равна 5.  (Демовариант_03)
	1.2.3.Найти площадь треугольника КМР, если сторона КР равна 5, медиана РО равна 3 √2, (КОР = 135(.

	1.2.4. (Демовариант_2005)В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 3, ВС = 10, (МАС = 45(.
	1.2.5.  (2010) Медиана ВМ треугольника АВС равна его высоте АН. Найдите угол МВС.
	1.2.6. (2010г.) В треугольнике ABC на стороне ВС выбрана точка D так, что BD : DC  = 1 : 2.. Медиана СЕ пересекает отрезок AD в точке F. Какую часть площади треугольника АВС составляет площадь треугольника AEF?
	1.2.7. В прямоугольном треугольнике АВС ((С = 90() медианы ССR1R и ВВR1R перпендикулярны друг другу. Найдите длину большей из этих медиан, если длина третьей медианы ААR1R = 3.
	1.2.8. Прямая, проходящая через вершину основания равнобедренного треугольника, делит его площадь пополам, а периметр треугольника делит на части 5 м и 7 м. Найдите площадь треугольника и укажите, где лежит центр описанной окружности: внутри или вне т...
	1.2.9. Точки К и L  лежат на стороне АС треугольника АВС. Прямые ВК и ВL пересекая медиану АМ, делят её на три равные части. Найти длину стороны АС, если КL = 6.

	1.3. Биссектрисы треугольника
	1.3.1.В прямоугольном треугольнике АВЕ с прямым углом Е проведена биссектриса ВТ, причем АТ = 15,  ТЕ = 12. Найдите площадь треугольника АВТ.
	1.3.2. Площадь равнобедренного треугольника АВС равна 90, а боковая сторона равна  10 . К основанию АВ и стороне ВС проведены высоты СР и АН, пересекающиеся в точке К. Найдите площадь СКН.
	1.3.4. (, 2010г) В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и СЕ. Найдите длину отрезка DE, если АС = 6,  АЕ = 2,  CD = 3.
	1.3.5. В треугольнике АВС, площадь которого S, биссектриса СЕ и медиана BD пересекаются в точке F.  Найдите площадь четырехугольника ADEF, если ВС = а, АС = b.
	1.3.6. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна a,  Р— точка пересечения биссектрис. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника BРC.
	1.3.7. В треугольнике АВС длина стороны АВ равна 18, длина биссектрисы АЕ равна 4, а длина отрезка ЕС равна 5. Определите периметр треугольника АВС.
	1.3.8.  На продолжении биссектрисы AL  треугольника АВС за точку А взята такая точка D, что   AD = 10,  (BDC = (BAL  = 60(. Найдите площадь треугольника АВС.
	1.3.9.  В равнобедренном треугольнике АВС, в котором АВ = ВС = 10, АС = 16, найти расстояние между  точкой пересечения медиан и точкой пересечения биссектрис.

	1.4. Высоты треугольника
	1.4.1.Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Н. Известно, что отрезок СН равен радиусу окружности, описанной около треугольника. Найдите угол АСВ.
	1.4.2. (2010) Высоты треугольника ABC пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите угол АСВ.
	1.4.3. Точки АR1R, ВR1R, и СR1R – основания высот треугольника АВС. Углы треугольника АR1RВR1RСR1R равны 90(,  60(, 30(. Найдите углы треугольника АВС.
	1.4.4. Точки D и E – основания высот непрямоугольного треугольника АВС, проведенных из вершин А и С соответственно. Известно, что  = к,  ВС = а  и АВ = b.  Найдите сторону АС.
	1.4.5. (2010) В треугольнике ABC угол А равен α, сторона ВС равна а, Н — точка пересечения высот. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВНС.
	1.4.6.  (Свойство высот, подобие треугольников) В равнобедренном треугольнике АВС со сторонами АВ = ВС = 4 и АС = 2 проведены высоты АА1  и ВВ1. прямая А1В1 пересекает прямую АВ в точке К. Найдите длину АК.
	1.4.7. (Опорная задача, свойство высот)  В остроугольном треугольнике АВС из  вершин А и С опущены высоты АР и СQ  на стороны ВС и АВ. Известно, что площадь треугольника АВС равна 18, площадь треугольника ВРQ равна 2, а длина отрезка РQ равна 2 . Вычи...
	1.4.8. В остроугольном треугольнике РQR, сторона  PR  которого равна 12, на стороны  QR  и  PQ  опущены высоты  PM и  RN. Вычислить площадь четырехугольника  PNMR, если известно, что площадь треугольника  NQM  равна 2, а радиус окружности, описанный о...



	3. Четырёхугольники_ решение
	2.1. Параллелограмм
	2.1.1. (Реальный экзамен) В параллелограмме АВСD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в точке К и прямую ВС в точке Р. Найдите периметр параллелограмма, если DК = 12, РК = 18, ВР = 15.
	2.1.2.  В параллелограмме АВСD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке М и прямую АВ в точке К.    Найдите периметр треугольника ВСК, если DМ = 12, СМ = 15, АМ = 16.
	2.1.3. (2010) В параллелограмме ABCD известны стороны  AB = a, BC = b  и (BAD= ( Найдите расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников BCD и DAB.
	2.1.4.  (2010) В параллелограмме со сторонами а и b и острым углом α проведены биссектрисы четырех углов. Найдите площадь четырехугольника, ограниченного этими биссектрисами.
	2.1.5. Дан параллелограмм АВСD,   AB = 2,   BC = 3,  (A = 60(. Окружность с центром в точке О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.
	2.1.6. В параллелограмме АВС биссектрисы углов при сторона АD делят сторону ВС точками М и N так, что ВМ : МN = 3 : 8. Найдите ВС, если АВ = 5.
	2.1.7.  Внутри параллелограмма АВСD взята точка К, равноудаленная от прямых АD, АВ, СD. Перпендикуляр, опущенный из вершины D на сторону АВ, пересекает отрезок АК в точке М. Найдите площадь параллелограмма, если  DК = 2 см,
	АМ : МК = 8 : 1,  DС = 3 ВС.
	2.1.9. В параллелограмме АВСD  диагонали пересекаются в точке О, длина диагонали ВD равна 12. Расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников АОD и COD, равно 16. Радиус окружности, описанной около треугольника АОВ, равен 5. Найди...
	Решение:

	2.2. Ромб.
	Прямоугольник. Квадрат.
	2.2.1. Дан ромб АВСD с острым  углом В. Площадь ромба равна 320, а синус угла В равен 0,8. Высота СН пересекает диагональ ВD в точке К. найдите длину отрезка СК.
	2.2.2.  В ромбе АВСD из вершины тупого угла В проведена высота ВН к стороне АD. Она пересекает  диагональ АС в точке М. Сторона  ромба равна 15, а его площадь равна 135.  Найдите площадь треугольника АМН.
	2.2.3.  (2010) В прямоугольнике ABCD  AB = 2,  BC = . Точка Е на прямой АВ выбрана так, что (AED = (DEC.  Найдите АЕ.
	2.2.4. (2010) Через середину стороны AB квадрата ABCD проведена прямая, пересекающая прямые CD и AD в точках М и Т соответственно и образующая с прямой АВ угол α,
	tg α =3.  Найдите площадь треугольника ВМТ, если сторона квадрата ABCD равна 4.
	2.2.5.  (2010) Найдите площадь общей части двух ромбов, диагонали которых равны 2 и 3, а один из ромбов получен из другого поворотом на 90  вокруг его центра.
	2.2.6.  (2010) Сторона AD прямоугольника ABCD в три раза больше стороны АВ; точки М и N делят AD на три равные части. Найдите sin((AMB +(ANB + (ADB).
	2.2.7. Дан квадрат АВСD. На стороне АВ лежит точка К, на стороне ВС - точка L, на стороне СD –точка М. Четырехугольник АКLМ – равнобедренная трапеция. Найти сумму оснований трапеции, если АК = 5 и МD = 2.

	2.3. Трапеция, четырехугольник
	2.3.1. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна , а основания равны 3 и 4. Найдите диагональ трапеции.
	2.3.2.  В трапеции  с основаниями и  диагонали пересекаются в точке , причем . Площадь треугольника  равна 36. Найдите площадь трапеции.
	2.3.3. Большее основание равнобедренной трапеции равно 8, боковая сторона 9, а диагональ 11. Найдите меньшее основание трапеции.
	2.3.4. В трапеции КМРТ с основаниями МР и КТ диагонали пересекаются в точке С. Площадь треугольника МСР равна 4, КТ = 2 МР. Найти площадь трапеции.
	2.3.5.  В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 15, диагональ перпендикулярна боковой стороне. Найти площадь трапеции.
	2.3.6. Диагонали трапеции АВСD (АВ || СD) пересекаются в точке О. Площадь треугольника АDО равна 12,  DО = 2 ВО. Найти площадь трапеции.
	2.3.7. Найти площадь равнобедренной трапеции, если её средняя линия  равна 4, а косинус угла между диагональю и основанием равен
	2.3.8. R R В трапеции АВСD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание  АD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если  АС = 18 (10,  ВЕ = 6 (10.
	2.3.9.  В выпуклом четырехугольнике MNLQ углы при вершинах N  и  L – прямые, а тангенс угла при вершине М равен  . Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон  NL  и MQ, если известно, что сторона LQ  втрое меньше стороны MN и на 2 меньше стор...
	2.3.10. Высота равнобедренной трапеции равна 12; её средняя линия равна 16. Найти периметр трапеции, если известно, что её диагональ перпендикулярна боковой стороне.
	2.3.11. (ДВ) В трапеции ABCD диагональ АС является биссектрисой угла А. Биссектриса угла В пересекает большее основание AD в точке Е. Найдите высоту трапеции, если АС = 8(5, ВЕ = 4(5.
	2.3.12.  (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции ABCD  пересекаются в точке  Е.  Найдите площадь трапеции, если площадь треугольника  AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагоналей в отношении 1:3.
	2.3.13.   (2010) Дана трапеция ABCD с боковыми сторонами АВ = 36, CD = 34 и верхним основанием ВС = 10 . Известно, что cos (DEC = - .  Найдите BD.
	2.3.14.  В трапеции АВСD  известны боковые стороны АВ = 27, CD = 28  и верхнее основание  ВС = 5. Известно, что соs(DCВ = -  . Найдите АС.
	2.3.15. (2010) В трапеции ABCD биссектриса угла А пересекает боковую сторону ВС в точке Е. Найдите площадь треугольника ABE, если площадь трапеции равна S, АВ = a,
	2.3.16.  (2010) Боковая сторона АВ трапеции ABCD равна l, а расстояние от середины CD до прямой АВ равно m. Найдите площадь трапеции.
	2.3.17.  На боковых сторона АВ и СD трапеции с основаниями AD и BC  отмечены точки Р и Q соответственно, причем HQ || AD. Прямая  PQ разбивает трапецию на две трапеции. площади которых относятся как 1:2. Найдите PQ, если AD = а   и   BC  = b.
	2.3.18. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разбивает трапецию на две трапеции, площади которых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой прямой, заключенного внутри трапеции.
	2.3.19. Сторона  правильного шестиугольника равна . Найдите сторону равновеликого ему правильного треугольника.
	2.3.20. (ДВ) Сторона правильного шестиугольника ABCDEF равна 32(3. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник МРК, если точки М, Р и К − середины сторон AB, CD, EF соответственно.
	2.3.21.  Точка О лежит на диагонали АС выпуклого четырехугольника АВСD. Известно, что  ОС = ОD и что О одинаково удалена от прямых АВ, ВС и АD. Найдите углы четырехугольника, если  (АОВ = 110(  и (СОD  = 90(.
	2.3.24. В трапеции АВСD углы А и  D при основании АD соответственно равны 60( и  30(. Точка  N лежит на основании ВС, причем    = 2.  Точка М лежит на основании АD, прямая МN перпендикулярна основаниям и делит площадь трапеции пополам. Найти  .
	2.3.25. Боковая сторона неравнобедренной  трапеции равна 12 и образует с ее основанием угол 60(. Основания трапеции равны 16 и 40. Найдите длину отрезка соединяющего середины оснований.



	4. Отношения_решение
	3.1. Отношение отрезков
	и площадей в треугольнике
	3.1.1.  Площадь треугольника ABC равна 4.  DE — средняя линия. Найдите площадь треугольника CDE.



	5. Окружност_решение1
	4.1. Окружность.
	4.1.1. (2010) Дана окружность и точка М. Точки А и В лежат на окружности, причем А – ближайшая к М точка окружности, а В – наиболее удаленная от М точка окружности. Найдите радиус окружности, если МА = a и МВ = b.
	4.1.2. Радиус окружности равен 1. Найдите величину вписанного угла, опирающегося на хорду, равную . Ответ дайте в градусах.
	4.1.3.  Две параллельные хорды окружности, радиус которой 25, имеют длину 14 и 40. Найдите расстояние между этими хордами.
	4.1.4.  (2010) Окружности радиусов 2 и 4 касаются в точке В. Через точку В проведена прямая, пересекающая второй раз меньшую окружность в точке А, а большую – в точке С.  Известно, что  AC =   .   Найдите ВС.
	4.1.5.  (2010) Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 3 и 4. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла.
	4.1.6.  Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5 и 12. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла.
	4.1.7.  (2010) Прямая касается окружностей радиусов R и r в точках А и В. Известно, что расстояние между центрами равно a, причем r < R  и . R + r < a   Найдите АВ.
	4.1.8.  (2010) Окружности S1  и S2 радиусов R и r (R > r) соответственно касаются в точке А. Через точку В, лежащую на окружности S1, проведена прямая, касающаяся окружности S2 в точке М. Найдите ВМ, если известно, что  AB = a.
	4.1.9.  (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром О. Хорда АВ пересекает радиус ОС в точке D, причем (CDA = 120   Найдите радиус окружности, вписанной в угол (ADC и касающейся дуги АС, если OD = .
	4.1.10.  (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересекаются в точках А и В. Найдите расстояние между центрами окружностей, если АВ = 16.
	4.1.11.  (2010) Окружности с центрами О1 и О2 пересекаются в точках А и В. Известно, что (АО1В = 90(, (АО2В = 60(, О1О2 = а.  Найдите радиусы окружностей.
	4.1.12.   (2010) Точка О – центр окружности радиуса 2. На продолжении радиуса ОМ взята точка А.  Через точку А  проведена прямая, касающаяся окружности в точке К. Известно, что (ОАК =60 .  Найдите радиус окружности, вписанной в угол ОАК и касающейся д...
	4.1.13.  (2010) Окружности с центрами О и В радиуса ОВ пересекаются в точке С. Радиус ОА окружности с центром О перпендикулярен ОВ, причем точки А и С лежат по одну сторону от прямой ОВ. Окружность S1  касается меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а ...
	4.1.14.   (ДВ)  На стороне ВА угла АВС, равного 30(, взята точка D, что АD = 2 и  ВD = 1. Найдите радиус окружности, проходящей через точки  А, D  и касающейся прямой ВС.
	4.1.15.   Окружности радиусов 4 и 9 касаются внешним образом, лежат по одну сторону от некоторой прямой. Найдите радиус окружности, касающийся каждой из двух данных и той же  прямой.
	4.1.16.  На стороне АС угла АВС, равного 45(, взята такая точка D, что  CD = АD = 2. Найдите радиус окружности, проходящей через точки А и D,  и касающейся прямой ВС.
	4.1.24.  (ЮФМЛ) В окружности с центром О на хорде АВ расположены точки М и К, так что
	АМ : МК = 2 : 3, МК : КВ = 9 : 1. Известно, что ОМ = 6, ОК = 9. Найти радиус окружности.
	UРешение:

	4.2. Окружность и треугольник
	на ОГЭ
	АК = АР = ,𝐴𝐵+ 𝐴𝐶−𝐵𝐶-2.
	4.2.1.   Найдите площадь прямоугольного треугольника, если радиусы вписанной в него и описанной около него окружностей  равны соответственно  2м и 5м.
	4.2.2.   Противолежащая основанию вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и основанием 6 служит центром данной окружности радиуса  2.  Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей через концы основания треугольника.
	Ответ:  ,5-4..

	4.2.5.  В треугольнике АВС угол А равен 60(. На стороне АВ взята точка К так, что АК = АС. Найти ВК, если расстояние от центра описанной около треугольника АВС окружности  до стороны АС равно а.
	4.3. Окружность и треугольник
	на ЕГЭ
	4.3.1.  (2010) Треугольник ABC вписан в окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и
	ВС = 4. Найдите АС.
	4.3.2.  (2010) Около треугольника ABC описана окружность с центром О, угол АОС равен 60 . В треугольник ABC вписана окружность с центром М.  Найдите угол АМС.
	4.3.3.  (2010) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной 5 и основанием 8 служит центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей через концы основания треугольника.
	4.3.4.   (2010) Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине В и углом α при вершине А. Точка D - середина гипотенузы. Точка С1 симметрична точке С относительно прямой BD. Найдите угол . AC1B
	4.3.5.   (2010) В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и CN, О - центр окружности, касающейся стороны ВС и продолжений сторон АВ и АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВОС.
	4.3.6.  В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и СN, О – центр вписанной окружности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ВОС.

	4.4.  Окружность и четырехугольник
	на  ОГЭ
	4.4.1.   Найдите площадь равнобедренной трапеции, описанной около окружности с радиусом 4, если известно, что боковая сторона трапеции равна 10.
	4.4.2.   В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60(, а площадь равна , вписана окружность.  Найдите радиус этой окружности.    (Демовариант_04)
	4.4.3.   Трапеция ABCD вписана в окружность. Найдите среднюю линию трапеции, если ее большее основание АD равно 15, синус угла ВАС  равен , синус угла АВD равен .
	4.4.4.  Равнобедренная трапеция описано около окружности  радиуса  3  . Найдите тангенс угла при большем основании трапеции, если её средняя линия равна 15.
	4.4.5.    Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описанной около окружности радиуса  3, если  тангенс угла при основании трапеции равен .
	4.4.6.   (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите высоту трапеции.
	4.4.7.   (2010) Около трапеции ABCD описана окружность радиуса 6 с центром на основании  AD. Найдите площадь трапеции, если основание ВС равно 4.

	4.4.9.   Около прямоугольника АВСD  описана окружность. На окружности взята точка М, равноудаленная от вершин А и В. Отрезки МС и АВ пересекаются в точке Е. Найдите площадь четырехугольника АМВС, если МЕ = 2 см, ЕС = 16 см.
	4.4.10.  На основании ВС трапеции АВСD  взята точка Е, лежащая на одной окружности с точками А, С и D. Другая окружность, проходящая через точки А, В и С, касается прямой  СD.  Найдите ВС, если АВ = 12 и ВЕ : ЕС = 4 : 5.
	Ответ: 18.
	4.4.11.   В прямоугольную трапецию ABCD вписана окружность, которая касается сторон трапеции в точках K, L, M, N. Найти   , если  площадь четырехугольника KLMN относится к площади трапеции как 3 : 10.
	4.5. Окружность и четырехугольник
	на ЕГЭ
	4.5.1.  (2010) Трапеция ABCD с основаниями AD и ВС вписана в окружность с центром О.  Найдите высоту трапеции, если ее средняя линия равна 3 и sin(AOB = .
	4.5.5.  (2010 г)Дан параллелограмм АВСD,   AB = 3,   BC = 5,  (A = 60(. Окружность с центром в точке О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его острого угла.  Найдите площадь четырехугольника АВОD.





