
LI Всеукраїнська олiмпiада, 2011

10 клас. I тур

1. Дiйснi числа x, y задовольняють умову:

x2 + 3xy + 4y2 6
7

2
.

Доведiть, що x+ y 6 2.

2. Правильний трикутник зi стороною 7 паралельними прямими подiлено на 49

маленьких правильних одиничних трикутничкiв. Iз нього вирiзають уздовж лiнiй

сiтки паралелограми, одна сторона яких дорiвнює 1, а друга дорiвнює 2. Яку

найбiльшу кiлькiсть таких паралелограмiв можна вирiзати?

3. Для натурального числа N = pα1

1
pα2

2
. . . pαn

n
, поданого у виглядi канонiчного

розкладу (pi – простi та попарно рiзнi, αi – натуральнi, 1 6 i 6 n), уведемо

позначення T (N) = α1 + α2 + . . . + αn. Для деяких попарно рiзних натуральних

чисел a, b, c, d число ab + cd дiлиться нацiло на число ac + bd. Доведiть, що

T (ab+ cd) > 3.

4. Через точку F , що розташована поза колом k, провели до цього кола доти-

чну FA та сiчну FB, яка перетинає k в точках B i C (C лежить мiж F i B).

Через точку C провели дотичну до кола k, яка перетнула вiдрiзок FA в точцi

E. Вiдрiзок FX – бiсектриса трикутника AFC. Виявилось, що точки E, X та B

лежать на однiй прямiй. Доведiть, що добуток довжин двох сторiн трикутника

ABC дорiвнює квадрату довжини третьої сторони.
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5. Розв’яжiть у натуральних числах (x; y) рiвняння

(x+ y)3 = (x− y − 6)2 .

6. Два гравцi по черзi розставляють знаки “+” або “−” перед послiдовними на-

туральними числами 1, 2, 3, . . . i обчислюють суму усiх чисел, перед якими роз-

ставленi знаки. Так, перший гравець спочатку ставить знак перед числом 1, i це є

його сумою пiсля першого ходу, потiм другий ставить знак перед числом 2 i рахує

суму двох чисел – це є його сума пiсля його першого ходу, далi перший гравець

ставить знак перед числом 3 i рахує суму трьох чисел зi знаками – це його сума

пiсля другого ходу, далi другий гравець ставить знак перед числом 4 i рахує суму

чотирьох чисел i т. д. Програє той гравець, пiсля ходу якого одержана ним сума

вперше за модулем стане бiльшою або рiвною 2011. Хто переможе при правильнiй

грi – перший чи другий гравець?

7. В трикутнику ABC (AC > BC > AB) на сторонах BC та AC вибрали точки

D i K вiдповiдно так, що CD = AB, AK = BC. Точки F та L – середини вiдрiз-

кiв BD та KC вiдповiдно. Точки R, S – середини сторiн AC та AB вiдповiдно.

Вiдрiзки SL та FR перетинаються в точцi O, при цьому ∠SOF = 55◦. Знайдiть

градусну мiру ∠BAC.

8. Нехай x, y, z – додатнi дiйснi числа такi, що xyz = 1. Доведiть нерiвнiсть:

(−x+ y + z) (x− y + z) + (x− y + z) (x+ y − z) + (x+ y − z) (−x+ y + z) 6 3.
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