
XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ8 êëàññÂòîðîé äåíü8.5. Îò Ìàéêîïà äî Áåëîðå÷åíñêà 24 êì. Òðè äðóãà äîëæíû äî-áðàòüñÿ: äâîå èç Ìàéêîïà â Áåëîðå÷åíñê, à òðåòèé � èç Áå-ëîðå÷åíñêà â Ìàéêîï. Ó íèõ åñòü îäèí âåëîñèïåä, ïåðâîíà-÷àëüíî íàõîäÿùèéñÿ â Ìàéêîïå. Êàæäûé èç äðóçåé ìîæåòèäòè (ñî ñêîðîñòüþ íå áîëåå 6 êì/÷àñ) è åõàòü íà âåëîñèïå-äå (ñî ñêîðîñòüþ íå áîëåå 18 êì/÷àñ). Îñòàâëÿòü âåëîñèïåäáåç ïðèñìîòðà íåëüçÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç 2 ÷àñà 40 ìè-íóò âñå òðîå äðóçåé ìîãóò îêàçàòüñÿ â ïóíêòàõ íàçíà÷åíèÿ.Åõàòü íà âåëîñèïåäå âäâîåì íåëüçÿ.8.6. ×åðåç òî÷êó I ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABCïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû AB è BC â òî÷-êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî. Òðåóãîëüíèê BMN îêàçàë-ñÿ îñòðîóãîëüíûì. Íà ñòîðîíå AC âûáðàíû òî÷êè K è Lòàê, ÷òî ∠ILA = ∠IMB, ∠IKC = ∠INB. Äîêàæèòå, ÷òî

AM + KL + CN = AC.8.7. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 3 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç n? (n-âîïðîñèàë) ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n.�åøèòå óðàâíåíèå n? = 2n + 16.8.8. Â òàáëèöå 10× 10 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 100: â ïåðâîéñòðî÷êå � îò 1 äî 10 ñëåâà íàïðàâî, âî âòîðîé � îò 11 äî 20ñëåâà íàïðàâî è ò. ä. Àíäðåé ñîáèðàåòñÿ ðàçðåçàòü òàáëèöóíà ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 2, ïîñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âêàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå è ñëîæèòü ïîëó÷åííûå 50 ÷èñåë.Îí ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî ìåíüøóþ ñóììó. Êàêåìó ñëåäóåò ðàçðåçàòü êâàäðàò?
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XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÂòîðîé äåíü9.5. Â êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà íàïèñàíî ïîäâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòüïî îäíîìó ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ÷èñëà â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ áûëè ðàçëè÷íûìè.9.6. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè M è N � ñå-ðåäèíû ñòîðîí AB è BC ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà H � îñíîâà-íèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Îïèñàííûå îêðóæ-íîñòè òðåóãîëüíèêîâ AHN è CHM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-êå P (P 6= H). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PH ïðîõîäèò ÷å-ðåç ñåðåäèíó îòðåçêà MN .9.7. Â òàáëèöå 10× 10 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 100: â ïåðâîéñòðî÷êå � îò 1 äî 10 ñëåâà íàïðàâî, âî âòîðîé � îò 11 äî 20ñëåâà íàïðàâî è ò. ä. Àíäðåé ñîáèðàåòñÿ ðàçðåçàòü òàáëèöóíà ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 2, ïîñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âêàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå è ñëîæèòü ïîëó÷åííûå 50 ÷èñåë.Îí ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî ìåíüøóþ ñóììó. Êàêåìó ñëåäóåò ðàçðåçàòü êâàäðàò?9.8. Äèìà ïîñ÷èòàë �àêòîðèàëû âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 80äî 99, íàøåë ÷èñëà, îáðàòíûå ê íèì, è íàïå÷àòàë ïîëó-÷èâøèåñÿ äåñÿòè÷íûå äðîáè íà 20 áåñêîíå÷íûõ ëåíòî÷êàõ(íàïðèìåð, íà ïîñëåäíåé ëåíòî÷êå áûëî íàïå÷àòàíî ÷èñëî
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︸ ︷︷ ︸155 íóëåé 10715 . . .). Ñàøà õî÷åò âûðåçàòü èç îäíîéëåíòî÷êè êóñîê, íà êîòîðîì çàïèñàíî N öè�ð ïîäðÿä è íåòçàïÿòîé. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì N îí ñìîæåò ýòî ñäåëàòüòàê, ÷òîáû Äèìà íå ñìîã îïðåäåëèòü ïî ýòîìó êóñêó, êàêóþëåíòî÷êó èñïîðòèë Ñàøà?

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÂòîðîé äåíü9.5. Â êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà íàïèñàíî ïîäâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòüïî îäíîìó ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ÷èñëà â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ áûëè ðàçëè÷íûìè.9.6. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè M è N � ñå-ðåäèíû ñòîðîí AB è BC ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà H � îñíîâà-íèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Îïèñàííûå îêðóæ-íîñòè òðåóãîëüíèêîâ AHN è CHM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-êå P (P 6= H). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PH ïðîõîäèò ÷å-ðåç ñåðåäèíó îòðåçêà MN .9.7. Â òàáëèöå 10× 10 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 100: â ïåðâîéñòðî÷êå � îò 1 äî 10 ñëåâà íàïðàâî, âî âòîðîé � îò 11 äî 20ñëåâà íàïðàâî è ò. ä. Àíäðåé ñîáèðàåòñÿ ðàçðåçàòü òàáëèöóíà ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 2, ïîñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âêàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå è ñëîæèòü ïîëó÷åííûå 50 ÷èñåë.Îí ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî ìåíüøóþ ñóììó. Êàêåìó ñëåäóåò ðàçðåçàòü êâàäðàò?9.8. Äèìà ïîñ÷èòàë �àêòîðèàëû âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 80äî 99, íàøåë ÷èñëà, îáðàòíûå ê íèì, è íàïå÷àòàë ïîëó-÷èâøèåñÿ äåñÿòè÷íûå äðîáè íà 20 áåñêîíå÷íûõ ëåíòî÷êàõ(íàïðèìåð, íà ïîñëåäíåé ëåíòî÷êå áûëî íàïå÷àòàíî ÷èñëî
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XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÂòîðîé äåíü10.5. Äàí íàáîð èç n > 2 âåêòîðîâ. Íàçîâåì âåêòîð íàáîðà äëèí-íûì, åñëè åãî äëèíà íå ìåíüøå äëèíû ñóììû îñòàëüíûõâåêòîðîâ íàáîðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäûé âåêòîð íàáî-ðà � äëèííûé, òî ñóììà âñåõ âåêòîðîâ íàáîðà ðàâíà íóëþ.10.6. Äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B.Ïóñòü PQ è RS � îòðåçêè îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõê ýòèì îêðóæíîñòÿì (òî÷êè P è R ëåæàò íà ω1, òî÷êè Qè S � íà ω2). Îêàçàëîñü, ÷òî RB ‖ PQ. Ëó÷ RB âòîðè÷íîïåðåñåêàåò ω2 â òî÷êå W . Íàéäèòå îòíîøåíèå RB/BW .10.7. Ó âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà îäíà âåðøèíà A èìååò ñòå-ïåíü 5, à âñå îñòàëüíûå � ñòåïåíü 3 (ñòåïåíüþ âåðøèíûíàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð). Íàçîâåìðàñêðàñêó ðåáåð ìíîãîãðàííèêà â ñèíèé, êðàñíûé è ëèëî-âûé öâåòà õîðîøåé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû ñòåïåíè 3 âñåâûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Îêàçà-ëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê íå äåëèòñÿ íà 5.Äîêàæèòå, ÷òî â îäíîé èç õîðîøèõ ðàñêðàñîê êàêèå-òî òðèïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåáðà, âûõîäÿùèå èç A, ïîêðàøåíû âîäèí öâåò.10.8. Äèìà ïîñ÷èòàë �àêòîðèàëû âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 80äî 99, íàøåë ÷èñëà, îáðàòíûå ê íèì, è íàïå÷àòàë ïîëó-÷èâøèåñÿ äåñÿòè÷íûå äðîáè íà 20 áåñêîíå÷íûõ ëåíòî÷êàõ(íàïðèìåð, íà ïîñëåäíåé ëåíòî÷êå áûëî íàïå÷àòàíî ÷èñëî
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︸ ︷︷ ︸155 íóëåé 10715 . . .). Ñàøà õî÷åò âûðåçàòü èç îäíîéëåíòî÷êè êóñîê, íà êîòîðîì çàïèñàíî N öè�ð ïîäðÿä è íåòçàïÿòîé. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì N îí ñìîæåò ýòî ñäåëàòüòàê, ÷òîáû Äèìà íå ñìîã îïðåäåëèòü ïî ýòîìó êóñêó, êàêóþëåíòî÷êó èñïîðòèë Ñàøà?
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XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÂòîðîé äåíü11.5. Â êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà íàïèñàíî ïîäâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòüïî îäíîìó ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ÷èñëà â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ áûëè ðàçëè÷íûìè.11.6. Ñóùåñòâóþò ëè íåíóëåâûå ÷èñëà a, b, c òàêèå, ÷òî ïðè ëþ-áîì n > 3 ìîæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí âèäà Pn(x) = xn + . . . +

+ ax2 + bx + c, èìåþùèé ðîâíî n (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-íûõ) öåëûõ êîðíåé?11.7. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Ëåøà õî÷åò âûáðàòü äâà ååñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáðà è íà íèõ, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðî-èòü øàðû. Âñåãäà ëè îí ìîæåò âûáðàòü òàêóþ ïàðó, ÷òî ëþ-áàÿ òî÷êà ïèðàìèäû ëåæèò õîòÿ áû â îäíîì èç ýòèõ øàðîâ?11.8. Â ñòðàíå åñòü N ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ïàðû èç íèõ ñîåäè-íåíû áåñïîñàäî÷íûìè äâóñòîðîííèìè àâèàëèíèÿìè. Îêàçà-ëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k (2 6 k 6 N) ïðè ëþáîì âûáîðå k ãî-ðîäîâ êîëè÷åñòâî àâèàëèíèé ìåæäó ýòèìè ãîðîäàìè íå áó-äåò ïðåâîñõîäèòü 2k−2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå àâèàëèíèè ìîæ-íî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó äâóìÿ àâèàêîìïàíèÿìè òàê, ÷òî íåáóäåò çàìêíóòîãî àâèàìàðøðóòà, â êîòîðîì âñå àâèàëèíèèïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïàíèè.

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÂòîðîé äåíü11.5. Â êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà íàïèñàíî ïîäâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòüïî îäíîìó ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ÷èñëà â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ áûëè ðàçëè÷íûìè.11.6. Ñóùåñòâóþò ëè íåíóëåâûå ÷èñëà a, b, c òàêèå, ÷òî ïðè ëþ-áîì n > 3 ìîæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí âèäà Pn(x) = xn + . . . +

+ ax2 + bx + c, èìåþùèé ðîâíî n (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-íûõ) öåëûõ êîðíåé?11.7. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Ëåøà õî÷åò âûáðàòü äâà ååñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáðà è íà íèõ, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðî-èòü øàðû. Âñåãäà ëè îí ìîæåò âûáðàòü òàêóþ ïàðó, ÷òî ëþ-áàÿ òî÷êà ïèðàìèäû ëåæèò õîòÿ áû â îäíîì èç ýòèõ øàðîâ?11.8. Â ñòðàíå åñòü N ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ïàðû èç íèõ ñîåäè-íåíû áåñïîñàäî÷íûìè äâóñòîðîííèìè àâèàëèíèÿìè. Îêàçà-ëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k (2 6 k 6 N) ïðè ëþáîì âûáîðå k ãî-ðîäîâ êîëè÷åñòâî àâèàëèíèé ìåæäó ýòèìè ãîðîäàìè íå áó-äåò ïðåâîñõîäèòü 2k−2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå àâèàëèíèè ìîæ-íî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó äâóìÿ àâèàêîìïàíèÿìè òàê, ÷òî íåáóäåò çàìêíóòîãî àâèàìàðøðóòà, â êîòîðîì âñå àâèàëèíèèïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïàíèè.
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