
XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ8 êëàññÏåðâûé äåíü8.1. Äàíû ÷èñëà a, b, c. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç óðàâ-íåíèé x2 + (a− b)x + (b− c) = 0, x2 + (b− c)x + (c− a) = 0,

x2 + (c − a)x + (a − b) = 0 èìååò ðåøåíèå.8.2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 10× 10 ïðîèçâîëüíî ðàññòàâëåíû íàòó-ðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 100, êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó. Çà îäèíõîä ðàçðåøàåòñÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâà ÷èñëà. Äî-êàæèòå, ÷òî çà 35 õîäîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñóììàëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â êëåòêàõ ñ îáùåé ñòîðîíîé,áûëà ñîñòàâíîé.8.3. Íà ñòîðîíå BC ðîìáà ABCD âûáðàíà òî÷êà M . Ïðÿìûå,ïðîâåäåííûå ÷åðåç M ïåðïåíäèêóëÿðíî äèàãîíàëÿì BD è

AC, ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AD â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî.Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìûå PB,QC è AM ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîéòî÷êå. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî îòíîøåíèå BM/MC?8.4. Ôîêóñíèê Àðóòþí è åãî ïîìîùíèê Àìàÿê ñîáèðàþòñÿïîêàçàòü ñëåäóþùèé �îêóñ. Íà äîñêå íàðèñîâàíà îêðóæ-íîñòü. Çðèòåëè îòìå÷àþò íà íåé 2007 ðàçëè÷íûõ òî÷åê, çà-òåì ïîìîùíèê �îêóñíèêà ñòèðàåò îäíó èç íèõ. Ïîñëå ýòîãî�îêóñíèê âïåðâûå âõîäèò â êîìíàòó, ñìîòðèò íà ðèñóíîê èîòìå÷àåò ïîëóîêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàëà ñòåðòàÿ òî÷-êà. Êàê �îêóñíèêó äîãîâîðèòüñÿ ñ ïîìîùíèêîì, ÷òîáû �î-êóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?
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XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÏåðâûé äåíü9.1. Ïðèâåäåííûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f(x) è g(x) òàêîâû,÷òî óðàâíåíèÿ f(g(x)) = 0 è g(f(x)) = 0 íå èìåþò âåùå-ñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç óðàâíå-íèé f(f(x)) = 0 è g(g(x)) = 0 òîæå íå èìååò âåùåñòâåííûõêîðíåé.9.2. Íà äîñêå íàïèñàëè 100 äðîáåé, ó êîòîðûõ â ÷èñëèòåëÿõ ñòî-ÿò âñå ÷èñëà îò 1 äî 100 ïî îäíîìó ðàçó, è â çíàìåíàòåëÿõñòîÿò âñå ÷èñëà îò 1 äî 100 ïî îäíîìó ðàçó. Îêàçàëîñü, ÷òîñóììà ýòèõ äðîáåé åñòü íåñîêðàòèìàÿ äðîáü ñî çíàìåíàòå-ëåì 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëèòåëèäâóõ äðîáåé òàê, ÷òîáû ñóììà ñòàëà íåñîêðàòèìîé äðîáüþñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.9.3. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ïðîâîäÿò äèàãîíàëè â ïðàâèëüíîì

(2n + 1)-óãîëüíèêå (n > 1). �àçðåøàåòñÿ ïðîâîäèòü äèàãî-íàëü, åñëè îíà ïåðåñåêàåòñÿ (ïî âíóòðåííèì òî÷êàì) ñ ÷åò-íûì ÷èñëîì ðàíåå ïðîâåäåííûõ äèàãîíàëåé (è íå áûëà ïðî-âåäåíà ðàíüøå). Ïðîèãðûâàåò èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò ñäå-ëàòü î÷åðåäíîé õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?9.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BB1. Ïåð-ïåíäèêóëÿð èç B1 íà BC ïåðåñåêàåò äóãó BC îïèñàííîéîêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå K. Ïåðïåíäèêóëÿðèç B íà AK ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå ÷òî òî÷êè
K, L è ñåðåäèíà äóãè AC (íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B) ëåæàòíà îäíîé ïðÿìîé.

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÏåðâûé äåíü9.1. Ïðèâåäåííûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f(x) è g(x) òàêîâû,÷òî óðàâíåíèÿ f(g(x)) = 0 è g(f(x)) = 0 íå èìåþò âåùå-ñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç óðàâíå-íèé f(f(x)) = 0 è g(g(x)) = 0 òîæå íå èìååò âåùåñòâåííûõêîðíåé.9.2. Íà äîñêå íàïèñàëè 100 äðîáåé, ó êîòîðûõ â ÷èñëèòåëÿõ ñòî-ÿò âñå ÷èñëà îò 1 äî 100 ïî îäíîìó ðàçó, è â çíàìåíàòåëÿõñòîÿò âñå ÷èñëà îò 1 äî 100 ïî îäíîìó ðàçó. Îêàçàëîñü, ÷òîñóììà ýòèõ äðîáåé åñòü íåñîêðàòèìàÿ äðîáü ñî çíàìåíàòå-ëåì 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëèòåëèäâóõ äðîáåé òàê, ÷òîáû ñóììà ñòàëà íåñîêðàòèìîé äðîáüþñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.9.3. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ïðîâîäÿò äèàãîíàëè â ïðàâèëüíîì
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XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. �ðàíè êóáà 9 × 9 × 9 ðàçáèòû íà åäèíè÷íûå êëåòêè. Êóáîêëååí áåç íàëîæåíèé áóìàæíûìè ïîëîñêàìè 2×1 (ñòîðîíûïîëîñîê èäóò ïî ñòîðîíàì êëåòîê). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîñîãíóòûõ ïîëîñîê íå÷åòíî.10.2. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an−1x +
+ an. Ïîëîæèì m = min{a0, a0 + a1, . . . , a0 + a1 + . . .+ an}.Äîêàæèòå, ÷òî P (x) > mxn ïðè x > 1.10.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BB1. Ïåð-ïåíäèêóëÿð èç B1 íà BC ïåðåñåêàåò äóãó BC îïèñàííîéîêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå K. Ïåðïåíäèêóëÿðèç B íà AK ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå ÷òî òî÷êè

K, L è ñåðåäèíà äóãè AC (íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B) ëåæàòíà îäíîé ïðÿìîé.10.4. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé �î-êóñ. Çðèòåëü ïèøåò íà äîñêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç Nöè�ð. Ïîìîùíèê �îêóñíèêà çàêðûâàåò äâå ñîñåäíèõ öè�-ðû ÷åðíûì êðóæêîì. Çàòåì âõîäèò �îêóñíèê. Åãî çàäà÷à �îòãàäàòü îáå çàêðûòûå öè�ðû (è ïîðÿäîê, â êîòîðîì îíèðàñïîëîæåíû). Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì N �îêóñíèê ìîæåòäîãîâîðèòüñÿ ñ ïîìîùíèêîì òàê, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðî-âàííî óäàëñÿ?

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. �ðàíè êóáà 9 × 9 × 9 ðàçáèòû íà åäèíè÷íûå êëåòêè. Êóáîêëååí áåç íàëîæåíèé áóìàæíûìè ïîëîñêàìè 2×1 (ñòîðîíûïîëîñîê èäóò ïî ñòîðîíàì êëåòîê). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîñîãíóòûõ ïîëîñîê íå÷åòíî.10.2. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = a0xn + a1xn−1 + . . . + an−1x +
+ an. Ïîëîæèì m = min{a0, a0 + a1, . . . , a0 + a1 + . . .+ an}.Äîêàæèòå, ÷òî P (x) > mxn ïðè x > 1.10.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BB1. Ïåð-ïåíäèêóëÿð èç B1 íà BC ïåðåñåêàåò äóãó BC îïèñàííîéîêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå K. Ïåðïåíäèêóëÿðèç B íà AK ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå ÷òî òî÷êè

K, L è ñåðåäèíà äóãè AC (íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B) ëåæàòíà îäíîé ïðÿìîé.10.4. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé �î-êóñ. Çðèòåëü ïèøåò íà äîñêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç Nöè�ð. Ïîìîùíèê �îêóñíèêà çàêðûâàåò äâå ñîñåäíèõ öè�-ðû ÷åðíûì êðóæêîì. Çàòåì âõîäèò �îêóñíèê. Åãî çàäà÷à �îòãàäàòü îáå çàêðûòûå öè�ðû (è ïîðÿäîê, â êîòîðîì îíèðàñïîëîæåíû). Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì N �îêóñíèê ìîæåòäîãîâîðèòüñÿ ñ ïîìîùíèêîì òàê, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðî-âàííî óäàëñÿ?
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XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÏåðâûé äåíü11.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè k > 10 â ïðîèçâåäåíèè

f(x) = cos x cos 2x cos 3x . . . cos 2kxìîæíî çàìåíèòü îäèí cos íà sin òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ �óíê-öèÿ f1(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ xíåðàâåíñòâó |f1(x)| 6 3
2k+1 .11.2. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòî-ðîí BC, AC, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îò-ðåçîê AA1 âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü âòî÷êå Q. Ïðÿìàÿ ℓ ïàðàëëåëüíà BC è ïðîõîäèò ÷åðåç A.Ïðÿìûå A1C1 è A1B1 ïåðåñåêàþò ℓ â òî÷êàõ P è R ñîîò-âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ∠PQR = ∠B1QC1.11.3. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé �î-êóñ. Çðèòåëü ïèøåò íà äîñêå N-çíà÷íîå ÷èñëî. Ïîìîùíèê�îêóñíèêà çàêðûâàåò äâå ñîñåäíèõ öè�ðû ÷åðíûì êðóæ-êîì. Çàòåì âõîäèò �îêóñíèê. Åãî çàäà÷à � îòãàäàòü îáå çà-êðûòûå öè�ðû (è ïîðÿäîê, â êîòîðîì îíè ðàñïîëîæåíû).Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì N �îêóñíèê ìîæåò äîãîâîðèòüñÿ ñïîìîùíèêîì òàê, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?11.4. Â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ïåðâûé ÷ëåí x1 �ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, è xn+1 = xn+ 1

[xn]

ïðè âñåõíàòóðàëüíûõ n. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèåñòü öåëîå ÷èñëî.

XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÏåðâûé äåíü11.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè k > 10 â ïðîèçâåäåíèè
f(x) = cos x cos 2x cos 3x . . . cos 2kxìîæíî çàìåíèòü îäèí cos íà sin òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ �óíê-öèÿ f1(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ xíåðàâåíñòâó |f1(x)| 6 3

2k+1 .11.2. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòî-ðîí BC, AC, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îò-ðåçîê AA1 âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü âòî÷êå Q. Ïðÿìàÿ ℓ ïàðàëëåëüíà BC è ïðîõîäèò ÷åðåç A.Ïðÿìûå A1C1 è A1B1 ïåðåñåêàþò ℓ â òî÷êàõ P è R ñîîò-âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ∠PQR = ∠B1QC1.11.3. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé �î-êóñ. Çðèòåëü ïèøåò íà äîñêå N-çíà÷íîå ÷èñëî. Ïîìîùíèê�îêóñíèêà çàêðûâàåò äâå ñîñåäíèõ öè�ðû ÷åðíûì êðóæ-êîì. Çàòåì âõîäèò �îêóñíèê. Åãî çàäà÷à � îòãàäàòü îáå çà-êðûòûå öè�ðû (è ïîðÿäîê, â êîòîðîì îíè ðàñïîëîæåíû).Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì N �îêóñíèê ìîæåò äîãîâîðèòüñÿ ñïîìîùíèêîì òàê, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?11.4. Â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ïåðâûé ÷ëåí x1 �ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, è xn+1 = xn+ 1
[xn]

ïðè âñåõíàòóðàëüíûõ n. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèåñòü öåëîå ÷èñëî.
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