
XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. Ïóñòü a1, . . . , a10� ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ìåíü-øèå 3, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 678. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ,÷òî ñóììà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî÷èñëà n íà 20 ÷èñåë a1, a2, . . . , a10, 2a1, 2a2, . . . , 2a10 ðàâ-íà 2012?10.2. Îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â îñòðîóãîëüíûé íåðàâíîáåäðåí-íûé òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D.Ïóñòü òî÷êà I �öåíòð îêðóæíîñòè ω, à O�öåíòð îêðóæ-íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü,îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà AID, ïåðåñåêàåò âòîðè÷íîïðÿìóþ AO â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà AEðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè ω.10.3. Ëþáûå äâà èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, a4, a5 îòëè-÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 1. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîäåéñòâèòåëüíîãî k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

a1+a2+a3+a4+a5 = 2k è a21+a22+a23+a24+a25 = 2k2.Äîêàæèòå, ÷òî k2 > 25/3.10.4. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëè íàïèñàíû n+1 îäíî÷ëåíîâ 1, x,
x2, . . . , xn. Äîãîâîðèâøèñü çàðàíåå, k ìàëü÷èêîâ êàæäóþìèíóòó îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿëè êàæäûé ñóììó êàêèõ-òîäâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, íàïèñàííûõ íà äîñêå, è ðåçóëüòàò äîïè-ñûâàëè íà äîñêó. ×åðåç m ìèíóò íà äîñêå áûëè íàïèñàíû,ñðåäè ïðî÷èõ, ìíîãî÷ëåíû S1 = 1 + x, S2 = 1 + x + x2,
S3 = 1 + x+ x2 + x3, . . . , Sn = 1 + x+ x2 + . . .+ xn. Äîêà-æèòå, ÷òî m > 2n/(k + 1).
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