
Îòêðûòaÿ îëèìïèaäa øêîëüíèêîâ ïî ìaòåìaòèêå
12 ìaðòa 2017 ã.
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Ðåøåíèÿ
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Îòâåò: Ïåðâàÿ ñóììa áîëüøå.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì âòîðóþ ñóììó êaê
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ñóììîé, ïðè÷¼ì ñðåäíåå ñëaãaåìîå
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. Ïåðâaÿ ïaða

ñëaãaåìûõ î÷åâèäíî áîëüøå, çía÷èò, ïåðâaÿ ñóììa áîëüøå.

2. (2 áaëëa) Ía äîñêå çaïèñaëè äðîáü
ax+ b

cx+ d
, a òaêæå âñå îñòaëüíûå äðîáè, ïîëó÷aþùèåñÿ èç íå¼ ïåðåñòa-

íîâêîé ÷èñåë a, b, c, d, êðîìå èìåþùèõ òîæäåñòâåííî íóëåâîé çíaìåíaòåëü. Ìîãëî ëè òaê ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ñðåäè
âûïèñaííûõ äðîáåé ðîâíî 7 ðaçëè÷íûõ?

Îòâåò: Äa.
Ðåøåíèå: Íaïðèìåð, âîçüì¼ì ÷èñëa 2, 1, 0, 0. Âñåãî 4 ÷èñëa, èç êîòîðûõ äâa îäèíaêîâûõ, ìîæíî ðaññòaâèòü

12 ñïîñîáaìè. Äâa èç íèõ èìåþò íóëåâîé çíaìåíaòåëü, ò.å. íå ðaññìaòðèâaþòñÿ. Îñòaëîñü 10.

Äâa âaðèaíòa íaøåé äðîáè íóëåâûå. Åù¼ åñòü äðîáè
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x
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è åù¼ ñòîëüêî æå îáðaòíûõ ê íèì.

3. (2 áaëëa) Îäèí äâîå÷íèê íaïèñaë ñëåäóþùèå íåâåðíûå ôîðìóëû ñèíóña è êîñèíóña ñóììû: sin(α+ β) =
sinα+sinβ è cos(α+ β) = cosα+cosβ. Â ñâîå îïðaâäaíèå îí ñêaçaë, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ α è β åãî ôîðìóëû âñ¼
æå âåðíû. Íaéäèòå âñå òaêèå ïaðû (α, β).

Îòâåò: α = ±π
3
+ 2πm,m ∈ Z è β = ∓π

3
+ 2πl, l ∈ Z.

Ðåøåíèå: {
sin(α+ β) = sinα+ sinβ
cos(α+ β) = cosα+ cosβ

Èç ïåðâîãî ðaâåíñòâa ñëåäóåò, ÷òî 2 sin
(
α+β
2

)
cos
(
α+β
2

)
= 2 sin

(
α+β
2

)
cos
(
α−β
2

)
Îòñþäa  sin

(
α+β
2

)
= 0

cos
(
α+β
2

)
= cos

(
α−β
2

) ⇔

[
α+ β = 2πk, k ∈ Z
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Â ïåðâîì ñëó÷aå cosα = cosβ. Òaêèì îáðaçîì, ôîðìóëa �êîñèíóña ñóììû� ïðåâðaùaåòñÿ â 1 = 2 cosα, îòêóäa

α = ±π
3
+ 2πm,m ∈ Z è, ñîîòâåòñòâåííî, β = ∓π

3
+ 2πl, l ∈ Z.

Âî âòîðîì ñëó÷aå ìû ïîëó÷aåì ëèáî β = 2πn, n ∈ Z èëè α = 2πn, n ∈ Z. Òîãäa âòîðîå ðaâåíñòâî ïðåâðaùaåòñÿ
â cosα = 1 + cosα èëè aíaëîãè÷íîå ðaâåíñòâî äëÿ β, ÷òî íåâîçìîæíî. Çía÷èò, îñòa¼òñÿ òîëüêî ïåðâûé ñëó÷aé.

4. (3 áaëëa) Ía ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêa ABC êaê ía äèaìåòðå ïîñòðîåía îêðóæíîñòü ðaäèóña 10 ñì. Ýòa
îêðóæíîñòü ïåðåñåêaåò ñòîðîíû AB è BC â òî÷êaõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Íaéäèòå AX ·AB + CY ·BC.

Îòâåò: 400
Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êa M � ñåðåäèía ñòîðîíû AC, îía æå öåíòð îêðóæíîñòè. Òîãäa AB ·BX = BC ·BY =

(BM + 10)(BM − 10). Òîãäa BX =
BM2 − 100

AB
=

2AB2 + 2BC2 − 400− 400

4AB
. Ñîîòâåòñòâåííî,

AX = AB − 2AB2 + 2BC2 − 800

4AB
=

2AB2 − 2BC2 + 800

4AB
.

aíaëîãè÷íî CY =
2BC2 − 2AB2 + 800

4BC
. Òîãäa AX ·AB + CY ·BC =

1600

4
= 400.

5. (3 áaëëa) Âïèñaííaÿ îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêa ABCD êañaåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CD è AD â òî÷êaõ
E, F , G è H ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå EH è GH ïåðåñåêaþò ïðÿìóþ BC â òî÷êaõ K è L ñîîòâåòñòâåííî.
Îêaçaëîñü, ÷òî BK = BF . Äîêaæèòå, ÷òî CL = CF .

Äîêaçaòåëüñòâî: BK = BF = BE, ñëåäîâaòåëüíî òðåóãîëüíèê KFE ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì
∠KEF . Íî ∠KEF = ∠HEF . Çía÷èò, ∠HEF ïðÿìîé, íî ∠HEF + ∠HGF = 180◦, ñëåäîâaòåëüíî, ∠HGF òîæå
ïðÿìîé, è ñìåæíûé ê íåìó ∠LGF òîæå.

Ðaññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå C è ðaäèóñîì CF = CG. Îía âòîðè÷íî ïåðåñåêaåò ïðÿìóþ BC
â òî÷êå L′ è CL′ = CF = CG. Íî, ïîñêîëüêó ∠L′GF òaêæå ïðÿìîé, L è L′ ýòî îäía è òa æå òî÷êa, òîãäa
CL = CF , ÷òî è òðåáîâaëîñü.

6. (3 áaëëa) Ïîñëåäîâaòåëüíîñòü çaäaía ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: x1 = 5, xn+1 = xn+sinxn. Äîêaæèòå,
÷òî xn > π
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Äîêaçaòåëüñòâî: Äîêaæåì ïî èíäóêöèè íåðaâåíñòâî π < xn < 2π. Áaça n = 1, π < 5 < 2π.
Ïåðåõîä îò n ê n + 1. Ïóñòü π < xn < 2π, òîãäa sinxn < 0, è ñëåäîâaòåëüíî, xn+1 < xn < 2π. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, sinxn = − sin (xn − π) > −(xn − π), òaê êaê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ óãëîâ âûïîëíÿåòñÿ íåðaâåíñòâî
sinα < α. Çía÷èò, xn+1 = xn + sinxn > xn − (xn − π) = π, ÷òî è òðåáîâaëîñü äîêaçaòü.

Çaìå÷aíèå: ía ñaìîì äåëå ìîæíî òaêæå äîêaçaòü, ÷òî ÷èñëî π ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâaòåëüíîñòè xn.

7. (4 áaëëa) Ñòaðøèé êîýôôèöèåíò êâaäðaòíîãî òð¼õ÷ëåía f(x) ðaâåí 1. Âñå òðè êîýôôèöèåíòa â íåêîòî-
ðîì ïîðÿäêå îáðaçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ èç òð¼õ ýëåìåíòîâ ñ ðaçíîñòüþ q. Íaéäèòå âñå âîçìîæíûå
çía÷åíèÿ q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðaöèîíaëüíîå ÷èñëî è ðaçíîñòü êîðíåé f(x) ðaâía q.

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.
Ðåøåíèå: Êîýôôèöèåíòû òð¼õ÷ëåía èìåþò ñëåäóþùèé âèä: a, aq, aq2 â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Êîðíè ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê b è b+ q.
Ïåðâûé ñëó÷aé: a = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: q è q2.
Ïîäñëó÷àé 1.1: 2b + q = −q ⇒ b = q. Äàëåå, b(b + q) = q2 ⇒ q · 2q = q2 îòêóäà q = 0, ÷òî íåâîçìîæíî èç

îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ïîäñëó÷àé 1.2: 2b+ q = −q2 ⇒ b =
−q2 − q

2
. Äàëåå, b(b+ q) = q ⇒ q2(q+1)(q−1) = 4q îòêóäà ñíîâà q = 0, ÷òî

íåâîçìîæíî èç îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äðóãèå ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò
áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1

5 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.
Âòîðîé ñëó÷aé: aq = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1

q è q.

Ïîäñëó÷àé 2.1: 2b + q = − 1
q ⇒ b = 1

2 (−
1
q − q) = − 1+q2

2q . Äàëåå, b(b + q) = q ⇒ (1 + q2)(1 − q2) = 4q3.
Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Ïîäñëó÷àé 2.2: 2b+ q = −q ⇒ b = −q. Äàëåå, b(b+ q) = 1
q ⇒ 0 = 1

q � íåò ðåøåíèé

Òðåòèé ñëó÷aé: aq2 = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1
q ,

1
q2

Ïîäñëó÷àé 3.1: 2b+ q = − 1
q ⇒ b = 1

2 (−q−
1
q ) = −

1+q2

2q . Äàëåå, b(b+ q) = 1
q2 ⇒ (1+ q2)(1− q2) = 4⇒ 5− q4 = 0.

Ðaöèîíaëüíûõ êîðíåé íåò.

Ïîäñëó÷àé 3.2: 2b + q = − 1
q2 ⇒ b = 1

2 (−q −
1
q2 ) = − 1+q3

2q2 . Äàëåå, b(b + q) = 1
q ⇒ (1 + q3)(1 − q3) = 4 ∗ q3

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1.
Òàêèì îáðàçîì âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé íåò.

8. (5 áaëëîâ) Òaáëèöa 10×10 çaïîëíåía íóëÿìè. Ça îäíó îïåðaöèþ â òaáëèöå íaõîäèòñÿ ìèíèìaëüíîå ÷èñëî
(åñëè òaêèõ íåñêîëüêî � âûáèðaåòñÿ ëþáîå) è ê íåìó, a òaêæå êî âñåì ÷èñëaì, ñòîÿùèì â ñîñåäíèõ ñ íèì ïî
ñòîðîíå èëè óãëó êëåòêaõ, äîáaâëÿåòñÿ åäèíèöa. Êaêîå íaèáîëüøåå ÷èñëî ìîæåò îêaçaòüñÿ â îäíîé èç êëåòîê
òaáëèöû ÷åðåç 80 îïåðaöèé?

Îòâåò: 20.
Ðåøåíèå: Íàçîâ¼ì n-îé ôàçîé íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ îïåðàöèé, êîòîðûé ïðèìåíÿþòñÿ ê ÷èñëàì, ðàâíûì

n. Åñëè òàêèõ îïåðàöèé íå áûëî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííàÿ ôàçà ñîñòîèò èç íóëÿ îïåðàöèé. Íà÷èíàåòñÿ âñ¼ ñ
íóëåâîé ôàçû.

Â òå÷åíèè îäíîé ôàçû íèêàêîå ÷èñëî íå ìîæåò óâåëè÷èòñÿ áîëüøå, ÷åì íà 4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû
óâåëè÷èëè ñàìî ÷èñëî, òî íè ê íåìó, íè ê åãî ñîñåäÿì íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íàøà îïåðàöèÿ â òå÷åíèå ýòîé
ôàçû íè äî, íå ïîñëå, ïîñêîëüêó ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà îäèí â íåêîòîðîé ôàçå, íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìèíèìàëüíûì
â òå÷åíèè òîé æå ñàìîé ôàçû. Ñðåäè ñîñåäåé ÷èñëà ìîæíî âûáðàòü íå áîëüøå 4 íå ñîñåäíèõ ìåæäó ñîáîé, çíà÷èò,
äåéñòâèòåëüíî ìû ìîæåì óâåëè÷èòü ÷èñëî íå áîëüøå, ÷åì íà 4 çà îäíó ôàçó.

Ðàññìîòðèì ïåðâûå, ÷åòâ¼ðòûå, ñåäüìûå è äåñÿòûå êëåòêè â ïåðâîé, ÷åòâ¼ðòîé, ñåäüìîé è äåñÿòîé ñòðîêàõ
òàáëèöû, âñåãî 16 øòóê. Çàìåòèì, ÷òî íèêàêàÿ îïåðàöèÿ íå çàòðàãèâàåò äâå èç íèõ. Çíà÷èò, ÷òîáû ñìåíèëîñü
n ôàç, íàäî ñîâåðøèòü õîòÿ áû 16n îïåðàöèé. (Âàæíî! Ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà ôàçà äëèòñÿ õîòÿ
áû 16 îïåðàöèé, òàê êàê íåêîòîðûå èç íàøèõ ÷èñåë ìîãëè áûòü óâåëè÷åíû íà ïðåäûäóùèõ ôàçàõ)

Çíà÷èò, ó íàñ ïðîøëî íå áîëåå 5 ôàç è â êàæäîé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî óâåëè÷èòñÿ áîëåå, ÷åì íà 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, çà 80 îïåðàöèé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî ñòàòü áîëüøå, ÷åì 20.

Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì âòîðûå, ÷åòâ¼ðòûå, ñåäüìûå è äåñÿòûå êëåòêè âî âòî-
ðîé, ÷åòâ¼ðòîé, ñåäüìîé è äåñÿòîé ñòðîêàõ òàáëèöû, âñåãî 16 øòóê. Áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàöèè òîëüêî ê íèì.
Îïåðàöèè, ïðèìåí¼ííûå ê îäíîé èç ýòèõ êëåòîê, íå çàòðàãèâàþò îñòàëüíûå 15, è ïðè ýòîì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé êî âñåì 16 êëåòêàì âñå ÷èñëà â òàáëèöå óâåëè÷èâàþòñÿ õîòÿ áû íà 1. Ïðè ýòîì ÷èñëî â òðåòüåé êëåòêå
òðåòüåé ñòðîêè áóäåò êàæäóþ ôàçó óâåëè÷èâàòüñÿ íà 4.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèìåð íå åäèíñòâåííûé.
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2 âaðèaíò

1. (2 áaëëa) ×òî áîëüøå:
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Îòâåò: Ïåðâaÿ ñóììa áîëüøå.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì âòîðóþ ñóììó êaê
1

37, 5
+

1

38
+ . . .

1

62, 5
. Ó íå¼ îäèíaêîâîå êîëè÷åñòâî ñëaãaåìûõ ñ

ïåðâîé ñóììîé, ïðè÷¼ì ñðåäíåå ñëaãaåìîå
1

50
îáùåå.

Ñðaâíèì ïaðû ñëaãaåìûõ
1

50− k
+

1

50 + k
=

1

502 − k2
è

1

50− k
2

+
1

50 + k
2

=
1

502 − k2

4

. Ïåðâaÿ ïaða ñëaãaåìûõ

î÷åâèäíî áîëüøå, çía÷èò, ïåðâaÿ ñóììa ìåíüøå.

2. (2 áaëëa) Ía äîñêå çaïèñaëè äðîáü
ax+ b

cx+ d
, a òaêæå âñå îñòaëüíûå äðîáè, ïîëó÷aþùèåñÿ èç íå¼ ïåðåñòa-

íîâêîé ÷èñåë a, b, c, d, êðîìå èìåþùèõ òîæäåñòâåííî íóëåâîé çíaìåíaòåëü. Ìîãëî ëè òaê ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ñðåäè
âûïèñaííûõ äðîáåé ðîâíî 5 ðaçëè÷íûõ?

Îòâåò: Äa.
Ðåøåíèå: Íaïðèìåð, âîçüì¼ì ÷èñëa 2, 2, 1, 1. Âñåãî 4 ÷èñëa, èç êîòîðûõ äâå ïaðû îäèíaêîâûõ, ìîæíî

ðaññòaâèòü 6 ñïîñîáaìè, íî ñðåäè íèõ äâa ñîâïaäaþò.

Íaøè äðîáè ýòî
2x+ 2

x+ 1
,
2x+ 1

2x+ 1
=
x+ 2

x+ 2
,
x+ 1

2x+ 2
,
1x+ 2

2x+ 1
,
2x+ 1

x+ 2
.

3. (2 áaëëa) Îäèí äâîå÷íèê íaïèñaë ñëåäóþùèå íåâåðíûå ôîðìóëû ñèíóña è êîñèíóña ðaçíîñòè: sin(α−β) =
sinα− sinβ è cos(α− β) = cosα− cosβ. Â ñâîå îïðaâäaíèå îí ñêaçaë, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ α è β åãî ôîðìóëû âñ¼
æå âåðíû. Íaéäèòå âñå òaêèå ïaðû (α, β).

Îòâåò: α = 2πn, n ∈ Z è β = ∓π
3
+ 2πl, l ∈ Z.

Ðåøåíèå: {
sin(α− β) = sinα− sinβ
cos(α− β) = cosα− cosβ

Èç ïåðâîãî ðaâåíñòâa ñëåäóåò, ÷òî 2 sin
(
α−β
2

)
cos
(
α−β
2

)
= 2 sin

(
α−β
2

)
cos
(
α+β
2

)
Îòñþäa  sin

(
α−β
2

)
= 0

cos
(
α+β
2

)
= cos

(
α−β
2

) ⇔

[
α− β = 2πk, k ∈ Z
α+ β

2
= ±α− β

2
+ 2πn, n ∈ Z

Â ïåðâîì ñëó÷aå cosα = cosβ. Òaêèì îáðaçîì, ôîðìóëa �êîñèíóña ñóììû� ïðåâðaùaåòñÿ â 1 = 0, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Âî âòîðîì ñëó÷aå ìû ïîëó÷aåì ëèáî β = 2πn, n ∈ Z èëè α = 2πn, n ∈ Z. Òîãäa âòîðîå ðaâåíñòâî ïðåâðaùaåòñÿ
â cosα = cosα− 1, ÷òî íåâîçìîæíî, èëè cosβ = 1− cosβ, îòêóäa β = ∓π

3
+ 2πl, l ∈ Z.

4. (3 áaëëa) Ía ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêa ABC êaê ía äèaìåòðå ïîñòðîåía îêðóæíîñòü ðaäèóña 20 ñì. Ýòa
îêðóæíîñòü ïåðåñåêaåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êaõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Íaéäèòå BX ·AB + CY ·AC.

Îòâåò: 1600
Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êa M � ñåðåäèía ñòîðîíû BC, îía æå öåíòð îêðóæíîñòè. Òîãäa AB · AX = AC · AY =

(AM + 20)(AM − 20). Òîãäa AX =
AM2 − 400

AB
=

2AB2 + 2AC2 − 1600− 1600

4AB
. Ñîîòâåòñòâåííî,

BX = AB − 2AB2 + 2AC2 − 3200

4AB
=

2AB2 − 2AC2 + 3200

4AB
.

aíaëîãè÷íî CY =
2AC2 − 2AB2 + 3200

4AC
. Òîãäa BX ·AB + CY ·AC =

6400

4
= 1600.

5. (3 áaëëa) Âïèñaííaÿ îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêa ABCD êañaåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CD è AD â òî÷êaõ
E, F , G è H ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå EF è EH ïåðåñåêaþò ïðÿìóþ CD â òî÷êaõ Q è P ñîîòâåòñòâåííî.
Îêaçaëîñü, ÷òî CQ = CG. Äîêaæèòå, ÷òî DP = DH.

Äîêaçaòåëüñòâî: Q = CG = CF , ñëåäîâaòåëüíî òðåóãîëüíèê GFQ ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì ∠GFQ.
Íî ∠GFQ = ∠GFE. Çía÷èò, ∠GFE ïðÿìîé, íî ∠GFE +∠GHE = 180◦, ñëåäîâaòåëüíî, ∠GHE òîæå ïðÿìîé, è
ñìåæíûé ê íåìó ∠GHP òîæå.

Ðaññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå D è ðaäèóñîì DH = DG. Îía âòîðè÷íî ïåðåñåêaåò ïðÿìóþ CD
â òî÷êå P ′ è DP ′ = DH = DG. Íî, ïîñêîëüêó ∠P ′HG òaêæå ïðÿìîé, P è P ′ ýòî îäía è òa æå òî÷êa, òîãäa
DP = DH, ÷òî è òðåáîâaëîñü.

6. (3 áaëëa) Ïîñëåäîâaòåëüíîñòü çaäaía ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: x1 = 7, xn+1 = xn+sinxn. Äîêaæèòå,
÷òî xn < 3π

Äîêaçaòåëüñòâî: Äîêaæåì ïî èíäóêöèè íåðaâåíñòâî 2π < xn < 3π. Áaça n = 1, 2π < 7 < 3π.
Ïåðåõîä îò n ê n + 1. Ïóñòü 2π < xn < 3π, òîãäa sinxn > 0, è ñëåäîâaòåëüíî, xn+1 > xn > 2π. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, sinxn = sin (3π − xn) < (3π−xn), òaê êaê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ óãëîâ âûïîëíÿåòñÿ íåðaâåíñòâî sinα < α.
Çía÷èò, xn+1 = xn + sinxn < xn + (3π − xn) = 3π, ÷òî è òðåáîâaëîñü äîêaçaòü.
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Çaìå÷aíèå: ía ñaìîì äåëå ìîæíî òaêæå äîêaçaòü, ÷òî ÷èñëî 3π ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâaòåëüíîñòè xn.

7. (4 áaëëa) Ñòaðøèé êîýôôèöèåíò êâaäðaòíîãî òð¼õ÷ëåía f(x) ðaâåí 1. Âñå òðè êîýôôèöèåíòa â íåêîòî-
ðîì ïîðÿäêå îáðaçóþò aðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ èç òð¼õ ýëåìåíòîâ ñ ðaçíîñòüþ d. Íaéäèòå âñå âîçìîæíûå
çía÷åíèÿ d, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðaöèîíaëüíîå ÷èñëî è êîðíè f(x) îòëè÷aþòñÿ äðóã îò äðóãa â d ðaç.

Îòâåò: −1, − 1
2 .

Ðåøåíèå: Êîýôôèöèåíòû òð¼õ÷ëåía èìåþò ñëåäóþùèé âèä: a, a + d, a + 2d â êaêîì-òî ïîðÿäêå. Êîðíè
òð¼õ÷ëåía ìîæíî ïðåäñòaâèòü êaê b è bd.

Ïåðâûé ñëó÷aé: a = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1 + d è 1 + 2d.
Ïîäñëó÷aé 1.1: b+bd = −1−d, çía÷èò, b = −1 èëè d = −1. Åñëè b = −1, ïèøåì òaêæå ðaâåíñòâî ía ñâîáîäíûé

÷ëåí: b2d = 1 + 2d⇒ d = 1 + 2d⇒ d = −1.
Ïîäñëó÷aé 1.2: b+bd = −1−2d⇒ b = −1 + 2d

1 + d
. Äaëåå, b2d = 1+d⇒ d(1+2d)2 = (1+d)3 ⇒ 3d3+d2−2d−1 = 0.

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
3 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Âòîðî ñëó÷aé: a+ d = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1− d, 1 + d

Ïîäñëó÷aé 2.1: b+ bd = −1 + d⇒ b = −1− d
1 + d

. Äaëåå, b2d = 1 + d =⇒ d(1− d)2 = (1 + d)3 ⇒ 5d2 + 2d+ 1 = 0.

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
5 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Ïîäñëó÷aé 2.2: b+bd = −1−d, çía÷èò, b = −1 èëè d = −1. Åñëè b = −1, ïèøåì òaêæå ðaâåíñòâî ía ñâîáîäíûé
÷ëåí: b2d = 1− d⇒ d = 1

2 .
Òðåòèé ñëó÷aé: a+ 2d = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1− 2d, 1− d.
Ïîäñëó÷aé 3.1: b + bd = −1 + 2d ⇒ b = −1− 2d

1 + d
. Äaëåå, b2d = 1 − d ⇒ d(1 − 2d)2 = (1 − d) ∗ (1 + d)2 ⇒

5d3 − 3 ∗ d2 − 1 = 0. Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
5 , ëåãêî óáåäèòñÿ,

÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Ïîäñëó÷aé 3.2: b+bd = −1+d⇒ b =
1− d
1 + d

. Äaëåå, b2d = 1−2d⇒ d(1−d)2 = (1−2d)(1+d)2 ⇒ 3d3+d2+d−1 = 0

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
5 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

8. (5 áaëëîâ) Òaáëèöa 7× 7 çaïîëíåía íóëÿìè. Ça îäíó îïåðaöèþ â òaáëèöå íaõîäèòñÿ ìèíèìaëüíîå ÷èñëî
(åñëè òaêèõ íåñêîëüêî � âûáèðaåòñÿ ëþáîå) è ê íåìó, a òaêæå êî âñåì ÷èñëaì, ñòîÿùèì â ñîñåäíèõ ñ íèì ïî
ñòîðîíå èëè óãëó êëåòêaõ, äîáaâëÿåòñÿ åäèíèöa. Êaêîå íaèáîëüøåå ÷èñëî ìîæåò îêaçaòüñÿ â îäíîé èç êëåòîê
òaáëèöû ÷åðåç 90 îïåðaöèé?

Îòâåò: 40.
Ðåøåíèå: Íàçîâ¼ì n-îé ôàçîé íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ îïåðàöèé, êîòîðûé ïðèìåíÿþòñÿ ê ÷èñëàì, ðàâíûì

n. Åñëè òàêèõ îïåðàöèé íå áûëî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííàÿ ôàçà ñîñòîèò èç íóëÿ îïåðàöèé. Íà÷èíàåòñÿ âñ¼ ñ
íóëåâîé ôàçû.

Â òå÷åíèè îäíîé ôàçû íèêàêîå ÷èñëî íå ìîæåò óâåëè÷èòñÿ áîëüøå, ÷åì íà 4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû
óâåëè÷èëè ñàìî ÷èñëî, òî íè ê íåìó, íè ê åãî ñîñåäÿì íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íàøà îïåðàöèÿ â òå÷åíèå ýòîé
ôàçû íè äî, íå ïîñëå, ïîñêîëüêó ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà îäèí â íåêîòîðîé ôàçå, íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìèíèìàëüíûì
â òå÷åíèè òîé æå ñàìîé ôàçû. Ñðåäè ñîñåäåé ÷èñëà ìîæíî âûáðàòü íå áîëüøå 4 íå ñîñåäíèõ ìåæäó ñîáîé, çíà÷èò,
äåéñòâèòåëüíî ìû ìîæåì óâåëè÷èòü ÷èñëî íå áîëüøå, ÷åì íà 4 çà îäíó ôàçó.

Ðàññìîòðèì ïåðâûå, ÷åòâ¼ðòûå è ñåäüìûå êëåòêè â ïåðâîé, ÷åòâ¼ðòîé è ñåäüìîé ñòðîêàõ òàáëèöû, âñåãî 9
øòóê. Çàìåòèì, ÷òî íèêàêàÿ îïåðàöèÿ íå çàòðàãèâàåò äâå èç íèõ. Çíà÷èò, ÷òîáû ñìåíèëîñü nôàç, íàäî ñîâåðøèòü
õîòÿ áû 9n îïåðàöèé. (Âàæíî! Ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà ôàçà äëèòñÿ õîòÿ áû 9 îïåðàöèé, òàê êàê
íåêîòîðûå èç íàøèõ ÷èñåë ìîãëè áûòü óâåëè÷åíû íà ïðåäûäóùèõ ôàçàõ)

Çíà÷èò, ó íàñ ïðîøëî íå áîëåå 10 ôàç è â êàæäîé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî óâåëè÷èòñÿ áîëåå, ÷åì íà 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, çà 90 îïåðàöèé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî ñòàòü áîëüøå, ÷åì 40.

Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì âòîðûå, ÷åòâ¼ðòûå è øåñòûå êëåòêè âî âòîðîé, ÷åòâ¼ðòîé
è øåñòîé ñòðîêàõ òàáëèöû, âñåãî 9 øòóê. Áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàöèè òîëüêî ê íèì. Îïåðàöèè, ïðèìåí¼ííûå ê
îäíîé èç ýòèõ êëåòîê, íå çàòðàãèâàþò îñòàëüíûå 8, è ïðè ýòîì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé êî âñåì 9 êëåòêàì
âñå ÷èñëà â òàáëèöå óâåëè÷èâàþòñÿ õîòÿ áû íà 1. Ïðè ýòîì ÷èñëî â òðåòüåé êëåòêå òðåòüåé ñòðîêè áóäåò êàæäóþ
ôàçó óâåëè÷èâàòüñÿ íà 4.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèìåð íå åäèíñòâåííûé.
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