
✶✶ êëàññ Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ✸ äåêàáðÿ ✷✵✶✽

❰ïðåäåëåíèå✳ Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì

F íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ 〈·, ·〉 : V × V → F òàêàÿ✱ ÷òî

• 〈u, v〉 = 〈v, u〉 äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ❀

• 〈λu+ µv,w〉 = λ〈u,w〉+ µ〈v, w〉 äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ V ✱ λ, µ ∈ F❀

• åñëè F ✖ óïîðÿäî÷åííîå ïîëå ✭íàïðèìåð✱ R èëè Q✮✱ òî 〈v, v〉 ≥ 0✱
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè v = 0✳

➘âà âåêòîðà u, v íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè✱ åñëè 〈u, v〉 = 0✳

✵✳ Ïóñòü e1, e2, . . . , en ✖ áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F✳ ❰ïðåäå✲

ëèì îïåðàöèþ f : V × V → F✿ ïóñòü âåêòîðû u, v ∈ V ðàñêëàäûâàþòñÿ

êàê u = x1e1+. . .+xnen✱ v = y1e1+ynen✱ òîãäà f(u, v) = x1y1+. . .+xnyn✳

➘îêàæèòå✱ ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â ïðîñòðàíñòâå V ✳

✶✳ Ïóñòü U ⊂ V ✖ äâà êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà ❝ ðàç✲

ìåðíîñòÿìè k è n ñîîòâåòñòâåííî✳ Ïóñòü U⊥ ✖ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç

V ✱ îðòîãîíàëüíûõ âñåì âåêòîðàì èç U ✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî

à✮ U⊥ ✖ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî✳ ✭❰íî íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì

äîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà U â ïðîñòðàíñòâå V ✳✮

á✮ dimU⊥ = n− k✳

â✮ ➴ñëè U è V ✖ âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä Q èëè íàä R✱ òî äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû âåêòîðû u1 ∈ U, u2 ∈ U⊥

òàêèå✱ ÷òî u1 + u2 = v✳

✷✳ ➶ äâîðöå ïèîíåðîâ ✷✽ êðóæêîâ✳ Øêîëüíèêè ïîñåùàþò êðóæêè òàê✱

÷òî ëþáûå äâà øêîëüíèêà ïîñåùàþò ðàçíûå íàáîðû êðóæêîâ✱ à âìåñòå

✖ ÷åòíîå ÷èñëî êðóæêîâ✳ ✃àêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ

ìîãóò õîäèòü âî äâîðåö ïèîíåðîâ✱ åñëè êàæäûé èç íèõ ïîñåùàåò

à✮ íå÷åòíîå❀ á✮ ÷åòíîå ÷èñëî êðóæêîâ❄

✸✳ ➶ ãîðîäå k ñóïðóæåñêèõ ïàð è n êëóáîâ✳ ➮çâåñòíî✱ ÷òî äëÿ ìóæ÷è✲

íû è æåíùèíû êîëè÷åñòâî êëóáîâ✱ â êîòîðûõ îíè îáà áûâàëè✱ íå÷åòíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà îíè ✖ ìóæ è æåíà✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî k 6 n✳

✹✳ ➶ ✃➮❒àõ ➴äèíîé ➹îñóäàðñòâåííîé ❰ëèìïèàäû ✭➴➹❰✮ n âîïðîñîâ

ñ îòâåòàìè ✧äà✧ è ✧íåò✧✱ çà êàæäûé ïðàâèëüíûé îòâåò íà÷èñëÿåòñÿ ✶

ïåðâè÷íûé áàëë✳ ➴➹❰ ñäàâàëè k ó÷àñòíèêîâ✱ è ïðè ýòîì îíè äàëè òàêîé

íàáîð îòâåòîâ íà âîïðîñû✱ ÷òî ýêñïåðòíàÿ êîìèññèÿ ìîæåò òàê ïðèïè✲

ñàòü ïîëîæèòåëüíûå âåñà âîïðîñàì✱ ÷òîáû ó÷àñòíèêè ðàñïîëîæèëèñü

ïî èòîãîâûì áàëëàì â ëþáîì íóæíîì ïîðÿäêå✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî k 6 n✳

✺✳ Ïóñòü V ✖ êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R ñ çàäàííûì ñêàëÿð✲

íûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò

áàçèñ e1, e2, . . . , en òàêîé✱ ÷òî 〈ei, ei〉 = 1✱ à 〈ei, ej〉 = 0 ïðè i 6= j✳ Òàêîé

áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì✳

✻✳ ❮åðàâåíñòâî Ôèøåðà✳ Ïóñòü A1, . . . , Am ✖ ðàçëè÷íûå íåïóñòûå

ïîäìíîæåñòâà n✲ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî åñëè ïåðåñå÷å✲

íèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ èç íèõ ñîñòîèò èç l ýëåìåíòîâ✱ òî m 6 n✳

✼✳ ➶ áîòàíè÷åñêîì îïðåäåëèòåëå ðàñòåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñòà ïðèçíà✲

êàìè✳ ✃àæäûé èç ïðèçíàêîâ ìîæåò ëèáî ïðèñóòñòâîâàòü✱ ëèáî îòñóò✲

ñòâîâàòü✳ ❰ïðåäåëèòåëü ñ÷èòàåòñÿ õîðîøèì✱ åñëè ëþáûå äâà ðàñòåíèÿ

ðàçëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì ïî ïîëîâèíå ïðèçíàêîâ✳ ➘îêàçàòü✱ ÷òî â õîðî✲

øåì îïðåäåëèòåëå íå ìîæåò áûòü îïèñàíî áîëåå ✺✵ ðàñòåíèé✳

✽✳ Ó÷åíèêè ✶✶➪ êëàññà ÷àñòî ñîáèðàþòñÿ ãðóïïàìè è õîäÿò â êàôå✲

ìîðîæåíîå✳ Ïîñëå òàêîãî ïîñåùåíèÿ îíè ññîðÿòñÿ íàñòîëüêî✱ ÷òî íè✲

êàêèå äâîå èç íèõ ïîñëå ýòîãî âìåñòå ìîðîæåíîå íå åäÿò✳ ✃ êîíöó ãî✲

äà âûÿñíèëîñü✱ ÷òî â äàëüíåéøåì îíè ìîãóò õîäèòü â êàôå✲ìîðîæåíîå

òîëüêî ïîîäèíî÷êå✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî åñëè ÷èñëî ïîñåùåíèé áûëî ê ýòîìó

âðåìåíè áîëüøå ✶✱ òî îíî íå ìåíüøå ÷èñëà ó÷åíèêîâ â ✶✶➪ êëàññå✳
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