
✽ êëàññ Ñòåïåíü òî÷êè ✷✸ ìàðòà ✷✵✶✾

❰ïðåäåëåíèå✳ Ïóñòü ω ✖ îêðóæíîñòü✱ X ✖ òî÷êà✳ Ïðÿìàÿ ℓ✱ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
X✱ ïåðåñåêàåò ω â òî÷êàõ A è B✳ Ñòåïåíüþ òî÷êè X îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω

íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà ✭íå çàâèñÿùàÿ îò ïðÿìîé ℓ✮✿

deg(X,ω) =

{

+XA ·XB, åñëè òî÷êà X ëåæèò âíå ω❀

−XA ·XB, åñëè òî÷êà X ëåæèò âíóòðè ω✳

✶✳ Ïóñòü ω ✖ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì R✱ X ✖ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà✳
➘îêàæèòå✱ ÷òî deg(X,ω) = OX2 −R2✳

✷✳ ➘èàãîíàëè òðàïåöèè ABCD ✭AD ‖ BC✮ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P ✱ ïðè÷åì óãîë
APB ✖ îñòðûé✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî äëèíû îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ✱ ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè
P ê îêðóæíîñòÿì✱ ïîñòðîåííûì íà îòðåçêàõ AB è CD êàê íà äèàìåòðàõ✱ ðàâíû✳

✸✳ ➶ îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðÿìûå a è b ñîäåðæàò âûñîòû✱ ïðîâåäåí✲
íûå èç âåðøèí A è B ñîîòâåòñòâåííî✳ ❰êðóæíîñòè ωA è ωB ïîñòðîåíû íà îòðåçêàõ
BC è AC ñîîòâåòñòâåííî êàê íà äèàìåòðàõ✳ Ïðÿìàÿ a ïåðåñåêàåò ωA â òî÷êàõ P è
Q✱ ïðÿìàÿ b ïåðåñåêàåò ωB â òî÷êàõ R è S✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî òî÷êè P,Q,R, S ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè✳

✹✳ ➶ òðåóãîëüíèêå ABC îòìå÷åíû ñåðåäèíû M è N îòðåçêîâ BC è CM ñîîòâåò✲
ñòâåííî✳ ❰ïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABN âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îòðåçîê
AC â òî÷êå S✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî ∠BAM = ∠MSN ✳

✺✳ ➶ îêðóæíîñòü âïèñàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC✳ ➘ðóãàÿ îêðóæ✲
íîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè B,C è ïåðåñåêàåò îòðåçêè CA,CD â òî÷êàõ A1, D1 ñî✲
îòâåòñòâåííî✳ Òî÷êè A2 è D2 ñèììåòðè÷íû òî÷êàì A1 è D1 îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí
îòðåçêîâ CA è CD ñîîòâåòñòâåííî✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî òî÷êè A,D,A2 è D2 ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè✳

✻✳ ❰êðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà BAC â òî÷êàõ B è C✳ Ïðÿìàÿ ℓ ïåðåñåêàåò
îòðåçêè AB è AC â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî✳ ❰êðóæíîñòü ω ïåðåñåêàåò ℓ â
òî÷êàõ P è Q✳ Òî÷êè S è T âûáðàíû íà îòðåçêå BC òàê✱ ÷òî KS ‖ AC è LT ‖ AB✳
➘îêàæèòå✱ ÷òî òî÷êè P,Q, S è T ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè✳

✼✳ Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè O è I ✖ öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé
îêðóæíîñòåé ðàäèóñîâ R è r ñîîòâåòñòâåííî✳

à✮ Ôîðìóëà Ýéëåðà✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî OI2 = R2 − 2Rr✳

á✮ ➘îêàæèòå✱ ÷òî R > 2r✳ ➘ëÿ êàêèõ òðåóãîëüíèêîâ R = 2r❄

✽✳ ➶ îñòðîóãîëüíîì íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AA1, BB1 è
CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H✱ à O ✖ öåíòð åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè✳ ➘îêàæèòå✱
÷òî òî÷êà✱ ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé B1C1✱ ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà OHA1✳

✾✳ ❰êðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è N ✳ Ïóñòü ℓ ✖ èõ îáùàÿ âíåø✲
íÿÿ êàñàòåëüíàÿ✱ ïðè÷åì M áëèæå ê ℓ✱ ÷åì N ✱ à A è B ✖ òî÷êè åå êàñàíèÿ ñ ω1, ω2

ñîîòâåòñòâåííî✳ Ïðÿìàÿ✱ ïàðàëëåëüíàÿ ℓ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç M ✱ ïîâòîðíî ïåðåñå✲
êàåò ω1, ω2 â òî÷êàõ C,D ñîîòâåòñòâåííî✳ Ïðÿìûå CA è DB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
E❀ AN è CD ✖ â òî÷êå P ❀ BN è CD ✖ â òî÷êå Q✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî EP = EQ✳
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