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❐åììà Õîëëà✳ ➴ñòü n þíîøåé è íåñêîëüêî äåâóøåê✳ ❮åêîòîðûå
þíîøè çíàþò íåêîòîðûõ äåâóøåê✳ ➮çâåñòíî✱ ÷òî äëÿ ëþáûõ k þíî✲
øåé ✭äëÿ âñåõ 1 6 k 6 n✮ îáùåå ÷èñëî çíàêîìûõ èì äåâóøåê íå
ìåíåå k✳ Òîãäà âñåõ þíîøåé ìîæíî ïîæåíèòü✱ êàæäîãî íà çíàêîìîé
åìó äåâóøêå✳

✶✳ ➶ óñëîâèÿõ ëåììû Õîëëà íàçîâåì ìíîæåñòâî èç k þíîøåé êðèòè✲
÷åñêèì✱ åñëè ñîâîêóïíîå êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ èì äåâóøåê â òî÷íîñòè
ðàâíî k✳

à✮ ➘îêàæèòå✱ ÷òî îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå äâóõ êðèòè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ ✖ êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà✳

á✮ ➘îêàæèòå✱ ÷òî åñëè óäàëèòü êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî þíîøåé
âìåñòå ñ èõ çíàêîìûìè äåâóøêàìè✱ òî äëÿ îñòàâøèõñÿ ëþäåé áóäóò
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû Õîëëà✳

â✮ ➘îêàæèòå✱ ÷òî åñëè íåò íè îäíîãî êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà✱
òî ìîæíî ïîæåíèòü ëþáîãî þíîøó íà çíàêîìîé åìó äåâóøêå✱ è äëÿ
îñòàâøèõñÿ ëþäåé áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû Õîëëà✳ ➶ûâåäèòå
îòñþäà ëåììó Õîëëà✳

✷✳ ➮ç øàõìàòíîé äîñêè âûðåçàëè ✼ êëåòîê✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî íà îñòàâ✲
øèåñÿ êëåòêè ìîæíî ïîñòàâèòü ✽ íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé✳

✸✳ ❐åììà Õîëëà ❝ äåôèöèòîì✳ ➘àíî íàòóðàëüíîå d✳ ➘îêàæèòå✱
÷òî åñëè ëþáûå k þíîøåé ✭äëÿ âñåõ 1 6 k 6 n✮ çíàêîìû â ñîâîêóïíî✲
ñòè íå ìåíåå ÷åì ñ k − d äåâóøêàìè✱ òî n− d þíîøåé ìîãóò âûáðàòü
ñåáå íåâåñò èç ÷èñëà çíàêîìûõ✳

✹✳ ➶ êîìïàíèè èç n þíîøåé è n äåâóøåê êàæäûå k þíîøåé ✭äëÿ
âñåõ 1 6 k 6 n✮ çíàêîìû íå ìåíåå✱ ÷åì ñ k äåâóøêàìè✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî
êàæäûå k äåâóøåê ✭äëÿ âñåõ 1 6 k 6 n✮ çíàêîìû íå ìåíåå✱ ÷åì ñ k

þíîøàìè✳

✺✳❒íîæåñòâî P ñîñòîèò èç 2019 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë✳ Ïóñòü A✖
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé 1009 ýëåìåíòîâ P✳ Ïóñòü
B ✖ ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé 1010 ýëåìåíòîâ P✳ ➘î✲
êàæèòå✱ ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A → B òàêàÿ✱ ÷òî f(a)

✳✳✳ a äëÿ
êàæäîãî a ∈ A✳

✻✳ Ó ➘åäà ❒îðîçà åñòü íå ìåíåå n ïîäàðêîâ äëÿ n øêîëüíèêîâ✳ Ó i✲ãî
øêîëüíèêà ðîâíî xi > 0 æåëàåìûõ ïîäàðêîâ✳ ❰êàçàëîñü✱ ÷òî

1

x1

+ · · ·+
1

xn

6 1.

➘îêàæèòå✱ ÷òî ➘åä ❒îðîç ìîæåò äàòü êàæäîìó øêîëüíèêó æåëàåìûé
ïîäàðîê✳

✼✳ Òàáëèöà n×n çàïîëíÿåòñÿ ÷èñëàìè 0 è 1 òàê✱ ÷òî ëþáûå n êëåòîê✱
íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì
ñòîëáöå✱ ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíó åäèíèöó✳ ➘îêàæèòå✱ ÷òî ñóùåñòâóþò i
ñòðîê è j ñòîëáöîâ✱ ãäå i+ j > n✱ ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ ñîñòîÿò òîëüêî
èç åäèíèö✳

❰ïðåäåëåíèÿ✳ ➶åðøèííûì ïîêðûòèåì íåêîòîðîãî íàáîðà ðåáåð
ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí òàêèõ✱ ÷òî ëþáîå ðåáðî èç íàáî✲
ðà èìååò âåðøèíó èç ïîêðûòèÿ✳❒èíèìàëüíûì âåðøèííûì ïîêðûòè✲

åì íàçûâàåòñÿ âåðøèííîå ïîêðûòèå ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåð✲
øèí✳ Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåáåð✱ ëþáûå
äâà èç êîòîðûõ íå èìåþò îáùåé âåðøèíû✳ ❒àêñèìàëüíûì ïàðîñî÷å✲

òàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì
ðåáåð✳

✽✳ Òåîðåìà ✃➻íèãà✳ ➶ äâóäîëüíîì ãðàôå ÷èñëî ðåáåð â ìàêñèìàëü✲
íîì ïàðîñî÷åòàíèè ðàâíî ÷èñëó âåðøèí â ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì
ïîêðûòèè âñåõ ðåáåð✳

✾✳ ➶ òàáëèöå m ñòðîê è n ñòîëáöîâ✳ ➹îðèçîíòàëüíûì õîäîì íàçû✲
âàåòñÿ òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ òàáëèöû✱ ïðè êîòîðîé êàæäûé
ýëåìåíò îñòà➻òñÿ â òîé ñòðîêå✱ â êîòîðîé îí áûë è äî ïåðåñòàíîâêè❀
àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûé õîä ✭✧ñòðîêà✧ â ïðåäûäóùåì
îïðåäåëåíèè çàìåíÿåòñÿ íà ✧ñòîëáåö✧✮✳ ➬à êàêîå íàèìåíüøåå êîëè✲
÷åñòâî õîäîâ ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó
ýëåìåíòîâ òàáëèöû❄

Яг
уб
ов
.Р
Ф


