
Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé
(y2 − xy + x− y)

√
x+ 4√

3− x
= 0

a = x+ y

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

(ÅÃÝ 2015, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò

(−8;−3] ∪ {2} ∪ [4; 6)

Ðåøåíèå

ÎÄÇ: 3− x > 0

x+ 4 > 0
⇔ −4 6 x < 3

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì a ∈ R ó ñèñòåìû èìååòñÿ ðåøåíèå

x = −4, y = a+ 4 ,

òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî y = −x + a, çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà òàê: íàéòè çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íà ìíîæåñòâå (−4; 3) óðàâíåíèå

(−x+ a)2 − x(−x+ a) + x− (−x+ a) = 0 ⇔ 2x2 + (2− 3a)x+ a2 − a = 0

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ:

x =
3a− 2± (a− 2)

4
⇔

 x = a− 1

x = 0, 5a ,

ñëåäîâàòåëüíî, ó äàííîãî óðàâíåíèÿ îäíî ðåøåíèå òîëüêî ïðè a = 2. Ïðè ýòîì ýòî ðåøåíèå x = 1 � ïîäõîäèò ïî

óñëîâèþ, ñëåäîâàòåëüíî, a = 2 èä¼ò â îòâåò.

Ïðè a 6= 2 ó äàííîãî óðàâíåíèÿ äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. Ïî óñëîâèþ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñðåäè

ýòèõ ðåøåíèé ðîâíî îäíî ïîïàëî íà èíòåðâàë (−4; 3).

1) Ïóñòü −4 < a − 1 < 3, òîãäà −3 < a < 4, ñëåäîâàòåëüíî, −1, 5 < 0, 5a < 2, òî åñòü òîãäà è âòîðîå ðåøå-

íèå ïîïàäàåò â ýòîò èíòåðâàë, ÷òî íå ïîäõîäèò ïî óñëîâèþ.

2) Ïóñòü −4 < 0, 5a < 3, òîãäà −8 < a < 6, ñëåäîâàòåëüíî, −9 < a − 1 < 5, òî åñòü âòîðîå ðåøåíèå íå

ïîïàäàåò â ýòîò èíòåðâàë òîëüêî ïðè óñëîâèè−9 < a− 1 6 −4

3 6 a− 1 < 5
⇔

−8 < a 6 −3

4 6 a < 6

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò

a ∈ (−8;−3] ∪ {2} ∪ [4; 6) .
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèéx2 − 4x+ y2 + 2y + 3, 75 = |4x− 2y − 10|

2x+ 4y = a

èìååò áîëåå äâóõ ðåøåíèé.

(ÅÃÝ 2015, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò

(−5
√
5;−5] ∪ [5; 5

√
5)

Ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) 4x− 2y − 10 > 0

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x2 − 8x+ y2 + 4y + 13, 75 = 0 ⇔ (x− 4)2 + (y + 2)2 = 2, 52 .

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåìîå äàííîå óðàâíåíèå çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè (x; y) îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå

O1(4;−2) è ðàäèóñîì 2, 5, íî ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ 4x − 2y − 10 > 0 íàì ïîäõîäèò òîëüêî ÷àñòü ýòîé îêðóæíî-

ñòè, ëåæàùàÿ â ïîëóïëîñêîñòè y 6 2x− 5.

2) 4x− 2y − 10 < 0

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x2 + y2 = 6, 25 ⇔ x2 + y2 = 2, 52 .

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåìîå äàííîå óðàâíåíèå çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè (x; y) îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0)

è ðàäèóñîì 2, 5, íî ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ 4x− 2y − 10 < 0 íàì ïîäõîäèò òîëüêî ÷àñòü ýòîé îêðóæíîñòè, ëåæàùàÿ â

ïîëóïëîñêîñòè y > 2x− 5.
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Ðåøàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé(x− 4)2 + (y + 2)2 = 2, 52

y = 2x− 5
è

x2 + y2 = 2, 52

y = 2x− 5
,

íàõîäèì, ÷òî îêðóæíîñòè èç ïóíêòîâ 1) è 2) ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïðÿìîé y = 2x− 5 â òî÷êàõ C(2, 5; 0) è D(1, 5;−2).
Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè a âòîðîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû çàäà¼ò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ

OO1 (ïðè a = 0 îíî çàäà¼ò ïðÿìóþ OO1, à ïðè a 6= 0 ïðÿìóþ, ïîëó÷åííóþ èç OO1 ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì).

Íàéä¼ì çíà÷åíèå a, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ y = 0, 25a− 0, 5x èìååò ñ îêðóæíîñòüþ x2 + y2 = 2, 52 îäíó îáùóþ

òî÷êó:

x2 + (0, 25a− 0, 5x)2 = 2, 52 ⇔ 5(x2 − 0, 2ax+ 0, 01a2) +
a2

4
− a2

20
= 25 .

×òîáû äàííîå óðàâíåíèå èìåëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü ïðåä-

ñòàâëÿëà ñîáîé ïîëíûé êâàäðàò, îòêóäà ïîëó÷èì a2 = 125, òî åñòü a = ±5
√
5.

Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè a = ±5
√
5 îêðóæíîñòü èç ïóíêòà 2) òàêæå èìååò ñ ïðÿìîé

y = 0, 25a − 0, 5x îäíó îáùóþ òî÷êó, òî åñòü ñëó÷àÿì 1 è 4 íà ðèñóíêå îòâå÷àþò ïðÿìûå y = 0, 25a − 0, 5x ïðè

a = 5
√
5 è a = −5

√
5 ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêæå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àÿì 2 è 3 îòâå÷àþò ïðÿìûå y = 0, 25a − 0, 5x ïðè a = 5 è a = −5 ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ïðÿìàÿ y = 0, 25a− 0, 5x ïðè a > 5
√
5 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ íàðèñîâàííûìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè a = 5
√
5 ýòà ïðÿìàÿ èìååò äâå îáùèå òî÷êè ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè 5 < a < 5
√
5 ýòà ïðÿìàÿ èìååò ÷åòûðå îáùèå òî÷êè ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè a = 5 ýòà ïðÿìàÿ èìååò òðè îáùèå òî÷êè ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè −5 < a < 5 ýòà ïðÿìàÿ èìååò äâå îáùèå òî÷êè ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè a = −5 ýòà ïðÿìàÿ èìååò òðè îáùèå òî÷êè ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè −5
√
5 < a < −5 ýòà ïðÿìàÿ èìååò ÷åòûðå îáùèå òî÷êè ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè a = −5
√
5 ýòà ïðÿìàÿ èìååò äâå îáùèå òî÷êè ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðè a < −5
√
5 ýòà ïðÿìàÿ íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ýòèìè äóãàìè îêðóæíîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò:

a ∈ (−5
√
5;−5] ∪ [5; 5

√
5) .
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Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà
y(y − 7) = xy − 5(x+ 2)

x 6 6

a(x− 6)− 2

y − 2
= 1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

(ÅÃÝ 2015, ðåçåðâ)

Îòâåò

a ∈
{
− 5

3 ;−
1
3

}
∪ [0; +∞)

Ðåøåíèå

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

y2 − (7 + x)y + 5(x+ 2) = 0, D = (x− 3)2 ⇒ y1 = x+ 2 è y2 = 5.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

 y = x+ 2

y = 5

x 6 6

y 6= 2

y = a(x− 6)

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ïðÿìàÿ y = a(x− 6) ïåðåñåêàåò ðîâíî â îäíîé òî÷êå ãðà-

ôèê ñèñòåìû



 y = x+ 2

y = 5

x 6 6

y 6= 2

Ðàññìîòðèì ðèñóíîê:
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Çåëåíûì öâåòîì îòìå÷åí ãðàôèê ñèñòåìû (çàìåòèì, ÷òî òî÷êà (0; 2) âûêîëîòà), ñèíèì � ïðèìåðû ïîäõîäÿ-

ùåãî ïîëîæåíèÿ ïðÿìîé y = a(x− 6).

1) Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå (1): ïðÿìàÿ y = a(x − 6) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (3; 5) ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ y = 5

è y = x+ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, a = −5

3
.

2) Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå (2): ïðÿìàÿ y = a(x − 6) ïðîõîäèò ÷åðåç âûêîëîòóþ òî÷êó (0; 2), ñëåäîâàòåëüíî,

a = −1

3
.

3) Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå (3): ïðÿìàÿ y = a(x− 6) ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox, ñëåäîâàòåëüíî, a = 0.

4) Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå (4): ïðÿìàÿ y = a(x − 6) íàêëîíåíà ïîä îñòðûì óãëîì ê îñè Ox, ñëåäîâàòåëüíî,

a > 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: a ∈
{
− 5

3 ;−
1
3

}
∪ [0; +∞).
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìày2 + 4x− 8 = |4x2 + 4x− 8|

2x− y = a

èìååò áîëåå äâóõ ðåøåíèé.

(ÅÃÝ 2015, ðåçåðâíûé äåíü)

Îòâåò

{0} ∪ (4;−2 + 2
√
10)

Ðåøåíèå

Âûðàæàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ y è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â ïåðâîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì

(2x− a)2 + 4x− 8 = |4x2 + 4x− 8| ⇔ 4x2 + (4− 4a)x− 8 + a2 = |4x2 + 4x− 8| ,

òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ âñåõ a, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò áîëåå äâóõ

ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1)

4x2 + 4x− 8 > 0 ⇔ x ∈ (−∞;−2] ∪ [1; +∞) .

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

4x2 + (4− 4a)x− 8 + a2 = 4x2 + 4x− 8 ⇔ −4ax+ a2 = 0

� ïðè a 6= 0 ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a 6= 0 îíî èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ íà ðàññìàò-

ðèâàåìîì ìíîæåñòâå. Ïðè a = 0 ó íåãî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, a = 0 èä¼ò â îòâåò.

2)

4x2 + 4x− 8 < 0 ⇔ x ∈ (−2; 1) .

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

4x2 + (4− 4a)x− 8 + a2 = −4x2 − 4x+ 8 ⇔ 8x2 + (8− 4a)x− 16 + a2 = 0

� êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, îíî èìååò íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå.

Ïóñòü a 6= 0. Òàê êàê òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå â íà÷àëå ðåøåíèÿ, èìåëî òðè êîðíÿ èëè áîëåå,

òî íàì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ïóíêòå 1) áûëî îäíî ðåøåíèå, à â ïóíêòå 2) áûëî äâà ðàçëè÷íûõ

ðåøåíèÿ.

Òîãäà ñîãëàñíî ïóíêòó 1) a 6= 0 è x = 0, 25a, îòêóäà

0, 25a ∈ (−∞;−2] ∪ [1; +∞) ⇔ a ∈ (−∞;−8] ∪ [4; +∞) .

Ïðè ýòîì èç ïóíêòà 2) èìååì: äèñêðèìèíàíò

D = (8− 4a)2 − 32(−16 + a2) = 64− 64a+ 16a2 + 32 · 16− 32a2 = 576− 64a− 16a2

÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî õîòü êàêèå-íèáóäü ðàçëè÷íûå äâà êîðíÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîë-

íåíî

D > 0 ⇔ a2 + 4a− 36 < 0 ⇔ −2− 2
√
10 < a < −2 + 2

√
10
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Êðîìå òîãî, êîðíè óðàâíåíèÿ â ïóíêòå 2) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó −2 < x < 1:

−2 <
a− 2±

√
36− 4a− a2

4
< 1 ,

÷òî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìåa− 2 +
√
36− 4a− a2 < 4

a− 2−
√
36− 4a− a2 > −8

⇔


√
36− 4a− a2 < 6− a

−
√
36− 4a− a2 > −6− a

⇔

⇔


√
36− 4a− a2 < 6− a
√
36− 4a− a2 < 6 + a

⇔


2a2 − 8a > 0

2a2 + 16a > 0

−6 < a < 6

⇔ a ∈ (4; 6) .

Èòîãî, â ñëó÷àå a 6= 0 ïîäõîäÿò a, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
a ∈ (−∞;−8] ∪ [4; +∞)

−2− 2
√
10 < a < −2 + 2

√
10

a ∈ (4; 6) .

îòêóäà íàõîäèì a ∈ (4;−2 + 2
√
10).

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

a ∈ {0} ∪ (4;−2 + 2
√
10) .
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

x3 + 4x2 − x · log2(a− 3) + 6 = 0

èìåëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [−2; 2].

(ÅÃÝ 2016, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò

a ∈ (3;
385

128
] ∪ {2051} ∪ (32771;+∞).

Ðåøåíèå

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå x3+4x2 = x·log2(a−3)−6, îáîçíà÷èì b = log2(a−3), f(x) = x3+4x2, g(x) = bx−6.

Íàéäåì òàêèå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèè f(x) è g(x) èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó íà îòðåçêå

[−2; 2].
g(x) � ýòî ïðÿìàÿ (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì b), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (0;−6).

1) Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé, êîãäà g(x) êàñàåòñÿ f(x) â òî÷êå xo:f ′(xo) = b

x3
o + 4x2

o − xo · b+ 6 = 0
⇒

b = 3x2
o + 8xo

x3
o + 2x2

o − 3 = 0
⇒

b = 3x2
o + 8xo

(xo − 1)(x2
o + 3xo + 3) = 0

⇒

b = 11

xo = 1

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå îáå ôóíêöèè èìåþò ðîâíî 1 òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ: xo = 1.

b = 11⇒ log2(a− 3) = 11⇒ a = 2051.

2) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé b 6= 11 (íåò òî÷åê êàñàíèÿ).

Òîãäà ôóíêöèè áóäóò èìåòü ðîâíî 1 òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ íà [−2; 2], åñëè g(−2) > f(−2) (I ñëó÷àé) èëè

g(2) > f(2) (II ñëó÷àé):

 −2b− 6 > 8 (I ñëó÷àé)

2b− 6 > 24 (II ñëó÷àé)
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Ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ (∞;−7) ∪ (15;+∞)⇒ a ∈ (3; 385
128 ) ∪ (32771;+∞).

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà b = −7 èëè b = 15:

à) b = −7. Ôóíêöèè èìåþò îáùóþ òî÷êó x = −2, ñëåäîâàòåëüíî, ó óðàâíåíèÿ x3 + 4x2 + 7x + 6 = 0 îäèí èç

êîðíåé x = −2. Çíà÷èò,
x3+4x2+7x+6 = (x+2)(x2+2x+3) = 0⇒ óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = −2 (ò.ê. äèñêðèìèíàíò

âòîðîé ñêîáêè îòðèöàòåëåí). Çíà÷èò, çíà÷åíèå b = −7 � ïîäõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, a =
385

128
.

á) b = 15. Ôóíêöèè èìåþò îáùóþ òî÷êó x = 2, ñëåäîâàòåëüíî, ó óðàâíåíèÿ x3 + 4x2 − 15x + 6 = 0 îäèí èç

êîðíåé x = 2. Çíà÷èò,

x3 + 4x2 − 15x+ 6 = (x− 2)(x2 + 6x− 3) = (x− 2)(x− (−3− 2
√
3))(x− (−3 + 2

√
3)) = 0⇒ óðàâíåíèå èìååò 2

êîðíÿ x = 2 è x = −3 + 2
√
3 íà îòðåçêå [−2; 2]. Çíà÷èò, çíà÷åíèå b = 15 íå ïîäõîäèò.
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà
xy2 − 2xy − 4y + 8√

4− y
= 0

y = ax

èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

(ÅÃÝ 2016, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò

a ∈ (0; 1) ∪ (1; 4)

Ðåøåíèå

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó:


xy(y − 2)− 4(y − 2) = 0

4− y > 0

y = ax

⇔


(y − 2)(xy − 4) = 0

y < 4

y = ax

⇔



 y = 2

y =
4

x

y < 4

y = ax

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ïðÿìàÿ y = ax ïåðåñåêàåò â

òðåõ òî÷êàõ ãðàôèê ñèñòåìû


 y = 2

y =
4

x

y < 4

Ðàññìîòðèì ðèñóíîê:
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Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî òðè òî÷êè áóäóò òîãäà, êîãäà ïðÿìàÿ y = ax íàõîäèòñÿ ìåæäó ïîëîæåíèÿìè (1) è

(3), íå âêëþ÷àÿ èõ è ïîëîæåíèå (2). Íà ðèñóíêå ïîëîæåíèÿ (1),(2),(3) îòìå÷åíû ñèíèì ïóíêòèðîì, ïðèìåðû

ïîäõîäÿùåãî ïîëîæåíèÿ ïðÿìîé y = ax ñåðûì öâåòîì, à ãðàôèê ñèñòåìû çåëåíûì.

1) Íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëîæåíèþ (1).

Òîãäà ïðÿìàÿ y = ax ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1; 4), ñëåäîâàòåëüíî: a = 4.

2) Íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëîæåíèþ (2).

Òîãäà ïðÿìàÿ y = ax ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ y = 4
x è y = 2, òî åñòü ÷åðåç (2; 2), ñëåäîâàòåëüíî, a = 1.

3) Íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëîæåíèþ (3).

Òîãäà ïðÿìàÿ y = ax ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox, òî åñòü ñ ïðÿìîé y = 0, ñëåäîâàòåëüíî, a = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè a ∈ (0; 1) ∪ (1; 4) èçíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

y = 3 · |2x+ a|+ 2 · |x2 − x− 2|

ìåíüøå 4.

(ÅÃÝ 2016, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò

a ∈
(
−16

3
;−2

)
∪
(
0;

10

3

)
Ðåøåíèå

Óñëîâèå äàííîé çàäà÷è ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè êàêèõ a ñóùåñòâóåò õîòÿ áû

îäíà òî÷êà íà ãðàôèêå ôóíêöèè y, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íèæå ïðÿìîé y = 4, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:

3 · |2x+ a|+ 2 · |x2 − x− 2| < 4 èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ñäåëàåì çàìåíó − 1
2a = b. Òîãäà íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

6|x− b|+ 2|x2 − x− 2| < 4 ⇔ |x2 − x− 2| < 2− 3|x− b|

Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè: f(x) = |x2 − x − 2| è g(x) = 2 − 3|x − b|. Ãðàôèê ôóíêöèè g(x) ïðè êàæäîì

ôèêñèðîâàííîì b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãîë, âåòâè êîòîðîãî íàïðàâëåíû âíèç, à âåðøèíà íàõîäèòñÿ â òî÷êå (b; 2).

Òîãäà ñìûñë íåðàâåíñòâà òàêîâ: íåîáõîäèìî íàéòè òå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà

X ãðàôèêà f(x), íàõîäÿùàÿñÿ íèæå ãðàôèêà ôóíêöèè g(x).

Íàéäåì òå çíà÷åíèÿ b, êîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêèõ òî÷åê X: òî åñòü êîãäà âñå òî÷êè ãðàôèêà f(x) íàõîäÿòñÿ

íå íèæå òî÷åê ãðàôèêà g(x). Òîãäà â îòâåò ïîéäóò âñå çíà÷åíèÿ b, êðîìå íàéäåííûõ.

1) Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ âåðøèíà óãëà íàõîäèòñÿ ìåæäó òî÷êîé AI è òî÷êîé AII (âêëþ÷àÿ

ýòè òî÷êè). Â ýòîì ñëó÷àå âñå òî÷êè ãðàôèêà f(x) íàõîäÿòñÿ íå íèæå òî÷åê ãðàôèêà g(x). Íàéäåì ýòè çíà÷åíèÿ

b:

òî÷êà AI èìååò êîîðäèíàòû (0; 2), ñëåäîâàòåëüíî, b = 0; òî÷êà AII èìååò êîîðäèíàòû (1; 2), ñëåäîâàòåëüíî,

b = 1. Çíà÷èò, ïðè âñåõ b ∈ [0; 1] âñå òî÷êè ãðàôèêà f(x) íå íèæå òî÷åê ãðàôèêà g(x).
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Çàìåòèì, ÷òî êîãäà âåðøèíà óãëà íàõîäèòñÿ ìåæäó òî÷êàìè AII è AIII , òî âñåãäà åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà

ãðàôèêà f(x), íàõîäÿùàÿñÿ íèæå ãðàôèêà g(x).

2) Òàê ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà âåðøèíà íå áóäåò â òî÷êå AIII � êîãäà ëåâàÿ âåòâü g(x) êàñàåòñÿ ïðàâîé

âåòâè f(x) â òî÷êå x0; è â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà âñå òî÷êè ãðàôèêà f(x) íàõîäÿòñÿ íå íèæå g(x). Íàéäåì ýòî çíà-

÷åíèå b.

Ïðàâàÿ âåòâü f(x) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = x2 − x − 2, x > 2; ëåâàÿ âåòâü g(x) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

y1 = 2 + 3(x− b), x 6 b.

(x2 − x− 2)′ = 2x− 1, 2x0 − 1 = 3⇒ x0 = 2⇒ y(2) = y1(2)⇒ b =
8

3
.

Çíà÷èò, ïðè âñåõ b >
8

3
âñå òî÷êè ãðàôèêà f(x) áóäóò íàõîäèòüñÿ íå íèæå òî÷åê ãðàôèêà g(x).

3) Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà óãëà íàõîäèòñÿ â òî÷êå AIV èëè ëåâåå (ïðàâàÿ âåòâü

g(x) êàñàåòñÿ ëåâîé âåòâè f(x)). Â ýòîì ñëó÷àå b 6 −5

3
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè çíà÷åíèÿ b, êîãäà âñå òî÷êè ãðàôèêà f(x) áóäóò íàõîäèòüñÿ íå íèæå òî÷åê ãðà-

ôèêà g(x). Çíà÷èò, â îòâåò äîëæíû ïîéòè âñå çíà÷åíèÿ b, êðîìå íàéäåííûõ, à ýòî: b ∈
(
−5

3
; 0

)
∪
(
1;

8

3

)
.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê a: ò.ê. b = − 1
2a, òî a ∈

(
−16

3
;−2

)
∪
(
0;

10

3

)
.
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

2x − a =
√
4x − 3a

(ÅÃÝ 2016, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò

a ∈ (−3; 0) ∪ (0; 3].

Ðåøåíèå

Ñäåëàåì çàìåíó 2x = t, t > 0. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

t− a =
√
t2 − 3a. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå:(t− a)2 = t2 − 3a

t− a > 0
⇒

t =
a+ 3

2
, åñëè a 6= 0

t > a

Çàìåòèì, ÷òî åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé t > 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî 1 ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
a+ 3

2
> a è

a+ 3

2
> 0 ⇔ −3 < a 6 3.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî a 6= 0, ïîëó÷àåì a ∈ (−3; 0) ∪ (0; 3].

14

Яг
уб
ов

.Р
Ф



Çàäà÷à 18

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

x− 2a

x+ 2
+

x− 1

x− a
= 1

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

(ÅÃÝ 2016, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò{
−1−

√
10

2
;−1; 1; −1 +

√
10

2

}
.

Ðåøåíèå

Ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå ê âèäó:

x2 − (2a+ 1)x+ (2a2 + 2a− 2)

(x+ 2)(x− a)
= 0

Äàííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü åäèíñòâåííûé êîðåíü, åñëè:

1) êâàäðàòíîå óðàâíåíèå â ÷èñëèòåëå èìååò îäèí êîðåíü xo, ïðè÷åì xo 6= −2, xo 6= a.

Ðàññìîòðèì

y(x) = x2 − (2a+ 1)x+ (2a2 + 2a− 2) = 0

D = −4a2 − 4a+ 9

D = 0 ⇒ a =
−1±

√
10

2

Òîãäà xo =
2a+ 1

2
.

Ñ ïîìîùüþ ïðîâåðêè óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ a: xo 6= −2, xo 6= a.

2) êâàäðàòíîå óðàâíåíèå â ÷èñëèòåëå èìååò äâà êîðíÿ x1 è x2, ïðè÷åì òîëüêî îäèí èç íèõ ðàâåí −2 èëè a.

Çíà÷èò, 
D > 0 y(−2) = 0

y(a) = 0

⇒


a ∈

(
−1−

√
10

2
;
−1 +

√
10

2

)
 a2 + 3a+ 2 = 0

a2 + a− 2 = 0

⇒

⇒

 a = −1

a = 1
ò.ê. ïðè a = −2 : y(−2) = 0 è y(a) = 0

Òàêèì îáðàçîì, a ∈

{
−1−

√
10

2
;−1; 1; −1 +

√
10

2

}
.
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

√
15x2 + 6ax+ 9 = x2 + ax+ 3

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

(ÅÃÝ 2016, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò

a ∈ [−4;−3) ∪ (−3; 3) ∪ (3; 4].

Ðåøåíèå

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå: 15x2 + 6ax+ 9 = (x2 + ax+ 3)2

x2 + ax+ 3 > 0

Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

15x2 + 6ax+ 9 = (x2 + ax+ 3)2 ⇔ x2(x2 + 2ax+ a2 − 9) = 0⇔ x2(x+ a− 3)(x+ a+ 3) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: x1 = 0, x2 = 3− a, x3 = −3− a.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñÿ ñèñòåìà èìåëà òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

1) x1 6= x2 6= x3. Ñëåäîâàòåëüíî, a 6= −3; 3.

2) x2
1 + ax1 + 3 > 0, x2

2 + ax2 + 3 > 0, x2
3 + ax3 + 3 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ [−4; 4].

Òàêèì îáðàçîì, a ∈ [−4;−3) ∪ (−3; 3) ∪ (3; 4].
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

√
8x2 + 4ax+ 4 = x2 + ax+ 2

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

(ÅÃÝ 2016, îñíîâíàÿ âîëíà)

Îòâåò

a ∈ [−3;−2) ∪ (−2; 2) ∪ (2; 3]

Ðåøåíèå

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

√
8x2 + 4ax+ 4 = x2 + ax+ 2 ⇔

8x2 + 4ax+ 4 = (x2 + ax+ 2)2

x2 + ax+ 2 > 0
⇔

⇔

x4 + 2ax3 + a2x2 − 4x2 = 0

x2 + ax+ 2 > 0
⇔




x1 = 0

x2 = 2− a

x3 = −2− a

x2 + ax+ 2 > 0

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà èìåëà òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå òðè êîðíÿ áûëè ðàçëè÷íû

è óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâó x2 + ax+ 2 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ a 6= ±2 âñå òðè êîðíÿ ðàçëè÷íû, çíà÷èò, íåîáõîäèìî, ÷òîáû:

02 + a · 0 + 2 > 0

(2− a)2 + a(2− a) + 2 > 0

(−2− a)2 + a(−2− a) + 2 > 0

a 6= ±2

⇒


a 6 3

a > −3

a 6= ±2

Çíà÷èò, a ∈ [−3;−2) ∪ (−2; 2) ∪ (2; 3].
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé(x+ 2)(2y + 5x− 2) = |2 + x|3

y = −x+ a

èìååò ðîâíî ÷åòûðå ðåøåíèÿ.

(ÅÃÝ 2016, ðåçåðâíûé äåíü)

Îòâåò

(2, 875; 4) ∪ (4; 5, 125)

Ðåøåíèå

Ïîäñòàâèì âòîðîå óðàâíåíèå â ïåðâîå:

(x+ 2)(3x− 2 + 2a) = |2 + x|3

Ïðè ëþáûõ a ó äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü ðåøåíèå x = −2. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) x > −2, òîãäà
3x− 2 + 2a = (x+ 2)2 ⇔ x2 + x+ 6− 2a = 0

2) x < −2, òîãäà
−3x+ 2− 2a = (x+ 2)2 ⇔ x2 + 7x+ 2 + 2a = 0

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå a, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò ðîâíî ÷åòûðå ðåøåíèÿ. Ýòî ðàâíî-

ñèëüíî òîìó, ÷òî â îäíîì èç ñëó÷àåâ 1), 2) ïîäõîäÿò äâà êîðíÿ, à â äðóãîì îäèí êîðåíü.

Äèñêðèìèíàíòû óðàâíåíèé â ñëó÷àÿõ 1) è 2):

D1 = 8a− 23, D2 = 41− 8a

òàê êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ êîðíè äîëæíû áûòü, òî
23

8
6 a 6

41

8
.

Ïóñòü â ñëó÷àå 1) ïîäõîäÿò äâà êîðíÿ, à â ñëó÷àå 2) îäèí êîðåíü (îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñà-

ìè):

x1 =
−1±

√
8a− 23

2
, x2 =

−7±
√
41− 8a

2

òîãäà 
−1−

√
8a− 23

2
> −2

8a− 23 > 0
⇔


√
8a− 23 < 3

8a− 23 > 0

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
23

8
< a < 4. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå 2) ñðåäè êîðíåé

x =
−7±

√
41− 8a

2

óñëîâèþ x < −2 óäîâëåòâîðÿåò ðîâíî îäèí êîðåíü (ò.ê. òîãäà
√
41− 8a > 3), ñëåäîâàòåëüíî, âñå

23

8
< a < 4 èäóò

â îòâåò.

Ïóñòü â ñëó÷àå 1) ïîäõîäèò îäèí êîðåíü, à â ñëó÷àå 2) äâà êîðíÿ (îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñà-

ìè):

x1 =
−1±

√
8a− 23

2
, x2 =

−7±
√
41− 8a

2
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òîãäà 
−7 +

√
41− 8a

2
< −2

41− 8a > 0
⇔


√
41− 8a < 3

41− 8a > 0

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî 4 < a <
41

8
. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå 1) ñðåäè êîðíåé

x =
−1±

√
8a− 23

2

óñëîâèþ x > −2 óäîâëåòâîðÿåò ðîâíî îäèí êîðåíü (ò.ê. òîãäà
√
8a− 23 > 3), ñëåäîâàòåëüíî, âñå 4 < a <

41

8
èäóò

â îòâåò.

Òàê êàê ìû ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, òî îòâåò:

a ∈ (2, 875; 4) ∪ (4; 5, 125) .
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (x− 3)(y + 3x− 9) = |x− 3|3

y = x+ a

èìååò ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

(ÅÃÝ 2016, ðåçåðâ)

Îòâåò

a ∈ (−7;−3) ∪ (−3; 1).
Ðåøåíèå

Ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà óðàâíåíèþ: (x− 3)(4x+ a− 9) = |x− 3|3, ÷òî ðàâíîñèëüíî:

{
(x− 3)(4x+ a− 9− (x− 3)2) = 0

x− 3 > 0{
(x− 3)(4x+ a− 9 + (x− 3)2) = 0

x− 3 < 0

⇔



{
(x− 3)(x2 − 10x+ 18− a) = 0

x > 3
(1){

(x− 3)(x2 − 2x+ a) = 0

x < 3
(2)

Äàííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü 4 ðåøåíèÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1) Ñèñòåìà (1) èìååò 3 ðåøåíèÿ, à ñèñòåìà (2) � 1 ðåøåíèå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû (1) èìåëà 3 ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå x2− 10x+18− a = 0 èìåëî äâà êîðíÿ è

îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ x > 3 (íè îäèí èç êîðíåé íå ìîæåò áûòü ðàâåí 3, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ñèñòåìà áóäåò èìåòü 2 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, à íå 3).

Îáîçíà÷èì f(x) = x2 − 10x+ 18− a. Òîãäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû:
D = 4(7 + a) > 0

f(3) > 0

10

2
> 3 (âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ ïðàâåå 3)

Ðåøèâ äàííóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì a ∈ (−7;−3).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû (2) èìåëà 1 ðåøåíèå, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå îäíîãî èç äâóõ óñëîâèé:

à) ëèáî óðàâíåíèå x2 − 2x+ a = 0 èìååò 1 êîðåíü è îí ìåíüøå 3, ò.å.D = 4(1− a) = 0

2

2
< 3 (âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ ëåâåå 3)

Ñëåäîâàòåëüíî, a = 1.

á) ëèáî óðàâíåíèå x2 − 2x + a = 0 èìååò 2 êîðíÿ (îáîçíà÷èì g(x) = x2 − 2x + a) è ýòè êîðíè íàõîäÿòñÿ ïî

ðàçíûå ñòîðîíû îò 3, ò.å.: D = 4(1− a) > 0

g(3) < 0

Ñëåäîâàòåëüíî, a < −3.
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Ïåðåñåêàÿ a ∈ (−7;−3) ñ a ∈ (−∞;−3) ∪ {1}, ïîëó÷èì a ∈ (−7;−3).

2) Ñèñòåìà (1) èìååò 2 ðåøåíèÿ è ñèñòåìà (2) � 2 ðåøåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû (1) èìåëà 2 ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëèáî óðàâíåíèå x2−10x+18−a = 0 èìåëî 1 êîðåíü,

ëèáî ÷òîáû îíî èìåëî 2 êîðíÿ, íî òîëüêî îäèí èç íèõ áûë áû áîëüøå 3. Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ {−7} ∪ (−3;+∞).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû (2) èìåëà 2 ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå x2 − 2x+ a = 0 èìåëî 2 êîðíÿ, ïðè÷åì

îáà êîðíÿ áûëè ìåíüøå 3. Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ (−3; 1).

Ïåðåñåêàÿ a ∈ {−7} ∪ (−3;+∞) ñ a ∈ (−3; 1), ïîëó÷èì a ∈ (−3; 1).
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà
ax > 2

3x 6 2a+ 11
√
x− 1 > a

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [3; 4].

(ÅÃÝ 2017, äîñðî÷íàÿ âîëíà)

Îòâåò[
1

2
;
√
3

)
Ðåøåíèå

1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

x >
2

a

x 6
2a+ 11

3

x > a2 + 1

(∗)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà èìåëà ðåøåíèÿ, íóæíî, ÷òîáû
2

a
6

2a+ 11

3

a2 + 1 <
2a+ 11

3

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà
2

a
6

2a+ 11

3
áóäóò a ∈ (−∞;−6]∪

[
1
2 ; +∞

)
. Òàê êàê a > 0, òî ïîäõîäèò òîëüêî a >

1

2
.

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà a2 + 1 <
2a+ 11

3
áóäóò a ∈ (0; 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñåêàÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ,

èìååì: a ∈
[
1
2 ; 2
)
. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýòèõ a ñèñòåìà (∗) áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ðåøåíèé áóäåò ëåæàòü â îòðåçêå [3; 4].

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åííûõ a ÷èñëà
2

a
; a2 + 1;

2a+ 11

3
ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

I.
2

a
; a2 + 1;

2a+ 11

3
⇒ òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (*) áóäóò x ∈

(
a2 + 1;

2a+ 11

3

]

II.
2

a
= a2 + 1;

2a+ 11

3
⇒ òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (*) áóäóò x ∈

(
a2 + 1;

2a+ 11

3

]

III. a2 + 1;
2

a
;
2a+ 11

3
⇒ òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (*) áóäóò x ∈

[
2

a
;
2a+ 11

3

]

I è II ñëó÷àè çàäàþòñÿ óñëîâèåì
2

a
6 a2 + 1.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ òîãî, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïîïàëî â îòðåçîê [3; 4], íóæíî, ÷òîáû a2 + 1 < 4.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøèì ñèñòåìó:
2

a
6 a2 + 1

a2 + 1 < 4

⇒

a3 + a− 2 > 0

a2 < 3
⇒

(a− 1)(a2 + a+ 2) > 0

a2 < 3

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî a ∈
[
1
2 ; 2
)
, ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäóò: a ∈ [1;

√
3).

Ñëó÷àé III çàäàåòñÿ óñëîâèåì a2 + 1 <
2

a
.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ òîãî, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïîïàëî â îòðåçîê [3; 4], íóæíî, ÷òîáû
2

a
6 4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøèì ñèñòåìó: 
a2 + 1 <

2

a

2

a
6 4

⇒

a3 + a− 2 < 0

a >
1

2

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî a ∈
[
1
2 ; 2
)
, ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäóò: a ∈

[
1
2 ; 1
)
.

Òàê êàê íàì ïîäõîäèò èëè ñëó÷àé I, èëè II, èëè III, òî çíà÷åíèÿ a, ïîëó÷åííûå â ýòèõ ñëó÷àÿõ, íóæíî îáú-

åäèíèòü. Îáúåäèíÿÿ
[
1
2 ; 1
)
è [1;

√
3), ïîëó÷èì

a ∈
[
1

2
;
√
3

)
.
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà|x|+ |a| 6 4

x2 + 8x < 16a+ 48

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå íà îòðåçêå [−1; 0].

(ÅÃÝ 2017, äîñðî÷íàÿ âîëíà, ðåçåðâ)

Îòâåò

(8− 8
√
2; 4]

Ðåøåíèå

1 ñïîñîá. Àëãåáðàè÷åñêèé

Çàìåòèì, ÷òî ïðè |a| > 4 ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé (òàê êàê òîãäà |x| äîëæåí
áûòü íå áîëüøå îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà), ñëåäîâàòåëüíî, è âñÿ ñèñòåìà íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé.

Ïðè |a| = 4 ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà áóäåò x = 0 (∈ [−1; 0]). Çàìåòèì, ÷òî ïàðà x = 0 è a = 4 ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì âòîðîãî íåðàâåíñòâà, ïàðà x = 0 è a = −4 � íåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, a = 4 � ïîäõîäèò.

1) Ïóñòü 0 < a < 4. Òîãäà |a| = a è ñèñòåìà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:|x| 6 4− a

(x+ 4)2 < 16(a+ 4)
⇒

−4 + a 6 x 6 4− a

−4− 4
√
4 + a < x < −4 + 4

√
4 + a

Çàìåòèì, ÷òî −4 + a < 0; −4 + 4
√
4 + a > 4 > 4− a, −4− 4

√
4 + a < −4 + a, ñëåäîâàòåëüíî:

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäóò x ∈ [−4+ a; 4− a], ÷òî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó èç [−1; 0] (íàïðè-
ìåð, x = 0).

Òàêèì îáðàçîì, âñå a ∈ (0; 4) � ïîäõîäÿò.

2) Ïðè a = 0 ñèñòåìà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:−4 6 x 6 4

−12 < x < 4
⇔ −4 6 x < 4

Ñëåäîâàòåëüíî, a = 0 � ïîäõîäèò.

3) Ïóñòü −4 < a < 0. Òîãäà |a| = −a è ñèñòåìà ïðèìåò âèä:|x| 6 4 + a

(x+ 4)2 < 16(4 + a)
⇒

−4− a 6 x 6 4 + a

−4− 4
√
4 + a < x < −4 + 4

√
4 + a

Çàìåòèì, ÷òî −4− a > −4, à −4− 4
√
4 + a < −4. Òàêæå −4 + 4

√
4 + a 6 4 + a (òàê êàê (4 + a)− 4

√
4 + a+ 4 >
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0 ⇒ (
√
4 + a− 2)2 > 0 � âåðíî ïðè âñåõ a ∈ (−4; 0))

Ñëåäîâàòåëüíî, íàì ïîäõîäèò òàêàÿ êàðòèíêà:

Òî åñòü −4 + 4
√
4 + a äîëæíî áûòü áîëüøå −4− a (òîãäà ðåøåíèåì áóäóò x ∈ [−4− a;−4 + 4

√
4 + a)), à òàêæå

áîëüøå −1 (òîãäà õîòÿ áû îäíî ÷èñëî èç [−1; 0] áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ðåøåíèè).

−4 + 4
√
4 + a > −4− a

−4 + 4
√
4 + a > −1

⇒


8− 8

√
2 < a < 0

a > −55

16

(òàê êàê a ∈ (−4; 0)).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü îêîí÷àòåëüíûé îòâåò, íóæíî ñðàâíèòü ÷èñëà 8− 8

√
2 è − 55

16 :

8
√
2− 8 ∨ 55

16

128
√
2 ∨ 183

32768 ∨ 33489

Ñëåäîâàòåëüíî, 8
√
2− 8 <

55

16
, çíà÷èò, 8− 8

√
2 > −55

16
, ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ (8− 8

√
2; 0).

Òîãäà îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ a:

a ∈ (8− 8
√
2; 4]

2 ñïîñîá. Ãåîìåòðè÷åñêèé

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò xOa, ãäå îñü Oa � îñü îðäèíàò.

Èçîáðàçèì îáëàñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû. Òîãäà òå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òî÷êè (x; a)

èç ýòîé îáëàñòè ñ x ∈ [−1; 0], ïîéäóò â îòâåò.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

a >
1

16
(x+ 4)2 − 4

Ñëåäîâàòåëüíî, îíî çàäàåò îáëàñòü ìåæäó âåòâÿìè ïàðàáîëû a = 1
16 (x + 4)2 − 4 (âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû

ââåðõ). Âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå (−4;−4), ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ ïàðàáîëà â òî÷êàõ x = −12 è

x = 4 (íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ 0 = 1
16 (x+ 4)2 − 4).
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Èçîáðàçèì îáëàñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Ïðè x, a èç I ÷åòâåðòè (òî åñòü x > 0, a > 0)

íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå x+ a 6 4 ⇒ a 6 4− x è çàäàåò îáëàñòü ïåðâîé ÷åòâåðòè, íàõîäÿùóþñÿ

ïîä ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåâ ïî îòäåëüíîñòè ñëó÷àè, êîãäà x, a ëåæàò â II, III è IV ÷åòâåðòÿõ, íàéäåì,

÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî çàäàåò âíóòðåííîñòü êâàäðàòà:

Òîãäà çåëåíàÿ îáëàñòü � îáëàñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Íàéäåì âñå x ∈ [−1; 0] è ëåæàùèå â ýòî îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó (x0; a0) ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû

ñî ñòîðîíîé êâàäðàòà èç III ÷åòâåðòè è ïîíÿòü, ïðàâåå èëè ëåâåå −1 åå àáñöèññà x0 (çàìåòèì, ÷òî ýòà òî÷êà íå

áóäåò ëåæàòü â îáëàñòè, òàê êàê ãðàíèöà îáëàñòè, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòüþ ïàðàáîëû, íå âõîäèò â îáëàñòü).

Ñòîðîíà êâàäðàòà â III ÷åòâåðòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì −x− a = 4, îòêóäà a = −(x+ 4). Ñëåäîâàòåëüíî,

−(x+ 4) =
1

16
(x+ 4)2 − 4 ⇔ (x+ 12)2 = 2 · 64 ⇔ x = −12± 8

√
2

Òàê êàê x0 ∈ (−4; 0), òî ïîäõîäèò x0 = −12 + 8
√
2. Ñðàâíèì −12 + 8

√
2 è −1:

12− 8
√
2 ∨ 1

11 ∨ 8
√
2

121 ∨ 128

Ñëåäîâàòåëüíî, 12− 8
√
2 < 1, çíà÷èò, −12 + 8

√
2 > −1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî òî÷êè èç îáëàñòè, ëåæàùèå â [−1; 0], èìåþò îðäèíàòû a:

a0 < a 6 4 ⇒ −(−12 + 8
√
2 + 4) < a 6 4 ⇒ 8− 8

√
2 < a 6 4
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