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Квадратные трёхчлены x

2 + px + q образуют двупараметрическое се-

мейство: каждому из них соответствует точка плоскости с координатами

(p, q). Дискриминантное условие p
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§ �. Дискриминант многочленов второй
и третьей степени

�.�. В школе слово «дискриминант» обычно возникает при решении

квадратных уравнений: дискриминантом квадратного уравнения x

2+
+ px+q=0 называют число D= p

2�4q. Это число определяет, сколько

у уравнения корней. А именно, если D> 0, то корней два, если D< 0,

то корней нет, а если D=0, то корень один («два слипшихся корня»).

Посмотрим на множество всех многочленов вида x

2 + px + q. Каж-

дому такому многочлену сопоставим точку плоскости с координатами

(p, q). Уравнение D= 0 задает на этой плоскости кривую — параболу

q= 1

4

p

2

. Все точки, лежащие под этой параболой, соответствуют мно-

гочленам, у которых два корня, точки над этой параболой — многочле-

нам, у которых нет корней, а точки на параболе — многочленам с од-

ним кратным корнем.

q

p

Рис. �. Дискриминантное множество для семейства x

2+ px+q

Про аналогичные множества для уравнений б´ольших степеней

(а также для систем уравнений) мы и будем говорить.

�.�. Следующий по сложности случай — это кубическое уравнение

x

3+↵x

2+ax+ b=0. (�)

Коэффициенты этого уравнения пробегают уже трехмерное простран-

ство (с координатами ↵, a, b), и каждая точка этого пространства со-

ответствует какому-то кубическому уравнению. Снова можно задать

вопрос о том, сколько корней у разных уравнений.
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Во-первых, больше трех корней у кубического уравнения быть не

может. Это следует из теоремы Безу: если многочлен имеет корень x

1

,

то он делится на x� x

1

, т. е. равен произведению вида

(x� x

1

)(x

2+ tx+ s),

и может дополнительно обращаться в � не более чем в двух точках, а

именно в корнях многочлена x

2+ tx+ s.

Во-вторых, хотя бы один корень у кубического уравнения всегда

есть. Действительно, если x — очень большое положительное число,

то кубический член намного больше остальных, поэтому значение

многочлена положительное; когда x — очень большое по модулю отри-

цательное число, значение многочлена отрицательное. Таким образом,

кубический многочлен принимает и положительные, и отрицательные

значения, а значит (по теореме о промежуточном значении), где-то он

обращается в ноль.

Как выглядит график кубической функции? Сдвинем начало коорди-

нат на

↵
3

влево, т. е. перейдем к новой координате X = x+ ↵
3

. Коэффи-

циент при x

2

после этого станет равным �. Действительно,

X

3=
�

x+ 1

3

↵
�

3

= x

3+↵x

2+ 1

3

↵2

x+ 1

27

↵3

,

поэтому

x

3+↵x

2+ax+ b=
�

x+ 1

3

↵
�

3

+
�
a� 1

3

↵2

�
x+
�
b� 1

27

↵3

�
,

т. е. многочлен (�) запишется в виде

X

3+a

1

X + b

1

(где a

1

= a� ↵
2

3

, b

1

= b� a↵
3

+ 2↵3

27

). Ни количество корней, ни вид гра-

фика от замены X = x+ ↵
3

, конечно, не меняются. Поэтому будем рас-

сматривать только кубические функции (�), в которых коэффициент

при x

2

равен �.

Если aæ0, то эта функция монотонна, а соответствующее уравнение

имеет ровно один корень. Если же a<0, то график имеет один локаль-

ный максимум и один локальный минимум (в точках, где обращается

в ноль производная, 3x

2+a=0). Поэтому в зависимости от величины

b у уравнения либо три корня (если b не очень велико по модулю),

либо один корень (см. рис. �). Кроме того, бывает вырожденная ситу-

ация, когда график касается оси x, — тогда корней два: один простой,

�
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а другой (в точке касания) кратный («два слипшихся корня»). При a=
= b=0 возникает совсем вырожденная ситуация, когда сливаются все

три корня.

Две первые ситуации (с одним или тремя корнями) устойчивые, т. е.

они сохраняются, если немного изменить коэффициенты, а вырожден-

ные — нет: слипшиеся корни при шевелении либо распадаются, либо

исчезают.

Рис. �. Графики функций x

3� x и x

3� x+1

�.�. Таким образом, плоскость с координатами a, b делится на две

части, одна из которых соответствует многочленам x

3 + ax + b, име-

ющим по три корня, другая — многочленам с единственным корнем,

и есть разделяющая их кривая, соответствующая многочленам, имею-

щим кратные корни. Посмотрим, как выглядит эта кривая.

Что значит, что многочлен имеет кратный корень? Это значит, что

в соответствующей точке график касается оси x, т. е. в этой точке и

производная многочлена обращается в ноль, 3x

2+ a= 0. Итак, много-

член x

3+ax+ b имеет кратный корень, если и только если многочлены

x

3+ax+ b и 3x

2+a имеют общий корень.

Как узнать, имеют ли два многочлена общей корень? Конечно, мож-

но найти корни одного многочлена и подставить во второй, но есть

способ лучше, основанный на алгоритме Евклида. Разделим первый

многочлен на второй с остатком:

x

3+ax+ b= (3x

2+a) · 1
3

x+ 2

3

ax+ b.

Исходная пара многочленов имеет общий корень тогда и только то-

гда, когда общий корень имеют второй многочлен 3x

2 + a и остаток

2

3

ax + b. Получилась уже совсем простая задача: подставляя корень

остатка, т. е. x=�3a

2b

, в предыдущий многочлен, получаем, что наш ку-

�

Я
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Я
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Я
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бический многочлен имеет кратный корень при 4a

3+27b

2=0. Таким

образом, дискриминантная кривая — это полукубическая парабола, см.

рис. �.

b

a

�

�

Рис. �. Дискриминантное множество для семейства x

3+ax+ b

Можно найти кривую, соответствующую кубическим многочленам

с кратными корнями, и по-другому. Подумаем, как задать эту кривую

параметрически. В качестве параметра t возьмем просто значение

кратного корня. Тогда (из условия равенства нулю производной) 3t

2+
+a=0, т. е. a=�3t

2

. А из условия t

3+at+ b=0 получаем, что b=2t

3

.

С одной стороны от этой кривой находятся точки, соответствующие

многочленам с одним корнем, с другой стороны — с тремя корнями.

Как мы уже говорили, при a>0 функция монотонная, т. е. корень один.

Поэтому область многочленов с одним корнем расположена справа, а

область многочленов с тремя корнями — слева от дискриминантной

кривой. Другими словами, уравнение x

3+ax+ b имеет три корня, если

4a

3+27b

2<0, и один корень, если 4a

3+27b

2>0.

А что происходит на самой дискриминантной кривой? Эта кривая

состоит из двух ветвей и особой точки a= b= 0. В этой точке ситуа-

ция совсем вырожденная, корень тройной. А на каждой из ветвей есть

кратный корень. На верхней ветви t>0, т. е. кратный корень положи-

тельный (и является точкой минимума), а оставшийся корень отрица-

тельный; на нижней ветви, наоборот, кратный корень отрицательный

(и является точкой максимума), а оставшийся корень положительный.

Итак, мы разобрались, как дискриминантное множество разбивает

плоскость (a, b), точки которой соответствуют многочленам x

3+ax+ b.

В трехмерном пространстве всех многочленов (�) эта плоскость задает-

ся условием ↵=0. Если рассмотреть любую другую плоскость, на кото-

рой координата ↵ равна какому-то другому числу, то окажется, что эта

плоскость также разбивается дискриминантной кривой, выглядящей

�

Я
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так же, как на рис. �, но с немного другим уравнением. Действительно,

между всеми этими плоскостями имеется взаимно однозначное соот-

ветствие, заданное сдвигом координаты x; это соответствие переводит

дискриминантные кривые друг в друга. Если взять объединение всех

этих кривых по всем таким плоскостям, то они заметут целую поверх-

ность — полукубическое ребро возврата.

�. Дискриминант уравнения четвертой степени,
или ласточкин хвост

�.�. Перейдем к многочленам четвертой степени. Как и в кубиче-

ском случае, при помощи сдвигов аргумента x можно избавиться от

члена, следующего после старшего, и рассматривать только многочле-

ны вида x

4 + ax

2 + bx + c. Каждому такому многочлену соответствует

точка (a, b, c) в трехмерном пространстве. А дискриминантное множе-

ство (множество таких точек, что соответствующий многочлен имеет

кратные корни) задает в этом пространстве некоторую интересную по-

верхность, которая называется ласточкин хвост (рис. �).

b

a

c

�

�

�

Рис. �. Ласточкин хвост

Я сначала постараюсь объяснить (ничего не доказывая), как эта по-

верхность устроена и чему соответствуют разные части, на которые

оказывается разбито пространство. А потом мы обсудим, как искать

уравнение дискриминантной поверхности, а также рассмотрим топо-

логический способ доказательства того, что какие-то уравнения лежат

в разных компонентах ее дополнения.
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Рис. �. Сечения ласточкиного хвоста плоскостями a=2, a=0, a=�2

Чтобы разобраться, как эта поверхность устроена, посмотрим на то,

какие кривые она высекает на разных плоскостях вида a= const (см.

рис. �). Пока a положительно, пересечение поверхности с такой плос-

костью является просто гладкой кривой. В момент, когда a становит-

ся равным 0, точка (0, 0) на ней еще не является особой, касательная

в этой точке определена, но вот второй производной у кривой в этой

точке уже не существует (на самом деле рядом с нулем эта кривая вы-

глядит как заданная уравнением b

4= c

3

). Если уменьшить a еще чуть-

чуть, то на кривой вырастают маленькие «рожки»; острия этих рожек

такого же вида, как у полукубической параболы. Дальше эти рожки

постепенно раздвигаются, но для каждого a остается две особые точки.

Таким образом, на нашей поверхности есть целая кривая особых то-

чек, на рис. � она выделена жирным. Особая точка самой этой кривой

соответствует самому сложному полиному нашего семейства — функ-

ции x

4

, — а вблизи всех остальных ее точек дискриминант устроен по-

хоже на «полукубическое ребро возврата», т. е. поверхность, заданную

в трехмерном пространстве уравнением z

2 + y

3= 0, не зависящим от

третьей координаты. Кроме того, на поверхности есть кривая, состоя-

щая из точек самопересечения этой поверхности.

Посмотрим теперь на точки вне этой поверхности. Многочлен чет-

вертой степени без кратных корней может иметь � корня, � корня или

вовсе не иметь корней. Каждый из этих трех вариантов соответствует

одной из трех компонент, на которые дискриминантная поверхность

делит пространство: у многочленов, соответствующих точкам из са-

мой нижней компоненты, нет корней, внутри «пирамидки» — � корня,

в самой большой, верхней компоненте — � корня (на рис. � рядом

с каждой компонентой подписано число корней).

Поверхность состоит из четырех гладких частей, разделяемых осо-

быми кривыми. Точки этих частей соответствуют многочленам, име-

ющим три корня (один из них кратный), а разделяющие их особые
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кривые — более сложным вырождениям. Например, многочлен с че-

тырьмя корнями можно продеформировать так, чтобы какие-то два

корня слились и исчезли. Это можно сделать тремя разными спо-

собами (слиться могут первые два корня, второй и третий корень

или последние два корня) — и это как раз соответствует трем частям

границы «пирамиды».

Наконец, посмотрим на кривые, разделяющие гладкие области по-

верхности, — на две части полукубического ребра возврата и на кри-

вую самопересечения. Ребро возврата соответствуют наличию тройно-

го корня (x

1

= x

2

= x

3

или x

2

= x

3

= x

4

), а линия самопересечения —

наличию двух различных двойных корней (x

1

= x

2

, x

3

= x

4

).

�.�. Пока мы смотрели на картинку с ласточкиным хвостом, но не

обсуждали, как ее получить. Искать дискриминантное множество мож-

но, действуя примерно так же, как в кубическом случае. Многочлен

имеет кратный корень тогда и только тогда, когда он имеет общий ко-

рень со своей производной. В нашем случае должны иметь общие кор-

ни уравнения

x

4+ax

2+ bx+ c=0

и

4x

3+2ax+ b=0.

Будем задавать соответствующее семейство многочленов парамет-

рически. В качестве параметров удобно взять x (величину кратного

корня) и a. Координаты b и c легко выражаются через эти парамет-

ры: b=�4x

3 � 2ax (из второго уравнения), c= 3x

4 + ax

2

(из первого

уравнения после вычитания второго, умноженного на x).

Теперь нетрудно понять, что сечения плоскостями a= const действи-

тельно выглядят так, как было заявлено. Во-первых, чтобы выяснить,

есть ли особенности у плоской кривой, получающейся в таком се-

чении, найдем производные координат b и c (как функций от x):

b

0 =�12x

2 � 2a, c

0 = 12x

3 + 2ax. Видно, что при a> 0 первая их них

в ноль не обращается (а значит, соответствующее сечение является

гладкой кривой), а при a< 0 они одновременно обращаются в ноль в

двух точках (когда 12x

2+2a=0). Во вторых, при любом a<0 функция

b обращается в ноль при x=0 и еще при двух взаимно противополож-

ных значениях x. Этим двум последним значениям x соответствует

одно и то же значение c, т. е. кривая имеет точку самопересечения. (То,

что других точек самопересечения эти кривые не имеют, оставляется

читателям в качестве упражнения.)
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Легко увидеть еще, что наша поверхность линейчатая, т. е. является

объединением прямых. (Линейчатость не противоречит тому, что

поверхность является «искривленной». Напомним самый известный

нетривиальный пример линейчатой поверхности — однополостный

гиперболоид, который может быть получен вращением прямой вокруг

скрещивающейся с ней прямой.) Действительно, если в параметриче-

ском задании выше зафиксировать x, то b и c будут выражаться через a

линейно. Другими словами, совокупность всех уравнений с фикси-

рованным кратным корнем представляет собой прямую. Отметим,

что все эти прямые проходят через линию самопересечения нашей

поверхности и через каждую точку линии самопересечения проходит

ровно две такие прямые.

�.�. Как и в кубическом случае, вместо того чтобы задавать дис-

криминантное множество параметрически, можно применить к мно-

гочлену и его производной алгоритм Евклида и получить уравнение,

которому должны удовлетворять коэффициенты a, b, c, чтобы наше

уравнение имело кратный корень. Если такое (довольно утомитель-

ное) вычисление проделать, то можно получить следующую формулу

для дискриминанта уравнения четвертой степени: D=16a

4

c�4a

3

b

2�
�128a

2

c

2+144ab

2

c�27b

4+256c

3

.

Удивительным образом оказывается, что уравнению D = 0 удовле-

творяют не только точки нашей поверхности, но еще и некоторый рас-

тущий из начала координат «хвостик» — кривая, не лежащая на этой

поверхности (см. рис. �).
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Рис. �. Ласточкин хвост с «хвостиком»
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Этот эффект нетрудно объяснить. Дело в том, что дискриминант не

различает вещественные и комплексные корни. И точки хвостика —

это многочлены, у которых есть комплексный кратный корень (не яв-

ляющийся вещественным). Но если комплексное число z является кор-

нем многочлена с вещественными коэффициентами, то и сопряжен-

ное число ¯z является его корнем. Поэтому наш многочлен имеет корни

z, z, ¯z, ¯z, т. е. является полным квадратом вещественного многочлена

x

2 � (z+ ¯z)x + z¯z. Поскольку коэффициент нашего многочлена при x

3

равен нулю, число z + ¯z тоже должно обращаться в �, т. е. z — чисто

мнимое число, а значит, z¯z>0.

Таким образом, «хвостик» представляет собой продолжение линии

самопересечения ласточкина хвоста: многочлены вида (x

2 + t)

2

при

отрицательных t (т. е. многочлены с двумя кратными вещественными

корнями) образуют линию самопересечения нашей поверхности, а

при положительных t лежат на «хвостике».

§ �. Результант и зонтик Уитни

�.�. Раньше мы задавали вопрос: «Есть ли у данного многочлена

кратные корни?» И ответ на него давался дискриминантом. Давайте

теперь посмотрим не на один многочлен, а на пару многочленов, и

спросим, когда у них есть общие корни. Это некоторое условие на

коэффициенты, которое дается результантом.

Первый интересный пример — это система из двух квадратных урав-

нений

x

2+ax+ b=0,

x

2+↵x+ c=0.

Множество всех таких систем — четырехмерное пространство. Как

обычно, при помощи сдвига аргумента можно, например, сделать

равным нулю коэффициент при x в одном из уравнений. Но удобнее

поступить более симметрично и сделать равной нулю сумму коэффи-

циентов при x. Итак, у нас есть система из двух квадратных уравнений

x

2+ax+ b=0,

x

2�ax+ c=0.

Каждой такой системе соответствует точка трехмерного пространства,

и мы интересуемся множеством всех систем, имеющих решения, —

это будет некоторая поверхность в трехмерном пространстве.
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Если уравнения этой системы сложить и вычесть, то получим равно-

сильную систему

2x

2+ b+ c=0,

2ax+ b� c=0.

Подставляя x из второго уравнения в первое, получаем условие сов-

местности системы:

(c� b)

2+2a

2

(b+ c)=0.

Эта формула, конечно, намного проще формулы для дискриминанта

уравнения четвертой степени, которую мы видели в предыдущем

пункте, но все-таки хотелось бы ее упростить. После замены c� b= ˜

b,

2(b+ c)=˜c получаем

a

2

˜c+˜

b

2=0.

Это уравнение замечательной поверхности — зонтика Уитни. Как

эта поверхность выглядит? Давайте снова посмотрим на сечения этой

поверхности разными плоскостями вида ˜c= const. Пока ˜c> 0, в сече-

нии получается одна точка a=˜

b=0. Эти точки образуют прямой «хво-

стик» (который соответствует тому, что два многочлена совпадают, но

не имеют вещественных корней). А при ˜c<0 получается пара пересека-

ющихся прямых,

˜

b=±
p
�˜c a. Когда ˜c приближается к нулю, угол между

этими прямыми уменьшается, и при ˜c=0 они сливаются, а затем исче-

зают.

ручка

зонтик

Рис. �. Зонтик Уитни

�.�. Эта поверхность тоже разделяет пространство пар квадратных

уравнений на три части. Каков смысл этих частей? Две меньшие части
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на рис. � соответствуют парам уравнений, корни которых чередуются

(в одной части как первый-второй-первый-второй, а в другой — наобо-

рот), а в большей части лежат все остальные пары уравнений без об-

щих корней.

Довольно ясно, что если у одной пары полиномов корни чередуются,

а у другой пары идут последовательно, то продеформировать первую

пару во вторую (не пересекая результант, т. е. так, чтобы по пути урав-

нения из одной пары не имели общих корней) не получится. Но хоте-

лось бы построить какой-то топологический инвариант, который раз-

личает эти три компоненты.

Сделать это можно следующим образом. Пара многочленов P и Q

задает отображение x 7! (P(x), Q(x)) из прямой в плоскость, т. е. (па-

раметризованную) кривую. Как такая кривая выглядит, когда P и Q —

квадратные трехчлены без общих корней? Если x велико по модулю, то

P(x) и Q(x) — большие положительные числа. Таким образом, кривая

представляет собой «петлю», которая приходит из «точки» (+ ,+ ),

дальше что-то происходит, и в конце она возвращается обратно.

P
Q

P

Q

Рис. �. Трехчлены P и Q с чередующимися корнями и кривая (P, Q)

Посмотрим, в каком порядке эта петля пересекает координатные

оси. Пусть корни многочленов P и Q чередуются, как в левой части

рис. �. Тогда петля сначала пересекает ось Q в положительной точке,

потом ось P в отрицательной, потом ось Q в отрицательной и наконец

ось P в положительной (см. правую часть рис. �), т. е. обходит вокруг

начала координат против часовой стрелки. Аналогичным образом,

если корни чередуются в обратном порядке, петля обходит начало

координат по часовой стрелке. Наконец, если корни не чередуются
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или хотя бы у одного из многочленов нет корней, то кривая вообще не

обходит вокруг начала координат (см., например, рис. �).

P Q P

Q

Рис. �. Трехчлены P и Q с нечередующимися корнями и кривая (P, Q)

Если одна пара полиномов (P, Q) непрерывно деформируется в дру-

гую, то соответствующие им параметризованные петли в (P, Q)-плос-

кости тоже непрерывно деформируются друг в друга. Так как петля ни

в какой момент не может проходить через начало координат (это соот-

ветствовало бы наличию у P и Q общего корня), ни одну из этих трех

картинок нельзя продеформировать в другую.

�.�. Можно применить аналогичные соображения и для изучения

дополнения к дискриминанту. Многочлен, лежащий вне дискрими-

нантной поверхности, не имеет кратных корней, т. е. не имеет общих

корней со своей производной. Таким образом, кривая x 7! (P(x), P

0
(x))

не проходит через начало координат, и можно спросить, сколько раз

она вокруг него обходит (обходы при этом будем считать со знаком:

плюс при обходе по часовой стрелке, минус — против часовой).

Это целое число, которое не меняется при деформации многочлена

(пока мы не проходим через дискриминантное множество), т. е. возни-

кает топологический инвариант: для всех многочленов, лежащих в од-

ной компоненте дополнения к дискриминанту, это число одно и то же.

Упражнение для читателей. Выяснить, как зависит число оборотов

такой кривой от числа корней многочлена четвертой степени.

(Ответ. Если корней четыре, то кривая делает два оборота (см., на-

пример, рис. ��), если корней два — один оборот, если корней нет —

ни одного оборота.
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