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ВВЕДЕНИЕ
В школьном курсе математики уравнения и неравенства

занимают значительное место как самостоятельные темы и
как аппарат решения многих других задач (геометрических,
при исследовании свойств функций, решении текстовых за-
дач и т.д.).

Уравнения и неравенства с радикалами имеют стройную
логическую основу решения. При этом широко используется
метод равносильностных переходов.

Благодаря большому количеству решённых задач чита-
тель сможет успешно подготовиться к экзамену, получит на-
выки в выборе рациональных методов решения.

При использовании данного пособия необходимо учиты-
вать следующие обстоятельства.

Пусть A — некоторое уравнение, неравенство, система
или совокупность, B — также некоторое уравнение, нера-
венство, система или совокупность. При этом если A, на-
пример, неравенство, то B может быть уравнением, нера-
венством, системой и совокупностью.

Будем считать, что A равносильно B, и запишем

A ⇐⇒ B,

если множество решений A является множеством ре-
шений B, а множество решений B является множе-
ством решений A.

Другими словами, A и B равносильны тогда и толь-
ко тогда, когда у A и B одно и то же множество ре-
шений.

Приведем примеры отдельных равносильностей:

x + 12 > 0 ⇐⇒ x > − 12;

x + 3 = x2 + 3 ⇐⇒ x = x2;

(x + 3,2)2 = 0 ⇐⇒ |x + 3,2| = 0 ⇐⇒ x + 3,2 = 0;
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Введение

(x + 7)(x2 − 1) = 0 ⇐⇒
[

x + 7 = 0,

x2 − 1 = 0;

(x2 − 25)2 + (x + 5)2 = 0 ⇐⇒
{

x2 − 25 = 0,

x + 5 = 0;

x + 5

2 − x
> 0 ⇐⇒ (x + 5)(2 − x) > 0;

sin x > 1 ⇐⇒ sin x = 1;

cos x 6 − 1 ⇐⇒ cos x = − 1.

Символ ⇐⇒ будем использовать и вместо оборотов
слов «тогда и только тогда, когда» и «если и только если».

Например, запись

5

6
<

7

8
⇐⇒ 5 · 8 < 6 · 7

означает, что

5

6
<

7

8
тогда и только тогда, когда 5 · 8 < 6 · 7

или, что то же,

5

6
<

7

8
, если и только если 5 · 8 < 6 · 7.

Будем использовать весьма удобные при изложении ма-
териала условные обозначения:

N — множество натуральных чисел;
Z — множество целых чисел;
R — множество действительных чисел;
Ø — пустое множество;
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Введение

∀ — для всех, при любых;
=⇒ — следовательно; если, то;
D(f) — область определения функции f ;

E(f) — множество значений функции f.

Так, запись

|x| > 0 ∀x ∈ R

читается:

|x| > 0 при любых x ∈ R

или

|x| > 0 при любом действительном x.

Утверждение

если x = 2, то |x| = 2

с помощью символа =⇒ записывается кратко:

x = 2 =⇒ |x| = 2.

Среди числовых множеств будем выделять числовые
промежутки. Это множества одного из видов:

[a; b] при a < b — отрезок;
(a; b) — интервал;
[a; b) и (a; b] — полуинтервалы;
(−∞; b], (−∞; b), [a; +∞), (a; +∞) — числовые лучи;
( −∞; + ∞) — числовая прямая.
Обратим внимание на еще одно обстоятельство.
Если требуется решить уравнение, неравенство, систему

или совокупность, то такую задачу понимаем как нахожде-
ние их множества решений.

Например, неравенство x2 < −3 не имеет решений. По-
этому его множеством решений является пустое множество.
В ответе запишем: Ø.
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Введение

У квадратного уравнения x2 = 5 два корня: x1 = −
√

5
и x2 =

√
5 . Его множество решений состоит из двух чисел

−
√

5 и
√

5 . В ответе запишем:
{

−
√

5 ,
√

5
}

.

Система
{

x + 1 > 0,

x − 1 6 0
⇐⇒

{

x > − 1,

x 6 1
⇐⇒ − 1 < x 6 1,

а ее множеством решений является полуинтервал ( − 1; 1].
Совокупность

[

x − 2 > 1,

x − 1 6 − 2
⇐⇒

[

x > 3,

x 6 − 1.

В ответе запишем: ( −∞; − 1] ∪ (3; + ∞).

Неравенство (x − 1)2 > 0 выполняется при любом x.
Множество действительных чисел является его множеством
решений. В ответе запишем: R или ( −∞; + ∞).

Множество решений систем и совокупностей, которые
содержат две переменные, будем записывать в виде множе-
ства упорядоченных пар.

Например, система

{|x| − 2 = 5,

y − 1 = − 2
⇐⇒

{|x| = 7,

y = − 1
⇐⇒











{

x = − 7,

y = − 1,
{

x = 7,

y = − 1.

В ответе запишем: {( − 7, − 1), (7, − 1)}.
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§1. УРАВНЕНИЯ С РАДИКАЛАМИ

1. Уравнение
√

f(x) = g(x)

Наличие радикала в задании уравнения
√

f(x) = g(x) (1)

предопределяет основные методы его решения. При этом
первоначально ставится задача избавиться от радикала.

1.1. Формальный метод
Если обе части уравнения (1) возвести в квадрат, то из-

бавимся от радикала и получим уравнение

f(x) = g2(x). (2)

Допустим, что уравнение (2) решено. Что это даёт для
решения уравнения (1) ?

Ответим на этот вопрос посредством следующих зако-
номерностей.

Теорема 1. Любой корень уравнения (1) является
корнем уравнения (2).

Доказательство. Пусть число x1 — один из корней
уравнения (1), который взят произвольным образом. В этом

случае
√

f(x1) = g(x1).

Из равенства чисел
√

f(x1) и g(x1) следует, что их

квадраты
(
√

f(x1)
)2

= f(x1) и g2(x1) равны.

Равенство
f(x1) = g2(x1)

означает, что x1 является корнем уравнения (2).
Ввиду того, что среди корней уравнения (1) корень x1

выбран произвольным образом, заключаем о справедливо-
сти теоремы.

8



П. 1. Уравнение
√

f(x) = g(x)

Стало быть, корни уравнения (1) содержатся среди кор-
ней уравнения (2).

При этом уравнение (2) может иметь так называемые
«посторонние» корни. Это те корни уравнения (2), которые
не являются корнями уравнения (1).

Покажем это на следующем примере.
Пример 1. Уравнение1

√
x + 1 = 1 − x (3)

возведением в квадрат левой и правой частей приводим к квадратному
уравнению

x2 − 3x = 0,

корнями которого являются числа 0 и 3.
При x = 0 уравнение (3) обращается в верное равенство. Поэтому

0 будет корнем уравнения (3).

При x = 3 выражение
√

x + 1 равно
√

3 + 1 = 2, а выражение
1− x равно 1− 3 = − 2. Поскольку 2 6= − 2, то число 3 не является
корнем уравнения (3).

Следовательно, уравнение (3) имеет один корень — число 0.

Возможность наличия у уравнения (2) «посторонних»
корней объясняется следующим.

Если x1 — некоторый корень уравнения (2), то

f(x1) = g2(x1).

Тогда число f(x1) > 0, а значит,

f(x1) =
(
√

f(x1)
)2

и
(
√

f(x1)
)2

= g2(x1).

Отсюда следует, что

1Другие способы решения приведены в примерах 3 этого пункта, 1 и 9 из
пункта 4.

9



§1. Уравнения с радикалами
√

f(x1) =
∣

∣g(x1)
∣

∣.

Поэтому числа
√

f(x1) и g(x1) или равны:

√

f(x1) = g(x1),

или являются противоположными:
√

f(x1) = − g(x1).

Если
√

f(x1) = g(x1),

то x1 — корень уравнения (1).
Если же

√

f(x1) = − g(x1) 6= 0,

то число x1 корнем уравнения (1) не является. В этом случае
x1 — «посторонний» корень уравнения (2) по отношению к
уравнению (1).

Рассмотренный метод решения уравнения (1) носит фор-
мальный характер. Потому что от уравнения (1) переходим к
уравнению (2), не зная, какие корни уравнения (2) будут кор-
нями уравнения (1).

Формальный метод решения уравнения (1) состоит из
следующих этапов.

1. Переход от уравнения (1) к уравнению (2).
2. Решение уравнения (2).
3. Выделение из всего множества корней уравнения (2)

тех, которые являются корнями уравнения (1).
Переход от уравнения (1) к уравнению (2) осуществля-

ется почленным возведением в квадрат уравнения (1).
Метод решения уравнения (2) выбирается в зависимости

от вида этого уравнения.
Выделение корней уравнения (1) из множества корней
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П. 1. Уравнение
√

f(x) = g(x)

уравнения (2) осуществляется проверкой.
При проверке каждый отдельно взятый корень уравне-

ния (2) подставляется в уравнение (1) (см. пример 1).
Иногда «посторонние» корни уравнения (2) относитель-

но уравнения (1) удобно находить иными способами. Напри-
мер, доказать лишь то, что при x = x1 выражение g(x),
расположенное в правой части уравнения (1), принимает от-
рицательное значение. Тогда x1 — «посторонний» корень
уравнения (2) относительно уравнения (1), так как располо-

женное в левой части уравнения (1) выражение
√

f(x) > 0
при любом значении переменной x, при котором оно опре-
делено.

Пример 2. Уравнение1

√
5 − x = x − 3 (4)

почленным возведением в квадрат приводим к уравнению

x2 − 5x + 4 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(x − 4) = 0 ⇐⇒
[

x = 1,

x = 4.

При x = 1 значение выражения x−3 отрицательное: 1−3 = −2.
В то же время выражение в левой части уравнения (4) всегда, когда

оно существует, является неотрицательным.
Значит, число 1 не является корнем уравнения (4).
Число 4 — корень уравнения (4), так как расположенные в левой и

правой частях этого уравнения выражения
√

5 − x и x − 3 принимают
одно и то же значение:

√
5 − 4 =

√
1 = 1 и 4 − 3 = 1.

1.2. Метод эквивалентных преобразований

Этот метод также предполагает избавление от радика-
лов, но при этом ставится условие, чтобы от уравнения (1)
перейти к равносильной ему системе, состоящей из уравне-
ний и неравенств.

1Другие способы решения приведены в примерах 4 этого пункта, 2 и 10 из
пункта 4.
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§1. Уравнения с радикалами

В основе этого метода лежит следующее свойство чис-
ловых неравенств:

если a = b > 0, то a2 = b2,

и

если a > 0, b > 0, a2 = b2, то a = b.

То есть имеет место равносильность

a = b > 0 ⇐⇒ a2 = b2, a > 0, b > 0. (5)

Ещё одно правило будем соблюдать: прежде чем решать
уравнение (1), надо указать условия, при выполнении кото-
рых оно имеет смысл.

Уравнение (1) имеет смысл при f(x) > 0.

Если f(x) > 0, то
√

f(x) > 0. Следовательно, выра-
жение g(x), расположенное в правой части уравнения (1),
должно быть неотрицательным: g(x) > 0.

Итак, если f(x) > 0 и g(x) > 0, то уравнение (1) имеет
смысл и является равенством двух неотрицательных выра-

жений
√

f(x) и g(x). Поэтому

√

f(x) = g(x) ⇐⇒











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) = g2(x).

(6)

Из уравнения

f(x) = g2(x),

входящего в задание системы равносильности (6), следует,
что f(x) > 0.

Значит,
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П. 1. Уравнение
√

f(x) = g(x)










f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) = g2(x)

⇐⇒
{

g(x) > 0,

f(x) = g2(x).

Следовательно, имеет место равносильность

√

f(x) = g(x) ⇐⇒
{

g(x) > 0,

f(x) = g2(x).
(7)

Пример 3. В соответствии с равносильностью (7) уравнение1

√
x + 1 = 1 − x ⇐⇒

{

1 − x > 0,

x + 1 = (1 − x)2
⇐⇒

{

1 − x > 0,

x2 − 3x = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x 6 1,

x(x − 3) = 0
⇐⇒ x = 0.

Пример 4. Уравнение2

√
5− x = x − 3 ⇐⇒

{

x − 3 > 0,

5 − x = (x − 3)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x − 3 > 0,

x2 − 5x + 4 = 0
⇐⇒

{

x > 3,

(x − 1)(x − 4) = 0
⇐⇒ x = 4.

Если сравнивать равносильности (6) и (7), то, на первый
взгляд, равносильность (7) предпочтительнее равносильно-
сти (6). Ведь в системе равносильности (7) на одно неравен-
ство меньше, чем в системе равносильности (6). Это так. Но
в отдельных случаях равносильность (6) более эффективна,
по сравнению с равносильностью (7), да и по сравнению с

1Другие способы решения приведены в примерах 1 этого пункта, 1 и 9 из
пункта 4.

2Другие способы решения приведены в примерах 2 этого пункта, 2 и 10 из
пункта 4.
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§1. Уравнения с радикалами

формальным методом решения уравнения (1). Подтвержде-
нием являются следующие примеры.

Пример 5. Решим уравнение1

√
3x − x2 − 2 = x2 − 3x. (8)

Из уравнения (8) следует система неравенств
{

3x − x2 − 2 > 0,

x2 − 3x > 0
⇐⇒

{

x2 − 3x + 2 6 0,

x(x − 3) > 0
⇐⇒

{

(x − 1)(x − 2) 6 0,

x(x − 3) > 0,

+−+

+−+
0

1 2

3

x

Рис. 1

которая не имеет решений, что
устанавливаем с помощью чис-
ловой прямой, дважды исполь-
зуя метод числовых промежут-
ков решения неравенств (рис. 1).

Значит, уравнение (8) решений
не имеет.

Пример 6. Уравнение2

2
√

2x2 + 7x − 15 = 3 − x ⇐⇒
{

3 − x > 0,

4(2x2 + 7x − 15) = (3 − x)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x − 3 6 0,

7x2 + 34x− 69 = 0
⇐⇒







x 6 3,

x =
− 17± 2

√
193

7

⇐⇒

⇐⇒ x =
− 17 ± 2

√
193

7
.

При этом учтено, что

− 17 + 2
√

193

7
< 0 < 3,

и

1Другой способ решения приведен в примере 11 из пункта 4.
2Данное уравнение можно решать формальным методом (аналогично приме-

рам 1 и 2). Однако проверка, необходимая в этом случае, будет затруднительной.
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П. 1. Уравнение
√

f(x) = g(x)

193 < 361 ⇐⇒
√

193 < 19 ⇐⇒ 2
√

193 < 38 ⇐⇒

⇐⇒ − 17 + 2
√

193 < 21 ⇐⇒ − 17 + 2
√

193

7
< 3.

Возможна ситуация, зафиксированная в следующем
примере.

Пример 7. Решим уравнение

√
x2 − 4x + 3 +

√
− x2 + 3x − 2 =

√
x2 − x . (9)

Выражение, расположенное в левой части уравнения (9), имеет
смысл при

{

x2 − 4x + 3 > 0,

− x2 + 3x − 2 > 0
⇐⇒

{

(x − 1)(x − 3) > 0,

(x − 1)(x − 2) 6 0
⇐⇒

⇐⇒





































x − 1 < 0,

x − 3 6 0,

x − 2 > 0,

x = 1,










x − 1 > 0,

x − 3 > 0,

x − 2 6 0

⇐⇒





































x < 1,

x 6 3,

x > 2,

x = 1,










x > 1,

x > 3,

x 6 2

⇐⇒ x = 1.

Если x = 1, то уравнение (9) обращается в верное равенство:

√
12 − 4 · 1 + 3 +

√
− 12 + 3 · 1 − 2 =

√
12 − 1 .

Значит, x = 1 — единственный корень уравнения (9).

Некоторые уравнения вида (1) решить с использовани-
ем проверки не представляется возможным. Например, ког-
да множество решений уравнения (1) бесконечно.

Пример 8. Решим уравнение

√

∣

∣x2 − 1
∣

∣+ 3x2 − 1 =
√

2 x. (10)

15



§1. Уравнения с радикалами

Уравнение (10) равносильно системе
{

x > 0,
∣

∣x2 − 1
∣

∣+ 3x2 − 1 = 2x2
⇐⇒

{

x > 0,
∣

∣x2 − 1
∣

∣ = 1 − x2
⇐⇒

⇐⇒











x > 0,

1 − x2 > 0,

1 − x2 = 1 − x2

⇐⇒
{

x > 0,

1 − x2 > 0
⇐⇒

{

x > 0,

x2 6 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

|x| 6 1
⇐⇒ 0 6 x 6 1.

Множеством решений уравнения (10) является отрезок [0; 1].

Таким образом, при решении уравнения (1) будем ис-
пользовать равносильностные переходы (6) и (7):

√

f(x) = g(x) ⇐⇒
{

g(x) > 0,

f(x) = g2(x)
⇐⇒











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) = g2(x).

2. Уравнение 2n
√

f(x) = g(x) при n ∈ N

Уравнение с радикалом чётной степени

2n
√

f(x) = g(x), n ∈ N, (1)

в случае, когда n = 1, является уравнением (1) из пункта 1.
Уравнения (1) и (1) из пункта 1 решаются аналогичными ме-
тодами.

Формальный метод решения предполагает сначала по-
членное возведение уравнения (1) в степень 2n. В результа-
те получаем уравнение

f(x) = g2n(x), n ∈ N. (2)
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П. 2. Уравнение 2n
√

f(x) = g(x) при n ∈ N

Затем из всего множества решений уравнения (2) выде-
ляем те, которые являются решениями уравнения (1).

Пример 1. Решим уравнение

4
√

2x2 − 1 = x. (3)

Почленным возведением в четвёртую степень иррациональное урав-
нение (3) приводим к биквадратному уравнению

x4 − 2x2 + 1 = 0 ⇐⇒ (x2 − 1)2 = 0 ⇐⇒ x2 = 1 ⇐⇒
[

x = − 1,

x = 1.

При x = ±1 выражение 4
√

2x2 − 1 , расположенное в левой части

уравнения (3), принимает значение: 4
√

2( ± 1)2 − 1 = 1.

Выражение x, расположенное в правой части уравнения (3), зна-
чение 1 принимает лишь в одном случае, когда переменная x = 1.

Поэтому решением уравнения (3) будет только число 1.

Уравнение (1) также можно решать с помощью следую-
щих равносильностей:

2n
√

f(x) = g(x) ⇔
{

g(x) > 0,

f(x) = g2n(x)
⇔











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) = g2n(x).

Пример 2 (продолжение примера 1). Уравнение (3) равносильно
системе

{

x > 0,

2x2 − 1 = x4
⇐⇒

{

x > 0,

x4 − 2x2 + 1 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

(x2 − 1)2 = 0
⇐⇒

{

x > 0,

x2 = 1
⇐⇒ x = 1.

Пример 3. Решим уравнение

2n
√

f(x) = f(x), n ∈ N. (4)
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§1. Уравнения с радикалами

Уравнение (4) имеет смысл, когда f(x) > 0, и при любом натураль-
ном n равносильно уравнению

f(x) = f2n(x) ⇐⇒ f2n(x) − f(x) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ f(x)
(

f2n−1(x)− 1
)

= 0 ⇐⇒
[

f(x) = 0,

f2n−1(x) = 1
⇐⇒

[

f(x) = 0,

f(x) = 1.

Решениями уравнения (4) являются те значения переменной x, при
которых f(x) = 0 или f(x) = 1.

Итак, при решении уравнения (4) используется равносильность

2n
√

f(x) = f(x) ⇐⇒
[

f(x) = 0,

f(x) = 1
при n ∈ N.

В частности, уравнение

12
√

2x + 3 = 2x + 3 ⇐⇒
[

2x + 3 = 0,

2x + 3 = 1
⇐⇒

[

x = − 1,5,

x = − 1.

Пример 4. Решим уравнение

2n
√

f(x) = − f(x), n ∈ N. (5)

Уравнение (5) имеет смысл, когда f(x) > 0, и при любом натураль-
ном n равносильно системе











f(x) > 0,

− f(x) > 0,

f(x) = ( − f(x))2n

⇐⇒
{

f(x) = 0,

f(x) = f2n(x)
⇐⇒ f(x) = 0.

Решениями уравнения (5) являются нули функции f.

Итак, при решении уравнения (5) используется равносильность

2n
√

f(x) = − f(x) ⇐⇒ f(x) = 0 при n ∈ N.
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П. 3. Уравнение 2n+1
√

f(x) = g(x) при n ∈ N

Например, уравнение

12
√

2x + 3 = − 2x − 3 ⇐⇒ 2x + 3 = 0 ⇐⇒ x = − 1,5.

Пример 5. Решим уравнение1

√
x + 5 + 3

√
4x − 4 = 0. (6)

Уравнение (6) равносильно уравнению

√
x + 5 = 3

√
4 − 4x ⇐⇒

{

3
√

4 − 4x > 0,

6
√

(x + 5)3 = 6
√

(4 − 4x)2
⇐⇒

⇐⇒
{

4 − 4x > 0,

(x + 5)3 = 16(x − 1)2
⇐⇒

{

x 6 1,

x3 − x2 + 107x + 109 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x 6 1,

(x + 1)(x2 − 2x + 109) = 0
⇐⇒ x = − 1,

так как у квадратного трёхчлена x2 − 2x + 109 отрицательный дискри-
минант: D = 4 − 4 · 109 = − 432 < 0.

3. Уравнение 2n+1
√

f(x) = g(x) при n ∈ N

Уравнение с радикалом нечётной степени

2n+1
√

f(x) = g(x), n ∈ N, (1)

имеет смысл при всех тех значениях переменной x, при ко-
торых определены выражения f(x) и g(x). Это следует из
того, что корень нечётной степени извлекается из любого
действительного числа.

Функция

y(x) = x2n+1 ∀x ∈ R

1Другой способ решения приведён в примере 3 из пункта 4.
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§1. Уравнения с радикалами

при любом фиксированном натуральном n является воз-
растающей с множеством значений E(y) = R.

Значит, эта функция такая, что не только каждому
фиксированному значению аргумента x соответствует
одно значение функции, но и каждое значение эта функция
принимает только один раз (является обратимой функцией).
Поэтому при любом натуральном n имеет место равно-
сильность

x2n+1
1 = x2n+1

2 ⇐⇒ x1 = x2.

Тогда при любом натуральном n уравнение

2n+1
√

f(x) = g(x) ⇐⇒
(

2n+1
√

f(x)
)2n+1

= g2n+1(x) ⇐⇒

⇐⇒ f(x) = g2n+1(x).

Таким образом, при решении уравнения (1) использует-
ся равносильный переход

2n+1
√

f(x) = g(x) ⇐⇒ f(x) = g2n+1(x) при n ∈ N.

Пример 1. Уравнение

5
√

x5 − x + 2 = x ⇐⇒ x5 −x + 2 = x5 ⇐⇒ − x + 2 = 0 ⇐⇒ x = 2.

Пример 2. Уравнение
√

x 3
√

x = 3 3
√

x

имеет смысл при x > 0 и равносильно уравнению

3√
x2 = 3 3

√
x ⇐⇒ 3

√
x
(

3
√

x − 3
)

= 0 ⇐⇒
[

3
√

x = 0,

3
√

x = 3
⇐⇒

[

x = 0,

x = 27.

Пример 3. Решим уравнение

2n+1
√

f(x) = f(x), n ∈ N. (2)
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П. 3. Уравнение 2n+1
√

f(x) = g(x) при n ∈ N

Уравнение (2) при любом натуральном n равносильно уравнению

f(x) = f2n+1(x) ⇐⇒ f(x)
(

f2n(x) − 1
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ f(x)
(

fn(x) + 1
)(

fn(x) − 1
)

= 0 ⇐⇒







f(x) = − 1,

f(x) = 0,

f(x) = 1.

Решениями уравнения (2) являются те значения переменной x, при
которых f(x) = 0 или f(x) = ± 1.

Итак, при решении уравнения (2) используется равносильность

2n+1
√

f(x) = f(x) ⇐⇒







f(x) = − 1,

f(x) = 0,

f(x) = 1

при n ∈ N.

Пример 4. Решим уравнение

2n+1
√

f(x) = − f(x), n ∈ N. (3)

Уравнение (3) при любом натуральном n равносильно уравнению

f(x) = ( − f(x))2n+1 ⇐⇒ f2n+1(x) + f(x) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ f(x)
(

f2n(x) + 1
)

= 0 ⇐⇒ f(x) = 0.

Решениями уравнения (3) являются нули функции f.

Итак, при решении уравнения (3) используется равносильность

2n+1
√

f(x) = − f(x) ⇐⇒ f(x) = 0 при n ∈ N.

При решении уравнений с радикалами третьей степени

3
√

f(x) + 3
√

g(x) = h(x) (4)

используем формулу сокращённого умножения куба суммы
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§1. Уравнения с радикалами

(a + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b).

В результате возведения в куб обеих частей уравнения
(4) получим равносильное уравнение

f(x) + g(x) + 3 3
√

f(x)g(x)
(

3
√

f(x) + 3
√

g(x)
)

= h3(x). (5)

Сумма 3
√

f(x) + 3
√

g(x) является левой частью уравне-

ния (4). Подставим вместо неё h(x), расположенное в пра-
вой части уравнения (4). Получим новое уравнение

f(x) + g(x) + 3 3
√

f(x)g(x) h(x) = h3(x). (6)

В уравнении (6) легко освободиться от радикала, приве-
дя его к равносильному уравнению

27f(x)g(x)h3(x) =
(

h3(x) − f(x) − g(x)
)3

. (7)

Допустим, что уравнение (6) решено. Являются ли корни
уравнения (6) корнями уравнения (4) ?

Переход от уравнения (5) к уравнению (6) осуществ-
лён при тех значениях переменной x, при которых сумма
3
√

f(x) + 3
√

g(x) равна выражению h(x). Уравнения (4) и

(5) равносильны. Поэтому любой корень уравнения (4) бу-
дет корнем уравнения (6).

Не каждый корень уравнения (6) должен быть корнем
уравнения (4). Это следует из того, что уравнение (6), рас-
сматриваемое как самостоятельное уравнение, в своём зада-
нии не предполагает равенства (4). Уравнение (6) лишь по-
лучено с учётом уравнения (4). Поэтому уравнение (6) может
иметь «посторонние» корни по отношению к уравнению (4).

Например, если f(x) = g(x) = − 1, а h(x) = 1, то на
основании уравнения (4) получаем неверное равенство:

3
√

− 1 + 3
√

− 1 = 1,
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П. 3. Уравнение 2n+1
√

f(x) = g(x) при n ∈ N

а на основании уравнения (6) получаем верное равенство:

− 1 + ( − 1) + 3 3
√

( − 1)( − 1) · 1 = 13.

Пример 5. Решим уравнение

3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1 = 3
√

x + 1 . (8)

Обе части уравнения (8) возведём в куб и получим равносильное
уравнение

(

3
√

x − 1
)3

+ 3
(

3
√

x − 1
)2 · 3

√
2x − 1 +

+ 3 3
√

x − 1 ·
(

3
√

2x − 1
)2

+
(

3
√

2x − 1
)3

= x + 1 ⇐⇒

⇐⇒ 3 3
√

(x − 1)(2x − 1) ·
(

3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1
)

= 3 − 2x.

Отсюда, учитывая уравнение (8), получаем новое уравнение

3 3
√

(x − 1)(2x − 1) · 3
√

x + 1 = 3 − 2x. (9)

Обе части уравнения (9) возведём в куб и получим равносильное
уравнение

27(x − 1)(2x − 1)(x + 1) = (3 − 2x)3 ⇐⇒

⇐⇒ 62x3 − 63x2 = 0 ⇐⇒ x2(62x − 63) = 0 ⇐⇒





x = 0,

x = 1
1

62
.

Переход от уравнения (8) к уравнению (9) осуществлён при тех зна-

чениях переменной x, при которых сумма 3
√

x − 1+ 3
√

2x − 1 равна ку-

бическому корню 3
√

x + 1 . Поэтому любое решение уравнения (8) будет
решением уравнения (9).

Однако не каждый корень уравнения (9) должен быть корнем урав-
нения (8). Это следует из того, что уравнение (9) в своём задании не пред-
полагает равенства (8). Уравнение (9) лишь получено с учётом уравнения
(8). Поэтому необходима проверка.
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§1. Уравнения с радикалами

При x = 0 выражение 3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1 , расположенное в ле-

вой части уравнения (8), принимает значение − 2. Выражение 3
√

x + 1 ,

расположенное в правой части уравнения (8), при x = 0 принимает зна-
чение 1. Ввиду того, что − 2 6= 1, число 0 не является корнем уравне-
ния (8).

При x = 1
1

62
выражение 3

√
x − 1 + 3

√
2x − 1 принимает значение

3

√

63

62
− 1 + 3

√

2 · 63

62
− 1 =

1
3
√

62
+ 3

√

64

62
=

1
3
√

62
+

4
3
√

62
=

5
3
√

62
.

Такое же значение принимает выражение 3
√

x + 1 при x = 1
1

62
:

3

√

63

62
+ 1 = 3

√

125

62
=

5
3
√

62
.

Значит, 1
1

62
— корень уравнения (8).

4. Специальные методы

При решении уравнений с радикалами иногда удобно ис-
пользовать свойства функции.

Рассмотрим возможность использования монотонности.
Теорема 1. Если f(x0) = a, а функция f возрастает

(убывает), то x0 — единственный корень уравнения

f(x) = a.

Доказательство. Если функция f возрастает на число-
вом промежутке I, то для любых x1 и x2, принадлежащих
числовому промежутку I, из неравенства x1 < x2 следует,
что

f(x1) < f(x2).
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П. 4. Специальные методы

Тогда

f(x) < f(x0) = a

при всех тех x из I, которые меньше x0; а

x

y

O x1 x0 x2

f(x1)

a

f(x2)

Рис. 1

f(x) > f(x0) = a

при всех x > x0 и x ∈ I.
Значит, только при x = x0

значение функции f равно a
(рис. 1). А это соответствует то-
му, что уравнение

f(x) = a

имеет только одно решение, ка-
ковым будет число x0.

В случае убывания функции f на числовом промежут-
ке I доказательство аналогично и основано на том, что для
любых x1 и x2, принадлежащих I, из неравенства x1 < x2

следует, что f(x1) > f(x2).

К закономерности, выраженной в теореме 1, приводится
Теорема 2. Если f(x0) = g(x0), функция f возрас-

тает, а функция g убывает, то x0 — единственный
корень уравнения

f(x) = g(x).

Доказательство. Если функция f возрастает на число-
вом промежутке I, а функция g убывает на числовом про-
межутке I, то функция h = f − g возрастает на числовом
промежутке I. Кроме того,

h(x0) = f(x0) − g(x0) = 0.

В соответствии с теоремой 1 число x0 — единственный
корень уравнения
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§1. Уравнения с радикалами

h(x) = 0,

или, что то же, x0 — единственный корень уравнения

f(x) = g(x).

Пример 1. Уравнение1 (3) из пункта 1 равносильно уравнению

√
x + 1 + x − 1 = 0.

Пусть

f(x) =
√

x + 1 ∀x ∈ [ − 1; + ∞), g(x) = x − 1 ∀x ∈ R.

Тогда уравнение (3) из пункта 1 будет иметь вид

h(x) = 0,

где

h(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ [ − 1; + ∞).

Функция h является возрастающей как сумма f + g двух возрас-
тающих на числовом луче [ − 1; + ∞) функций f и g.

Функция g возрастает на [ − 1; + ∞), будучи сужением линейной
функции с положительным угловым коэффициентом k = 1.

Функция f является сложной функцией

f(x) = s(ϕ(x))

с областью определения D(f) = [−1; +∞), у которой внутренняя фун-
кция

ϕ(x) = x + 1 ∀x ∈ [ − 1; + ∞)

возрастает (как сужение на [− 1; +∞) линейной функции ξ(x) = x+1

∀x ∈ R с положительным угловым коэффициентом k = 1) и внешняя
функция

s(x) =
√

x ∀x ∈ [0; + ∞)

возрастает. Поэтому f — возрастающая функция.

1Другие способы решения даны в примерах 1 и 3 из пункта 1 и примере 9.
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Значение h(0) = 0. Следовательно, число 0 является корнем
уравнения h(x) = 0.

Других корней нет, так как у возрастающей функции, если есть нуль,
то только один.

Уравнение (3) из пункта 1 имеет единственное решение x = 0.

Пример 2. Уравнение1 (4) из пункта 1 равносильно уравнению
√

5 − x − (x − 3) = 0.

Функция

f1(x) =
√

5 − x ∀x ∈ ( −∞; 5]

убывает, а функция

f2(x) = x − 3 ∀x ∈ R

возрастает.
Следовательно, функция

f(x) = f1(x) − f2(x) ∀x ∈ ( −∞; 5]

убывает, как разность убывающей функции-уменьшаемого и возраста-
ющей функции-вычитаемого.

В принятых обозначениях уравнение (4) из пункта 1 будет иметь вид

f(x) = 0.

Значение f(4) = 0.

Итак, x = 4 — решение уравнения (4) из пункта 1.
Других корней нет, так как убывающая функция, если имеет нуль, то

только один.

Пример 3. Иррациональные функции2

f1(x) =
√

x + 5 ∀x ∈ [ − 5; + ∞) и f2(x) = 3
√

4x − 4 ∀x ∈ R

возрастают. Тогда функция

f(x) = f1(x) + f2(x) ∀x ∈ [ − 5; + ∞)

1Другие способы решения даны в примерах 2 и 4 из пункта 1 и примере 10.
2Другой способ решения дан в примере 5 из пункта 2.
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§1. Уравнения с радикалами

возрастает, как сумма возрастающих функций на [ − 5; + ∞).

В принятых обозначениях уравнение (6) из пункта 2 будет иметь вид

f(x) = 0.

Значение f( − 1) = 0.

Итак, x = − 1 — решение уравнения (6) из пункта 2.

Других корней нет, так как у возрастающей функции может быть не
более одного нуля.

Рассмотрим возможность использования свойства огра-
ниченности, а также наименьшего и наибольшего значений
функции при решении уравнений с радикалами. Выделим две
ситуации, которые сформулируем в виде следующих правил.

Правило 1. Пусть функция f при x = a принима-
ет наименьшее значение, равное A, и пусть функция g
при x = a принимает наибольшее значение, равное A.
Тогда уравнение

f(x) = g(x)

имеет единственное решение x = a.

В соответствии с этим правилом достаточно доказать,
что на множестве задания уравнения

f(x) = g(x)

имеют место оценки f(x) > A, g(x) 6 A, и найти такое зна-
чение a переменной x, что

f(a) = g(a) = A.

Правило 2. Пусть уравнение

f(x) = g(x)

имеет смысл на множестве D. Функции f и g тако-
вы, что
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П. 4. Специальные методы

f(x) 6 A < B 6 g(x) ∀x ∈ D.

Тогда уравнение

f(x) = g(x)

решений не имеет.
Пример 4. Решим уравнение

√
3x2 + 6x + 7 +

√
5x2 + 10x + 14 = 4 − 2x − x2. (1)

Выделив полные квадраты, уравнение (1) приведём к равносильно-
му уравнению

√

3(x + 1)2 + 4 +
√

5(x + 1)2 + 9 = 5 − (x + 1)2. (2)

Заметим, что

√

3(x + 1)2 + 4 > 2 ∀x ∈ R,
√

5(x + 1)2 + 9 > 3 ∀x ∈ R

и, следовательно, сумма

√

3(x + 1)2 + 4 +
√

5(x + 1)2 + 9 > 5 ∀x ∈ R, (3)

а выражение, расположенное в правой части уравнения (2),

5 − (x + 1)2 6 5 ∀x ∈ R. (4)

При этом в каждом нестрогом неравенстве равенство возможно в
единственном случае, когда x + 1 = 0, т.е. x = − 1.

Из неравенств (3) и (4) следует, что уравнение (2) обращается в вер-
ное равенство лишь при тех значениях x, при которых в (3) и (4) имеет
место равенство. То есть при x = − 1.

Следовательно, x = −1 является единственным корнем уравнения
(2), а значит, и уравнения (1).

Пример 5. Решим уравнение

x2 − 2 +
√

x − 2 =
√

− x2 + 6x − 8 . (5)

Уравнение (5) имеет смысл при

29



§1. Уравнения с радикалами

{

x − 2 > 0,

x2 − 6x + 8 6 0
⇐⇒

{

x − 2 > 0,

(x − 2)(x − 4) 6 0
⇐⇒ 2 6 x 6 4.

Функции

s(x) =
√

x − 2 ∀x ∈ [2; + ∞) и r(x) = x2 − 2 ∀x ∈ R

возрастают на отрезке [2; 4].

Значит, возрастающей будет и функция-сумма

f(x) = s(x) + r(x) ∀x ∈ [2; 4].

Из того, что f(2) = 2, следует оценка

f(x) > 2 ∀x ∈ [2; 4].

Поскольку

− x2 + 6x − 8 = − (x2 − 6x + 9) + 1 = 1 − (x − 3)2 6 1 ∀x ∈ R,

то функция

g(x) =
√

− x2 + 6x − 8 6 1 ∀x ∈ [2; 4].

Итак,

g(x) 6 1 < 2 6 f(x) ∀x ∈ [2; 4].

В принятых обозначениях уравнение (5) будет иметь вид

f(x) = g(x),

и, следовательно, у него нет решений.

При решении уравнений с радикалами весьма часто
встречаются задачи, в которых используется

Правило 3. Произведение двух выражений равно ну-
лю тогда и только тогда, когда хотя бы один из со-
множителей равен нулю, при условии, что произведе-
ние имеет смысл.
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Руководствуясь этим правилом, устанавливаем следую-
щую равносильность для уравнений с радикалом вида

g(x) 2n
√

f(x) = 0 ⇐⇒















{

f(x) = 0,

x ∈ D(g),
{

f(x) > 0,

g(x) = 0

при n ∈ N.

Пример 6. Уравнение

(x2 − 1) 2n
√

2x − 1 = 0

при любом натуральном n равносильно совокупности







2x − 1 = 0,
{

2x − 1 > 0,

x2 − 1 = 0

⇐⇒







x = 0,5,
{

x > 0,5,

|x| = 1

⇐⇒
[

x = 0,5,

x = 1.

Пример 7. Уравнение

3
√

x − 2 −
√

x − 1 = − 1 ⇐⇒ 3
√

x − 2 =
√

x − 1 − 1.

Возведением в куб получим равносильное уравнение

x − 2 = (
√

x − 1 − 1)3 ⇐⇒ (x + 2)
√

x − 1 − 4(x − 1) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
√

x − 1
(

x + 2 − 4
√

x − 1
)

= 0.

В соответствии с правилом 3 уравнение равносильно совокупности
двух уравнений:

√
x − 1 = 0 ⇐⇒ x − 1 = 0 ⇐⇒ x = 1;

4
√

x − 1 = x + 2 ⇐⇒
{

x + 2 > 0,

16(x − 1) = (x + 2)2
⇐⇒
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⇐⇒
{

x > − 2,

(x − 2)(x − 10) = 0
⇐⇒

[

x = 2,

x = 10.

Множество решений {1, 2, 10}.
Пример 8. В соответствии с правилом 3 уравнение

√
x2 − 4x + 3 ·

√
−x2 + 6x − 8 = 0

равносильно совокупности двух систем:
{

x2 − 4x + 3 = 0,

− x2 + 6x − 8 > 0
⇐⇒

{

x2 − 4x + 3 = 0,

x2 − 6x + 8 6 0
⇐⇒

⇐⇒
{

(x − 1)(x − 3) = 0,

(x − 2)(x − 4) 6 0
⇐⇒











{

x = 1,

(x − 2)(x − 4) 6 0,
{

x = 3,

(x − 2)(x − 4) 6 0

⇐⇒ x = 3;

{

− x2 + 6x − 8 = 0,

x2 − 4x + 3 > 0
⇐⇒

{

x2 − 6x + 8 = 0,

x2 − 4x + 3 > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

(x − 2)(x − 4) = 0,

(x − 1)(x − 3) > 0
⇐⇒











{

x = 2,

(x − 1)(x − 3) > 0,
{

x = 4,

(x − 1)(x − 3) > 0

⇐⇒ x = 4.

Множество решений {3; 4}.
Широко распространён метод подстановки (замены пе-

ременной) при решении уравнений с радикалами. Например,
уравнение

a ·
√

f(x) + b · f(x) = c

подстановкой
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√

f(x) = z

приводится к квадратному уравнению

bz2 + az − c = 0,

которое надо решить при z > 0.

Пример 9. Уравнение1 (3) из пункта 1 равносильно уравнению

√
x + 1 + x − 1 = 0 ⇐⇒ (x + 1) +

√
x + 1 − 2 = 0.

Подстановкой
√

x + 1 = z

уравнение приводим к квадратному уравнению

z2 + z − 2 = 0 ⇐⇒ (z + 2)(z − 1) = 0, (6)

у которого один неотрицательный корень — число 1. Тогда

√
x + 1 = 1 ⇐⇒ x + 1 = 1 ⇐⇒ x = 0.

Множеством решений уравнения (3) из пункта 1 является одноэле-
ментное множество {0}.

Пример 10. Уравнение2 (4) из пункта 1 подстановкой

√
5 − x = z,

при которой

5 − x = z2 ⇐⇒ x = 5 − z2,

приводим к квадратному уравнению (6), имеющему один неотрицатель-
ный корень — число 1.

Тогда уравнение (4) пункта 1 равносильно уравнению

√
5 − x = 1 ⇐⇒ 5 − x = 1 ⇐⇒ x = 4.

1Другие способы решения даны в примерах 1 и 3 из пункта 1 и примере 1.
2Другие способы решения даны в примерах 2 и 4 из пункта 1 и примере 2.
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Пример 11. Уравнение1 (8) из пункта 1 равносильно уравнению

(3x − x2 − 2) +
√

3x − x2 − 2 + 2 = 0.

Подстановкой
√

3x − x2 − 2 = z

уравнение приводим к квадратному уравнению

z2 + z + 2 = 0,

у которого отрицательный дискриминант D = 1−8 = −7, а значит, оно
не имеет корней.

Следовательно, уравнение (8) из пункта 1 решений не имеет.

Пример 12. Решим уpавнение

√
2x2 − 5x + 12 + 2x2 = 5x. (7)

Способ 1. Уpавнение (7) равносильно уравнению
√

2x2 − 5x + 12 = 5x − 2x2.

Полагая 2x2 − 5x = t, получаем уравнение

√
t + 12 = − t ⇐⇒

{

t 6 0,

t + 12 = ( − t)2
⇐⇒

{

t 6 0,

t2 − t − 12 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

t 6 0,

(t + 3)(t − 4) = 0
⇐⇒ t = − 3.

Тогда уравнение (7) равносильно квадратному уравнению

2x2 − 5x + 3 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(2x − 3) = 0 ⇐⇒
[

x = 1,

x = 1,5.

Способ 2. Уpавнение (7) равносильно уравнению

(2x2 − 5x + 12) +
√

2x2 − 5x + 12− 12 = 0.

1Другой способ решения приведён в примере 5 из пункта 1.
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Пусть
√

2x2 − 5x + 12 = u. Тогда уравнение (7) равносильно квад-
ратному уравнению

u2 + u − 12 = 0 ⇐⇒ (u + 4)(u − 3) = 0,

неотрицательным корнем которого является число 3.

Следовательно, уравнение (7) равносильно уравнению
√

2x2 − 5x + 12 = 3 ⇐⇒ 2x2 − 5x + 12 = 9 ⇐⇒

⇐⇒ 2x2 − 5x + 3 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(2x − 3) = 0 ⇐⇒
[

x = 1,

x = 1,5.

5. Задачи
Задача 1. Решите уравнение

1 +
√

1 + 4x − x2 = x. (1)

Решение. Способ 1. Уравнение (1) равносильно уравнению

√
1 + 4x − x2 = x − 1 ⇐⇒

{

x − 1 > 0,

1 + 4x − x2 = (x − 1)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x − 1 > 0,

x2 − 3x = 0
⇐⇒

{

x > 1,

x(x − 3) = 0
⇐⇒ x = 3.

Способ 2. Уравнение (1) равносильно уравнению
√

1 + 4x − x2 = x − 1.

Возведём в квадрат левую и правую части этого уравнения:

1 + 4x − x2 = (x − 1)2 ⇐⇒ x(x − 3) = 0 ⇐⇒
[

x = 0,

x = 3.

При x = 0 выражение 1 +
√

1 + 4x − x2 , расположенное в левой
части уравнения (1), принимает значение 2; а выражение x, располо-
женное в правой части уравнения (1), принимает значение 0.
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Следовательно, x = 0 не является решением уравнения (1).
В случае, когда x = 3, уравнение (1) обращается в верное равен-

ство: 1 +
√

1 + 12− 9 = 3.

Значит, x = 3 — решение уравнения (1). Ответ : {3}.

Задача 2. Решите уравнение:

a)
√

2x − 1 = x; б) x − 1 =
√

x + 5 ; в)
√

2x + 7 − 2 = x;

г) 2
√

1 − x2 = x − 2; д)
√

8x2 − 40x + 50 = 7 − 3x;

е)
√

3x2 − 25x + 51 = 7− 2x.

Ответ : a) {1}; б) {4}; в) {1}; г) Ø; д)
{

1−
√

2
}

; е)
{

3 −
√

17

2

}

.

Задача 3. Решите уpавнение

3
√

x + 5 =
√

x + 1 . (2)

Решение. Уpавнение (2) равносильно системе

{

x + 5 > 0,

(

3
√

x + 5
)6

=
(√

x + 1
)6

⇐⇒
{

x > − 5,

(x + 5)2 = (x + 1)3
⇐⇒

⇐⇒
{

x > − 5,

x3 + 2x2 − 7x − 24 = 0
⇐⇒

{

x > − 5,

(x − 3)(x2 + 5x + 8) = 0.

Так как у квадратного трёхчлена x2 + 5x + 8 дискриминант

D = 25− 32 = − 7 < 0, то уравнение (2) равносильно системе
{

x > − 5,

x − 3 = 0
⇐⇒

{

x > − 5,

x = 3
⇐⇒ x = 3. Ответ : {3}.

Задача 4. Решите уравнение

√

x2 − 1
1

3
− 3

√
x3 − 2x = 0. Ответ :

{

− 1
1

3

}

.
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Задача 5. Решите уравнение

x − 4 =
√

21− 4x . (3)

Решение. Способ 1. Уравнение (3) равносильно системе

{

x − 4 > 0,

(x − 4)2 = 21 − 4x
⇐⇒

{

x − 4 > 0,

x2 − 4x − 5 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x − 4 > 0,

(x + 1)(x − 5) = 0
⇐⇒ x = 5.

Способ 2. Функция

f1(x) =
√

21 − 4x ∀x ∈ ( −∞; 5,25]

убывает, а функция

f2(x) = x − 4 ∀x ∈ R

возрастает.
Следовательно, функция

f(x) = f1(x) − f2(x) ∀x ∈ ( −∞; 5,25]

убывает, как разность убывающей и возрастающей функций.
В принятых обозначениях уравнение (3) будет иметь вид

f2(x) = f1(x)

и равносильно уравнению

f(x) = 0.

Значение f(5) = 0.

Итак, x = 5 — решение уравнения (3). Других корней нет, так как
убывающая функция, если имеет нуль, то только один.

Способ 3. Уравнение (3) равносильно уравнению

4x − 16 = 4
√

21− 4x ⇐⇒ (21− 4x) + 4
√

21− 4x − 5 = 0.
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Пусть
√

21 − 4x = t. Тогда получаем квадратное уравнение

t2 + 4t − 5 = 0 ⇐⇒ (t + 5)(t − 1) = 0,

имеющее один неотрицательный корень — число 1.

Следовательно, уравнение (3) равносильно уравнению
√

21 − 4x = 1 ⇐⇒ 21− 4x = 1 ⇐⇒ x = 5. Ответ : {5}.

Задача 6. Решите уравнение:

a)
√

− 3x + 3 − x = − 1; б)
√

1 + 3x = 1 − x; в)
√

x − 1 − 3 = − x.

Ответ : а) {1}; б) {0}; в) {2}.
Задача 7. Решите уравнение

x
√

(6 − x)2 + 4 + (x − 6)
√

x2 + 4 = 0. (4)

Решение. Способ 1. Уравнение (4) равносильно уравнению

x
√

(6 − x)2 + 4 = (6 − x)
√

x2 + 4 . (5)

Возведём обе части уравнения (5) в квадрат:

x2
(

(6 − x)2 + 4
)

= (6 − x)2(x2 + 4) ⇐⇒

⇐⇒ x2(6 − x)2 + 4x2 = (6 − x)2 x2 + 4(6 − x)2 ⇐⇒

⇐⇒ x2 − (6 − x)2 = 0 ⇐⇒ (x − 6 + x)(x + 6 − x) = 0 ⇐⇒ x = 3.

Число 3 является корнем уравнения (4), так как

3
√

(6 − 3)2 + 4 + (3 − 6)
√

32 + 4 = 3
√

13− 3
√

13 = 0.

Способ 2. Уравнение (4) равносильно уравнению (5).
При любом фиксированном действительном x выражения x и

6 − x таковы, что выполняется одна из трёх возможностей:

x(6 − x) < 0, или x(6 − x) = 0, или x(6 − x) > 0.

Поскольку
√

(6 − x)2 + 4 > 0 и
√

x2 + 4 > 0 при любом x, то

для уравнения (5) случай x(6 − x) < 0 невозможен.

38



П. 5. Задачи

Значит, уравнение (5) равносильно совокупности двух систем:
{

x(6 − x) = 0,

x
√

(6 − x)2 + 4 = (6 − x)
√

x2 + 4 ,

у которой нет решений, так как при x = 0 и при x = 6 второе уравнение
этой системы обращается в неверное равенство 0 = 12;

{

x(6 − x) > 0,

x
√

(6 − x)2 + 4 = (6 − x)
√

x2 + 4
⇐⇒

⇐⇒
{

x(6 − x) > 0,

x2
(

(6 − x)2 + 4
)

= (6 − x)2(x2 + 4)
⇐⇒

⇐⇒
{

x(6 − x) > 0,

x2(6 − x)2 + 4x2 = x2(6 − x)2 + 4(6− x)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x(6 − x) > 0,

x2 − (6 − x)2 = 0
⇐⇒

{

x(6 − x) > 0,

(x − 6 + x)(x + 6 − x) = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x(6 − x) > 0,

x − 3 = 0
⇐⇒ x = 3. Ответ : {3}.

Задача 8. Решите уравнение

√
x2 + 4 +

√
x2 + 1 =

√
2x2 + 9 . (6)

Решение. Уравнение (6) имеет смысл при любом действительном x,

а в его левой и правой частях расположены положительные выражения.
Поэтому уравнение (6) равносильно уравнению

(√
x2 + 4 +

√
x2 + 1

)2
= 2x2 + 9 ⇐⇒

√

(x2 + 4)(x2 + 1) = 2 ⇐⇒

⇐⇒ (x2 + 4)(x2 + 1) = 4 ⇐⇒ x2(x2 + 5) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Ответ : {0}.
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Задача 9. Решите уравнение

√
x + 1 =

√
3x + 12−

√
4x + 13 . (7)

Решение. Уравнение (7) приведём к виду
√

x + 1 +
√

4x + 13 =
√

3x + 12 ,

добиваясь тем самым, чтобы в обеих частях уравнения были расположе-
ны неотрицательные выражения при условии их существования. Тогда
уравнение (7) равносильно системе уравнений











x + 1 > 0,

4x + 13 > 0,

x + 1 + 2
√

(x + 1)(4x + 13) + 4x + 13 = 3x + 12

⇐⇒

⇐⇒











x + 1 > 0,

4(x + 1) + 9 > 0,
√

(x + 1)(4x + 13) = − (x + 1)

⇐⇒

⇐⇒











x + 1 > 0,

x + 1 6 0,

(x + 1)(4x + 13) = (x + 1)2
⇐⇒ x + 1 = 0 ⇐⇒ x = − 1.

Ответ : { − 1}.
Задача 10. Решите уравнение

√
2x + 3 +

√
3x = 3

√
x + 1 . Ответ : {3}.

Задача 11. Решите уравнение

√
2x + 5 +

√
x − 1 = 8. (8)

Решение. Способ 1. Заметим, что x = 10 является корнем уравне-
ния (8):

√
2 · 10 + 5 +

√
10− 1 =

√
25 +

√
9 = 5 + 3 = 8.
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Докажем, что других корней у уравнения (8) нет.
Так как иррациональные функции

f1(x) =
√

2x + 5 ∀x ∈ [ − 2,5; + ∞)

и

f2(x) =
√

x − 1 ∀x ∈ [1; + ∞)

возрастают, то функция

f(x) = f1(x) + f2(x) ∀x ∈ [1; + ∞)

возрастает, как сумма возрастающих функций.

Значение f(10) =
√

25 +
√

9 = 8.

Итак, x = 10 — решение уравнения

f(x) = 8,

которое соответствует уравнению (8).
Других корней нет, так как графики функций, возрастающей f и

постоянной

ϕ(x) = 8 ∀x ∈ R,

если пересекаются, то только в одной точке.
Способ 2. Уравнение (8) равносильно системе











2x + 5 > 0,

x − 1 > 0,

2x + 5 + 2
√

(2x + 5)(x − 1) + x − 1 = 64

⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

2
√

(2x + 5)(x − 1) = − 3(x − 20)
⇐⇒

⇐⇒











x > 1,

x − 20 6 0,

4(2x + 5)(x − 1) = 9(x − 20)2
⇐⇒

{

1 6 x 6 20,

x2 − 372x + 3620 = 0
⇐⇒
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⇐⇒
{

1 6 x 6 20,

(x − 10)(x − 362) = 0
⇐⇒ x = 10. Ответ : {10}.

Задача 12. Решите уравнение:

a)
√

x − 2 +
√

x − 1 = 1; б)
√

x + 5 +
√

2x + 8 = 7;

в)
√

2x − 3 +
√

4x + 1 = 4; г) 2
√

x − 1 +
√

x + 3 = 2.

Ответ : а) {2}; б) {4}; в) {2}; г) {1}.

Задача 13. Решите уравнение

√
3x + 1 −

√
x + 4 = 1. (9)

Решение. Уравнение (9) приведём к виду
√

3x + 1 = 1 +
√

x + 4 ,

добиваясь тем самым, чтобы в обеих частях уравнения были расположе-
ны неотрицательные выражения при условии их существования.

Это уравнение равносильно уравнению

3x + 1 = (1 +
√

x + 4 )2 ⇐⇒ 3x + 1 = 1 + 2
√

x + 4 + x + 4 ⇐⇒

⇐⇒
√

x + 4 = x − 2 ⇐⇒
{

x − 2 > 0,

x + 4 = (x − 2)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 2,

x(x − 5) = 0
⇐⇒ x = 5. Ответ : {5}.

Задача 14. Решите уравнение:

а)
√

x + 2 −
√

x − 6 = 2; б)
√

x − 3 −
√

x + 1 + 2 = 0.

Ответ : а) {7}; б) {3}.

Задача 15. Решите уравнение

√
x + 3 −

√
7 − x = 2. (10)
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Решение. Способ 1. Уравнение (10) приведём к виду
√

x + 3 = 2 +
√

7 − x ,

добиваясь тем самым, чтобы в обеих частях уравнения были расположе-
ны неотрицательные выражения при условии их существования.

Это уравнение равносильно уравнению

x + 3 = (2 +
√

7 − x )2 ⇐⇒ x + 3 = 4 + 4
√

7 − x + 7 − x ⇐⇒

⇐⇒ 2
√

7− x = x − 4 ⇐⇒
{

x − 4 > 0,

4(7 − x) = (x − 4)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 4,

(x + 2)(x − 6) = 0
⇐⇒ x = 6.

Способ 2. Функция

f1(x) =
√

x + 3 ∀x ∈ [ − 3; + ∞)

возрастает, а функция

f2(x) =
√

7 − x ∀x ∈ ( −∞; 7]

убывает.
Следовательно, функция

f(x) = f1(x) − f2(x) ∀x ∈ [ − 3; 7]

возрастает, как разность возрастающей функции-уменьшаемого и убы-
вающей функции-вычитаемого.

В принятых обозначениях уравнение (10) будет иметь вид

f(x) = 2.

Значение f(6) = 2.

Следовательно, x = 6 — решение уравнения (10). Других корней
нет, так как графики возрастающей функции и постоянной функции (в
данном случае c(x) = 2 ∀x ∈ R), если пересекаются, то только в одной
точке.

Ответ : {6}.
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Задача 16. Решите уравнение

√
3x −

√
10 − x2 = 0. (11)

Решение. Способ 1. Уравнение (11) равносильно уравнению, у кото-
рого в левой и правой частях расположены неотрицательные выражения
при условии их существования,

√
3x =

√
10 − x2 ⇐⇒

{

3x > 0,

3x = 10− x2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

(x + 5)(x − 2) = 0
⇐⇒ x = 2.

Способ 2. Непосредственно подстановкой убеждаемся, что x = 2
является корнем уравнения (11).

Докажем, что других корней у уравнения (11) нет.
Уравнение (11) определено на отрезке [0;

√
10 ], так как

{

x > 0,

10− x2 > 0
⇐⇒

{

x > 0,

|x| 6
√

10
⇐⇒ 0 6 x 6

√
10 .

Функции

f1(x) =
√

3x и f2(x) =
√

10 − x2 ∀x ∈ [0;
√

10 ]

таковы, что f1 — возрастающая, а f2 — убывающая.
Тогда функция-разность

f(x) = f1(x) − f2(x) ∀x ∈ [0;
√

10 ]

является возрастающей.
Значение f(2) = 0.

Следовательно, x = 2 является корнем уравнения

f(x) = 0,

которое соответствует уравнению (11).
Это единственное решение, так как возрастающая функция имеет не

более одного нуля.

Ответ : {2}.
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Задача 17. Решите уравнение

√
3x =

√
4 − x2 . Ответ : {1}.

Задача 18. Решите уравнение

√
x2 + x − 2 +

√
x3 − 2x2 − 5x + 6 = 0. (12)

Решение. Сумма двух неотрицательных выражений равна нулю то-
гда и только тогда, когда оба слагаемых равны нулю. Поэтому уравнение
(12) равносильно системе

{√
x2 + x − 2 = 0,

√
x3 − 2x2 − 5x + 6 = 0

⇐⇒
{

x2 + x − 2 = 0,

x3 − 2x2 − 5x + 6 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x2 + x − 2 = 0,

(x − 3)(x2 + x − 2) = 0
⇐⇒ x2 + x − 2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x + 2)(x − 1) = 0 ⇐⇒
[

x = − 2,

x = 1.
Ответ : { − 2; 1}.

Задача 19. Решите уравнение

(16 − x2)
√

3 − x = 0. (13)

Решение. Левая часть уравнения (13) представляет произведение
двух выражений. Данное произведение равно нулю тогда и только то-
гда, когда хотя бы один из входящих в него сомножителей равен нулю,
а остальные при этом имеют смысл. Следовательно, уравнение (13) вы-
полняется в двух случаях:

{

16− x2 = 0,

3 − x > 0
⇔
{

(x + 4)(x − 4) = 0,

x 6 3
⇔











[

x = − 4,

x = 4,

x 6 3

⇔ x = −4;

3 − x = 0 ⇐⇒ x = 3.

Значит, x = − 4 и x = 3 — корни уравнения (13).

Ответ : { − 4; 3}.

45



§1. Уравнения с радикалами

Задача 20. Решите уравнение

(x2 − 1)
√

2x − 1 = 0. Ответ : {0,5; 1}.

Задача 21. Решите уравнение

x + 3√
x

= 4. (14)

Решение. Уравнение (14) имеет смысл при x > 0 и равносильно
уравнению

x + 3 = 4
√

x ⇐⇒ (
√

x )2 − 4
√

x + 3 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (
√

x − 1)(
√

x − 3) = 0 ⇐⇒
[√

x = 1,
√

x = 3
⇐⇒

[

x = 1,

x = 9.

Ответ : {1; 9}.
Задача 22. Решите уpавнение

2x
√

x +
4√

x3 − 1 = 0. (15)

Решение. Уpавнение (15) равносильно уравнению

2
( 4
√

x3
)2

+
4
√

x3 − 1 = 0 ⇐⇒
( 4
√

x3 + 1
)(

2
4
√

x3 − 1
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2
4√

x3 − 1 = 0 ⇐⇒ x =
(1

2

)

4
3 ⇐⇒ x =

3
√

4

4
. Ответ :

{ 3
√

4

4

}

.

Задача 23. Решите уpавнение

√
x + 4

√
x√

x − 4
√

x
= 3.

Решение. Уpавнение

√
x + 4

√
x√

x − 4
√

x
= 3 ⇐⇒

√
x + 4

√
x − 3

√
x + 3 4

√
x√

x − 4
√

x
= 0 ⇐⇒
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⇐⇒
√

x − 2 4
√

x
4
√

x
(

4
√

x − 1
) = 0 ⇐⇒

4
√

x
(

4
√

x − 2
)

4
√

x
(

4
√

x − 1
) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 4
√

x − 2 = 0 ⇐⇒ 4
√

x = 2 ⇐⇒ x = 24 ⇐⇒ x = 16.

Ответ : {16}.
Задача 24. Решите уравнение

√
6 − x − x2

2x − 5
=

√
6 − x − x2

x − 2
. (16)

Решение. Уравнение (16) равносильно уравнению

√
6 − x − x2

2x − 5
−

√
6 − x − x2

x − 2
= 0 ⇐⇒

√
6 − x − x2 (3 − x)

(x − 2)(2x − 5)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒
√

(2 − x)(x + 3) (3 − x)

(x − 2)(x − 2,5)
= 0 ⇐⇒ x = − 3. Ответ : {− 3}.

Задача 25. Решите уравнение

√

2 − |x| = x. (17)

Решение. Уравнение (17) равносильно системе
{

x > 0,

2 − |x| = x2
⇐⇒

{

x > 0,

2 − x = x2
⇐⇒

{

x > 0,

(x + 2)(x − 1) = 0,

а значит, x = 1. Ответ : {1}.
Задача 26. Решите уравнение

√
2 − x2 = |x| − 1. (18)

Решение. С учётом того, что

x2 = |x|2 ∀x ∈ R,

уравнение (18) равносильно системе
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{

|x| − 1 > 0,

2 − |x|2 = (|x| − 1)2
⇐⇒

{

|x| > 1,

2 |x|2 − 2 |x| − 1 = 0
⇐⇒

⇐⇒











|x| > 1,

(

|x| − 1 −
√

3

2

)(

|x| − 1 +
√

3

2

)

= 0
⇐⇒ |x| =

1 +
√

3

2
,

а значит, x = ± 1 +
√

3

2
. Ответ :

{

± 1 +
√

3

2

}

.

Задача 27. Решите уравнение

√

|x2 − 1| + 1 = x. (19)

Решение. Левая часть уравнения (19) при любом x больше нуля,
поэтому x > 0. Уравнение (19) равносильно системе

{

x > 0,

|x2 − 1| + 1 = x2
⇐⇒

{

x > 0,

|x2 − 1| = x2 − 1.

Используя формулу

|f(x)| = f(x) ⇐⇒ f(x) > 0,

получаем систему:
{

x > 0,

x2 − 1 > 0
⇐⇒

{

x > 0,

x2 > 1
⇐⇒

{

x > 0,

|x| > 1
⇐⇒

{

x > 0,

x > 1
⇐⇒ x > 1.

Ответ : [1; + ∞).

Задача 28. Решите уравнение

x2 =
√

4x2 − 4x + 1 + 3. (20)

Решение. Поскольку 4x2 − 4x + 1 = (2x − 1)2, то уравнение (20)
равносильно уравнению

x2 =
√

(2x − 1)2 + 3 ⇐⇒ x2 = |2x − 1| + 3 ⇐⇒ |2x − 1| = x2 − 3.
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На основании равносильностного перехода

|f(x)| = g(x) ⇐⇒











g(x) > 0,
[

f(x) = − g(x),

f(x) = g(x)

получаем, что уравнение (20) равносильно системе















x2 − 3 > 0,
[

2x − 1 = − (x2 − 3),

2x − 1 = x2 − 3

⇐⇒















x2 > 3,
[

x2 + 2x − 4 = 0,

x2 − 2x − 2 = 0

⇐⇒

⇐⇒















|x| >
√

3 ,

[
(

x − 1 +
√

3
)(

x − 1 −
√

3
)

= 0,

(

x + 1 +
√

5
)(

x + 1 −
√

5
)

= 0

⇐⇒
[

x = 1 +
√

3 ,

x = − 1−
√

5 ,

так как

∣

∣1 −
√

3
∣

∣ =
√

3 − 1 <
√

3 ,
∣

∣− 1 +
√

5
∣

∣ =
√

5 − 1 <
√

3 ,

ибо

1 < 2
√

3 ⇐⇒ 5 < 3+2
√

3+1 ⇐⇒
√

5 <
√

3+1 ⇐⇒
√

5−1 <
√

3 .

Ответ :
{

− 1 −
√

5 , 1 +
√

3
}

.

Задача 29. Решите уpавнение

√

7 −
√

x2 − 4x + 4 = x − 3. (21)

Решение. Так как

√
x2 − 4x + 4 =

√

(x − 2)2 = |x − 2| ∀x ∈ R,

то уравнение (21) равносильно уравнению
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√

7 − |x − 2| = x − 3 ⇐⇒
{

x − 3 > 0,

7 − |x − 2| = (x − 3)2.

Поскольку при x − 3 > 0 разность x − 2 = (x − 3) + 1 > 0, то

модуль |x − 2| = x − 2, а уравнение (21) равносильно системе

{

x > 3,

7 − (x − 2) = (x − 3)2
⇐⇒

{

x > 3,

x(x − 5) = 0
⇐⇒ x = 5.

Ответ : {5}.

Задача 30. Решите уpавнение:

a) 2 +
√

3 −
√

x2 − 2x + 1 = x; б) x +
√

3 −
√

x2 − 6x + 9 = 2;

в)
√

6 −
√

x2 + 4x + 4 − x = 2.

Ответ : а) {3}; б) {1}; в) {0}.

Задача 31. Решите уpавнение

x +
√

7 +
√

x2 − 6x + 9 = 4.

Решение. Так как

√
x2 − 6x + 9 =

√

(x − 3)2 = |x − 3|,

то

x +
√

7 + |x − 3| = 4 ⇐⇒
√

7 + |x − 3| = 4 − x ⇐⇒

⇐⇒
{

4 − x > 0,

7 + |x − 3| = (4 − x)2
⇐⇒

{

x 6 4,

|x − 3| = x2 − 8x + 9.

Раскрывая модуль, получаем две системы. Первая система

{

x 6 3,

3 − x = x2 − 8x + 9
⇐⇒

{

x 6 3,

x2 − 7x + 6 = 0
⇐⇒
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⇐⇒
{

x 6 3,

(x − 1)(x − 6) = 0
⇐⇒











x 6 3,
[

x = 1,

x = 6

⇐⇒ x = 1.

Вторая система
{

3 < x 6 4,

x − 3 = x2 − 8x + 9
⇐⇒

{

3 < x 6 4,

x2 − 9x + 12 = 0
⇐⇒

⇐⇒











3 < x 6 4,

(

x − 9 −
√

33

2

)(

x − 9 +
√

33

2

)

= 0
⇐⇒































3 < x 6 4,











x =
9 −

√
33

2
,

x =
9 +

√
33

2

не имеет решений, так как

9 +
√

33

2
>

9 +
√

25

2
= 7 > 4,

9 −
√

33

2
<

9 −
√

25

2
= 2 < 3.

Ответ : {1}.

Задача 32. Решите уpавнение

x +
√

3 +
√

x2 − 2x + 1 = 4. Ответ : {2}.

Задача 33. Решите уравнение

|1 − x| −
√

x2 + 4x + 4 = |x + 3|. (22)

Решение. Поскольку
√

x2 + 4x + 4 =
√

(x + 2)2 = |x + 2| ∀x ∈ R,

то уравнение (22) равносильно уравнению

|x − 1| − |x + 2| − |x + 3| = 0. (23)

Раскрывая модули, устанавливаем, что уравнение (23) равносильно
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совокупности четырёх систем.
Первая система

{

x 6 − 3,

− x + 1 + x + 2 + x + 3 = 0
⇐⇒

{

x 6 − 3,

x = − 6
⇐⇒ x = − 6.

Вторая система
{

− 3 < x 6 − 2,

− x + 1 + x + 2 − x − 3 = 0
⇐⇒

{ − 3 < x 6 − 2,

x = 0

не имеет решений.
Третья система

{

− 2 < x 6 1,

− x + 1 − x − 2 − x − 3 = 0
⇐⇒







− 2 < x 6 1,

x = − 4

3

⇐⇒ x = − 4

3
.

Четвёртая система
{

x > 1,

x − 1 − x − 2 − x − 3 = 0
⇐⇒

{

x > 1,

− x − 6 = 0
⇐⇒

{

x > 1,

x = − 6

не имеет решений.

Ответ :
{

− 6, − 1
1

3

}

.

Задача 34. Решите уравнение:

а)
√

x2 + 4x + 4 + |x − 3| = 5; б)
√

x2 − 2x + 1 +
√

x2 + 2x + 1 = 2;

в)
√

x2 + 2x + 1 +
√

x2 − 4x + 4 = 3.

Ответ : а) [ − 2; 3]; б) [ − 1; 1]; в) [ − 1; 2].

Задача 35. Решите уравнение

1 +
√

1 + x
√

x2 − 24 = x. (24)

Решение. Уравнение (24) равносильно уравнению
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√

1 + x
√

x2 − 24 = x − 1 ⇐⇒
{

x − 1 > 0,

1 + x
√

x2 − 24 = (x − 1)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

1 + x
√

x2 − 24 = x2 − 2x + 1
⇐⇒

{

x > 1,

x
√

x2 − 24 = x(x − 2)
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,
√

x2 − 24 = x − 2
⇐⇒











x > 1,

x − 2 > 0,

x2 − 24 = (x − 2)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 2,

x2 − 24 = x2 − 4x + 4
⇐⇒

{

x > 2,

4x = 28
⇐⇒ x = 7.

Ответ : {7}.

Задача 36. Решите уравнение

√
x +

√

x −
√

1 − x = 1. (25)

Решение. Уравнение (25) равносильно уравнению

√

x −
√

1 − x = 1 −√
x ⇐⇒

{

1 −√
x > 0,

x −
√

1 − x =
(

1 −√
x
)2

⇐⇒

⇐⇒
{√

x − 1 6 0,
√

1 − x = 2
√

x − 1
⇐⇒















√
x − 1 6 0,

2
√

x − 1 > 0,

1 − x =
(

2
√

x − 1
)2

⇐⇒

⇐⇒
{

0,5 6
√

x 6 1,

4
√

x − 5x = 0
⇐⇒

{

0,5 6
√

x 6 1,
√

x
(

4 − 5
√

x
)

= 0
⇐⇒

⇐⇒ √
x = 0,8 ⇐⇒ x = 0,64.

Ответ : {0,64}.
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Задача 37. Решите уравнение

√
x − 1 −

√

x + 3 − 4
√

x − 1 = 2.

Решение. Выделяя полный квадрат1, получим:

√

(√
x − 1

)2 − 4
√

x − 1 + 4 =
√

x − 1 − 2 ⇐⇒

⇐⇒
√

(√
x − 1 − 2

)2
=

√
x − 1− 2 ⇐⇒

∣

∣

√
x − 1− 2

∣

∣ =
√

x − 1− 2.

Используя формулу

|f(x)| = f(x) ⇐⇒ f(x) > 0,

имеем:
√

x − 1− 2 > 0 ⇐⇒
√

x − 1 > 2 ⇐⇒ x − 1 > 4 ⇐⇒ x > 5.

Ответ : [5; + ∞).

Задача 38. Решите уpавнение

√
3x2 − 6x + 7 + x2 = 2x + 7. (26)

Решение. Способ 1. Уpавнение (26) равносильно уравнению

√
3x2 − 6x + 7 = − x2 + 2x + 7 ⇐⇒

⇐⇒
{

− x2 + 2x + 7 > 0,

3x2 − 6x + 7 = ( − x2 + 2x + 7)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x2 − 2x − 7 6 0,

(x2 − 2x − 7)2 − 3(x2 − 2x − 7) − 28 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x2 − 2x − 7 6 0,

(x2 − 2x − 7 + 4)(x2 − 2x − 7− 7) = 0
⇐⇒

1Можно использовать подстановку
√

x − 1 = y.
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⇐⇒
{

x2 − 2x − 7 6 0,

(x + 1)(x − 3)((x2 − 2x − 7) − 7) = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x2 − 2x − 7 6 0,

(x + 1)(x − 3) = 0
⇐⇒

⇐⇒
{
(

x −
(

1 − 2
√

2
))(

x −
(

1 + 2
√

2
))

6 0,

(x + 1)(x − 3) = 0
⇐⇒

⇐⇒











1 − 2
√

2 6 x 6 1 + 2
√

2,
[

x = − 1,

x = 3

⇐⇒
[

x = − 1,

x = 3,

так как

2 − 2
√

2 < 0 ⇐⇒ 1− 2
√

2 < −1,

а

2− 2
√

2 < 0 ⇐⇒ 2 < 2
√

2 ⇐⇒ 3 < 1 + 2
√

2.

Способ 2. Подстановкой
√

3(x2 − 2x) + 7 = t, при которой

x2 − 2x =
1

3
(t2 − 7),

уравнение (26) приведём к квадратному уравнению

t +
1

3
(t2 − 7) − 7 = 0 ⇐⇒ t2 + 3t− 28 = 0 ⇐⇒ (t + 7)(t − 4) = 0.

Неотрицательным корнем является число 4.
Следовательно, уравнение (26) равносильно уравнению

√
3x2 − 6x + 7 = 4 ⇐⇒ 3x2 −6x+7 = 16 ⇐⇒ x2 −2x−3 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x + 1)(x − 3) = 0 ⇐⇒
[

x = − 1

x = 3.
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Способ 3. Пусть x2 − 2x = y. Тогда уравнение (26) приводим к
уравнению

√
3y + 7 = 7 − y ⇐⇒

{

7 − y > 0,

3y + 7 = (7 − y)2
⇐⇒

⇐⇒
{

y 6 7,

y2 − 17y + 42 = 0
⇐⇒

{

y 6 7,

(y − 3)(y − 14) = 0
⇐⇒ y = 3.

Уравнение (26) равносильно уравнению

x2 − 2x = 3 ⇐⇒ (x + 1)(x− 3) = 0 ⇐⇒
[

x = − 1

x = 3.
Ответ : {− 1; 3}.

Задача 39. Решите уравнение

√
x − 1 +

√

x − 2
√

x − 1 = 1. (27)

Решение. Подстановкой
√

x − 1 = t, при которой x = t2+1, урав-

нение (27) приводим к уравнению

t +
√

(t − 1)2 = 1 ⇐⇒ t + |t − 1| − 1 = 0.

Поскольку t > 0, то полученное уравнение равносильно совокуп-
ности двух систем:

{

0 6 t 6 1,

t − (t − 1) − 1 = 0
⇐⇒ 0 6 t 6 1;

{

t > 1,

t + (t − 1) − 1 = 0
⇐⇒

{

t > 1,

t = 1
⇐⇒ Ø.

Следовательно, уравнение (27) равносильно неравенству

0 6
√

x − 1 6 1 ⇐⇒
√

x − 1 6 1 ⇐⇒
{

x − 1 > 0,

x − 1 6 1
⇐⇒ 1 6 x 6 2.

Ответ : [1; 2].
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Задача 40. Решите уравнение

2 4
√

x − 2 + 3 =
√

x − 2 . (28)

Решение. Пусть 4
√

x − 2 = t. Тогда

2t + 3 = t2 ⇐⇒ t2 − 2t − 3 = 0 ⇐⇒ (t + 1)(t − 3) = 0.

Неотрицательным корнем является t = 3.
Уравнение (28) равносильно уравнению

4
√

x − 2 = 3 ⇐⇒ x − 2 = 34 ⇐⇒ x = 83. Ответ : {83}.

Задача 41. Решите уравнение

2x2 + 3x +
√

2x2 + 3x + 9 = 33. (29)

Решение. Квадратный трёхчлен

2x2 + 3x + 9 > 0 ∀x ∈ R,

так как коэффициент 2 при старшей степени x2 положительный, а дис-
криминант D = 9 − 72 = − 63 < 0.

Уравнение (29) имеет смысл при любом действительном x.

Заменой
√

2x2 + 3x + 9 = y, при которой 2x2 + 3x = y2 − 9,

иррациональное уравнение (29) приводим к квадратному уравнению

y2 − 9 + y = 33 ⇐⇒ y2 + y − 42 = 0 ⇐⇒ (y + 7)(y − 6) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

y = − 7,

y = 6.

Замена предполагает, что y > 0. Следовательно, уравнение (29)
равносильно уравнению

√
2x2 + 3x + 9 = 6 ⇐⇒ 2x2+3x+9 = 36 ⇐⇒ 2x2+3x−27 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (2x + 9)(x − 3) = 0 ⇐⇒
[

x = − 4,5,

x = 3.
Ответ :

{

−4,5; 3
}

.
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Задача 42. Решите уравнение

√
x2 + 5x + 3 +

√
x2 + 5x − 5 = 3. (30)

Решение. Так как

(x2 + 5x + 3) + (x2 + 5x − 5)

2
= x2 + 5x − 1 ∀x ∈ R,

то целесообразно использовать подстановку

x2 + 5x − 1 = t,

с помощью которой иррациональное уравнение (30) приводим к более
простому уравнению

√
t + 4 +

√
t − 4 = 3 ⇐⇒

(√
t + 4 +

√
t − 4

)2
= 32 ⇐⇒

⇐⇒











t + 4 > 0,

t − 4 > 0,

2
√

t2 − 16 = 9 − 2t

⇐⇒











t > 4,

9 − 2t > 0,

4(t2 − 16) = (9 − 2t)2
⇐⇒

⇐⇒
{

4 6 t 6 4,5,

36t = 145
⇐⇒ t =

145

36
.

Стало быть, уравнение (30) равносильно квадратному уравнению

x2 + 5x − 1 =
145

36
⇐⇒ 36x2 + 180x− 181 = 0,

корнями которого являются x =
− 15±

√
406

6
.

Ответ :
{ − 15 ±

√
406

6

}

.

Задача 43. Решите уравнение

√

x + 8 + 2
√

x + 7 +
√

x + 1 −
√

x + 7 = 4. (31)
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Решение. Так как при любом x > − 7

√

x + 8 + 2
√

x + 7 =
√

x + 7 + 2
√

x + 7 + 1 =
√

(
√

x + 7 + 1)2 =

= |
√

x + 7 + 1| =
√

x + 7 + 1,

то уравнение (31) равносильно уравнению

√
x + 7 +

√

x + 1 −
√

x + 7 = 3. (32)

Подстановкой
√

x + 7 = u уравнение (32) приводим к виду

u +
√

u2 − 6 − u = 3 ⇐⇒
√

u2 − u − 6 = 3 − u ⇐⇒

⇐⇒
{

3− u > 0,

u2 − u − 6 = (3 − u)2
⇐⇒

{

u 6 3,

5u = 15
⇐⇒ u = 3.

Следовательно,
√

x + 7 = 3 ⇐⇒ x + 7 = 9 ⇐⇒ x = 2. Ответ : {2}.

Задача 44. Решите уравнение

√

x + 3 − 4
√

x − 1 +
√

x + 8 − 6
√

x − 1 = 1. (33)

Решение. Положим, что
√

x − 1 = y > 0.

Откуда x = y2 + 1 при y > 0.

Тогда из уравнения (33) получим уравнение

√

y2 + 4 − 4y +
√

y2 + 9 − 6y = 1 ⇔
√

(y − 2)2 +
√

(y − 3)2 = 1 ⇔

⇐⇒ |y − 2| + |y − 3| = 1, (34)

которое будем решать при y > 0.

Поскольку y − 2 − (y − 3) = 1, то согласно формуле
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|f(x)| + |g(x)| = f(x) − g(x) ⇐⇒
{

f(x) > 0,

g(x) 6 0

уравнение (34) равносильно системе
{

y − 2 > 0,

y − 3 6 0
⇐⇒

{

y > 2,

y 6 3
⇐⇒ 2 6 y 6 3.

Следовательно, уравнение (33) равносильно двойному неравенству

2 6
√

x − 1 6 3 ⇐⇒ 4 6 x − 1 6 9 ⇐⇒ 5 6 x 6 10.

Ответ : [5; 10].

Задача 45. Решите уравнение

√
x2 + x + 4 +

√
x2 + x + 1 =

√
2x2 + 2x + 9 . (35)

Решение. Подстановкой

x2 + x + 4 = y

уравнение (35) приводим к уравнению более простого вида

√
y +

√
y − 3 =

√
2y + 1 ⇐⇒

(√
y +

√
y − 3

)2
= 2y + 1 ⇐⇒

⇐⇒











y > 0,

y − 3 > 0,

y + 2
√

y(y − 3) + y − 3 = 2y + 1

⇐⇒











y > 0,

y > 3,
√

y(y − 3) = 2

⇐⇒

⇐⇒
{

y > 3,

y(y − 3) = 4
⇐⇒

{

y > 3,

(y + 1)(y − 4) = 0
⇐⇒ y = 4.

Тогда уравнение (35) равносильно уравнению

x2 + x + 4 = 4 ⇐⇒ x(x + 1) = 0 ⇐⇒
[

x = − 1,

x = 0.

Ответ : { − 1; 0}.
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Задача 46. Найдите сумму корней (или корень, если он один)
уравнения

3 ·
√

6x − 10

x
− 2 ·

√

x

6x − 10
= 5. (36)

Решение1. Пусть

√

6x − 10

x
= t. Тогда

√

x

6x − 10
=

1

t
(t > 0),

и уравнение (36) будет иметь вид

3t − 2 · 1

t
= 5 ⇐⇒ 3t2 − 5t − 2

t
= 0 ⇐⇒ (3t + 1)(t − 2)

t
= 0 ⇐⇒

⇐⇒





t = − 1

3
,

t = 2.

Так как t > 0, то t = 2.

Следовательно, уравнение (36) равносильно уравнению

√

6x − 10

x
= 2 ⇐⇒ 6x − 10

x
= 4 ⇐⇒ 6x − 10

x
− 4 = 0 ⇐⇒

1Если учесть равносильность

af(x) +
b

f(x)
= ac +

b

c
⇐⇒





f(x) = c,

f(x) =
b

ac

(abc 6= 0, b 6= ac2)

при a = 3, b = − 2, c = 2 и f(x) > 0, то относительно уравнения (36) имеем:

3 ·
√

6x − 10

x
+

− 2
√

6x − 10

x

= 3 · 2 +
− 2

2
⇐⇒

√

6x − 10

x
= 2.
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⇐⇒ 2x − 10

x
= 0 ⇐⇒ x = 5. Ответ : 5.

Задача 47. Решите уравнение

3
√

9 − x + 3
√

63 + x = 6. (37)

Решение. Способ 1. Пусть 3
√

9 − x = y. Тогда x = 9 − y3.

Уравнение (37) приведём к уравнению

y + 3
√

72− y3 = 6 ⇐⇒ 3
√

72− y3 = 6 − y.

Возведя обе части полученного уравнения в куб, перейдём к равно-
сильному квадратному уравнению

y2 − 6y + 8 = 0 ⇐⇒ (y − 2)(y − 4) = 0 ⇐⇒
[

y = 2,

y = 4.

Поскольку

3
√

9 − x = 2 ⇐⇒ 9 − x = 8 ⇐⇒ x = 1,

3
√

9 − x = 4 ⇐⇒ 9 − x = 64 ⇐⇒ x = − 55,

то решениями уравнения (37) будут числа − 55 и 1.

Способ 2. Обе части уравнения (37) возведём в куб и получим рав-
носильное уравнение

(

3
√

9 − x
)3

+ 3
(

3
√

9 − x
)2 · 3

√
63 + x + 3 3

√
9 − x ·

(

3
√

63 + x
)2

+

+
(

3
√

63 + x
)3

= 216 ⇐⇒

⇐⇒ 3
√

(9 − x)(63 + x) ·
(

3
√

9 − x + 3
√

63 + x
)

= 48.

Отсюда, учитывая уравнение (37), получаем новое уравнение

3
√

(9 − x)(63 + x) = 8. (38)

Обе части уравнения (38) возведём в куб и получим равносильное
уравнение
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(9 − x)(63 + x) = 512 ⇐⇒ x2 + 54x− 55 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x + 55)(x − 1) = 0 ⇐⇒
[

x = − 55,

x = 1.

Переход от уравнения (37) к уравнению (38) осуществлён при тех

значениях переменной x, при которых сумма 3
√

9 − x + 3
√

63 + x рав-
на 6. Поэтому любое решение уравнения (37) будет решением иррацио-
нального уравнения (38).

Однако не каждый корень уравнения (38) должен быть корнем
уравнения (37). Это следует из того, что уравнение (38) в своём задании
не предполагает равенства (37). Уравнение (38) лишь получено с учётом
уравнения (37). Поэтому необходима проверка.

При x = − 55 выражение 3
√

9 − x + 3
√

63 + x принимает значение
равное 6.

Значит, − 55 — корень уравнения (37).

При x = 1 выражение 3
√

9 − x + 3
√

63 + x принимает значение 6.

Значит, 1 — корень уравнения (37).
Следовательно, решениями уравнения (37) будут числа − 55 и 1.

Ответ : { − 55; 1}.
Задача 48. Решите уравнение

3

√

2x

x2 − 15
+

3

√

x2 − 15

2x
=

5

2
. (39)

Решение. Пусть 3

√

2x

x2 − 15
= t. Тогда

t +
1

t
=

5

2
⇐⇒ t +

1

t
= 2 +

1

2
⇐⇒





t = 2,

t =
1

2
.

Уравнение (39) равносильно совокупности двух уравнений:

3

√

2x

x2 − 15
= 2 ⇐⇒ 2x

x2 − 15
= 8 ⇐⇒ 2x − 8x2 + 120

x2 − 15
= 0 ⇐⇒
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§1. Уравнения с радикалами

⇐⇒ x =
1 ±

√
961

8
;

3

√

2x

x2 − 15
=

1

2
⇐⇒ 2x

x2 − 15
=

1

8
⇐⇒ 16x − x2 + 15

x2 − 15
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ x = 8±
√

79 . Ответ :
{

8 ±
√

79 ,
1 ±

√
961

8

}

.

Задача 49. Решите уравнение

3
√

x − 2 +
√

x + 1 = 3. (40)

Решение. Введём новые переменные

u = 3
√

x − 2 , v =
√

x + 1 .

Тогда из уравнения (40) следует равенство

u + v = 3.

Кроме этого

u3 − v2 =
(

3
√

x − 2
)3 −

(√
x + 1

)2
= x − 2 − (x + 1) = − 3.

Следовательно, u и v такие, что
{

u + v = 3,

u3 − v2 = − 3
⇐⇒

{

v = 3 − u,

u3 − (3 − u)2 = − 3
⇐⇒

⇐⇒
{

v = 3 − u,

u3 − u2 + 6u− 6 = 0
⇐⇒

{

v = 3 − u,

(u − 1)(u2 + 6) = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

v = 3 − u,

u = 1.
⇐⇒

{

u = 1,

v = 2.

Из равенства 3
√

x − 2 = u при u = 1 получаем уравнение (можно

рассмотреть равенство
√

x + 1 = v при v = 2)

3
√

x − 2 = 1 ⇐⇒ x − 2 = 1 ⇐⇒ x = 3. Ответ : {3}.
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Задача 50. Решите уравнение

4
√

17− x + 4
√

80 + x = 5. (41)

Решение. Пусть

4
√

17− x = u, 4
√

80 + x = v.

Тогда u > 0 и v > 0, а сумма

u4 + v4 = 17− x + 80 + x = 97.

Из уравнения (41) следует система

{

u + v = 5,

u4 + v4 = 97.
(42)

Уравнение

u4 + v4 = 97 ⇐⇒ (u2 + v2)2 − 2u2v2 = 97 ⇐⇒

⇐⇒
(

(u + v)2 − 2uv
)2 − 2u2v2 = 97.

Поэтому система (42) равносильна системе
{

u + v = 5,

(25 − 2uv)2 − 2u2v2 = 97
⇐⇒

{

u + v = 5,

(uv)2 − 50uv + 264 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

u + v = 5,

(uv − 6)(uv − 44) = 0
⇐⇒











{

u + v = 5,

uv = 6,
{

u + v = 5,

uv = 44.

Из первой системы
{

u + v = 5,

uv = 6

в соответствии с обратной теоремой Виета следует, что u и v — корни
квадратного уравнения
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λ2 − 5λ + 6 = 0 ⇐⇒ (λ − 2)(λ − 3) = 0 ⇐⇒
[

λ = 2,

λ = 3.

То есть u = 2, v = 3 и u = 3, v = 2.

Из второй системы
{

u + v = 5,

uv = 44

в соответствии с обратной теоремой Виета следует, что u и v — корни
квадратного уравнения

λ2 − 5λ + 44 = 0.

Но дискриминант D = 25 − 176 = − 151 < 0, а значит, у этого
уравнения нет корней.

Итак, решениями системы (42) будут две пары чисел (2, 3) и (3, 2).

Уравнение (41) равносильно совокупности двух систем:

{ 4
√

17− x = 2,

4
√

80 + x = 3
⇐⇒

{

17− x = 16,

80 + x = 81
⇐⇒ x = 1;

{ 4
√

17 − x = 3,

4
√

80 + x = 2
⇐⇒

{

17− x = 81,

80 + x = 16
⇐⇒ x = − 64.

Ответ : { − 64; 1}.

Задача 51. Решите уpавнение

4

√

x + 1

3 − x
+ 4

√

3 − x

x + 1
= 2,5. (43)

Решение. Согласно формуле

af(x) +
b

f(x)
= ac +

b

c
⇐⇒





f(x) = c,

f(x) =
b

ac

(abc 6= 0, b 6= ac2)

при a = 1, b = 1, c = 2 и f(x) > 0, иррациональное уравнение (43)
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равносильно уравнению

4

√

x + 1

3 − x
+

1

4

√

x + 1

3 − x

= 2 +
1

2
⇐⇒













4

√

x + 1

3 − x
=

1

2
,

4

√

x + 1

3 − x
= 2

⇐⇒

⇐⇒











x + 1

3 − x
=

1

16
,

x + 1

3 − x
= 16

⇐⇒











17x + 13

16(3− x)
= 0,

17x − 47

16(3− x)
= 0

⇐⇒











x 6= 3,
[

17x + 13 = 0,

17x − 47 = 0

⇐⇒

⇐⇒



























x 6= 3,








x = − 13

17
,

x =
47

17

⇐⇒









x = − 13

17
,

x =
47

17
.

Ответ :
{

− 13

17
,
47

17

}

.

Задача 52. Решите уравнение

x2 +
√

x − 2 = 3. (44)

Решение. Уравнение (44) имеет смысл при x > 2.

Функции

s(x) =
√

x − 2 ∀x ∈ [2; + ∞) и g(x) = x2 ∀x ∈ R

возрастают на полуоткрытом числовом луче [2; +∞). Значит, функция-
сумма

f(x) = s(x) + g(x) ∀x ∈ [2; + ∞)

является возрастающей.

Из того, что f(2) = 4, следует оценка

f(x) > 4 ∀x ∈ [2; + ∞).
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§1. Уравнения с радикалами

Следовательно, уравнение f(x) = 3 не имеет решений.

В принятых обозначениях уравнение (44) будет иметь вид

f(x) = 3,

и у него нет решений. Ответ : Ø.

Задача 53. Решите уравнение

x2 + x +
√

x − 2 = 6. (45)

Решение. Способ 1. Непосредственно подстановкой убеждаемся,
что x = 2 является корнем уравнения (45).

Докажем, что других корней у уравнения (45) нет.
Уравнение (45) имеет смысл при x > 2.
Функции

s(x) =
√

x − 2 ∀x ∈ [2; + ∞) и g(x) = x2 + x ∀x ∈ R

возрастают на полуоткрытом числовом луче [2; + ∞).
Значит, функция-сумма

f(x) = s(x) + g(x) ∀x ∈ [2; + ∞)

является возрастающей1.
В принятых обозначениях уравнение (45) имеет вид

f(x) = 6.

Значение2 f(2) = 6.

Итак, x = 2 — решение уравнения (45).
Других корней нет, так как график возрастающей функции и график

постоянной функции (в данном случае c(x) = 6 ∀x ∈ R) пересекаются
не более чем в одной точке.

Способ 2. Подстановкой
√

x − 2 = y, при которой x = y2 + 2,
уравнение (45) приводим к уравнению

1То, что функция f возрастает, можно установить, исходя из непрерывности
функции f и того, что производная

f ′(x) = 2x + 1 +
1

2
√

x − 2
∀x ∈ (2; + ∞)

является положительной функцией.
2Заметим, что 6 — наименьшее значение функции f, которое она принимает

при x = 2.
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y4 + 5y2 + y = 0 ⇐⇒ y(y3 + 5y + 1) = 0,

которое при y > 0 имеет единственный корень y = 0, так как

y3 + 5y + 1 > 0 ∀y ∈ [0; + ∞).

Следовательно, уравнение (45) равносильно уравнению
√

x − 2 = 0 ⇐⇒ x − 2 = 0 ⇐⇒ x = 2. Ответ : {2}.

Задача 54. Решите уравнение

√
x2 + 4 +

√
x2 + 1 = 3 − 5x2. (46)

Решение. Для выражений, расположенных в левой части уравнения
(46), имеют место оценки:

√
x2 + 4 > 2 ∀x ∈ R и

√
x2 + 1 > 1 ∀x ∈ R,

из которых следует, что левая часть
√

x2 + 4 +
√

x2 + 1 > 3 ∀x ∈ R.

В то же время выражение, расположенное в правой части,

3 − 5x2 6 3 ∀x ∈ R.

Следовательно, равенство (46) возможно только в том случае, когда
обе его части равны 3, то есть

{√
x2 + 4 +

√
x2 + 1 = 3,

3 − 5x2 = 3
⇐⇒ x = 0. Ответ : {0}.

Задача 55. Решите уравнение

√
x − 1 = x2 + x. (47)

Решение. Уравнение (47) равносильно уравнению

x2 + x + 1 −√
x = 0.

Рассмотрим функцию
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f(x) = x2 + x + 1 −√
x ∀x ∈ [0; + ∞).

В принятых обозначениях уравнение будет иметь вид

f(x) = 0.

Поэтому корнями уравнения (47) будут нули функции f.

Если 0 6 x < 1, то 0 6
√

x < 1 и

f(x) = x2 + x +
(

1 −√
x
)

> 0 ∀x ∈ [0; 1).

Если x > 1, то
√

x > 1 и

f(x) = x2 + 1 +
√

x
(√

x − 1
)

> 2 ∀x ∈ [1; + ∞).

Следовательно,

f(x) > 0 ∀x ∈ [0; + ∞),

а значит, у функции f нет нулей.
Стало быть, уравнение (47) не имеет решений. Ответ : Ø.

Задача 56. Определите число корней уравнения

5 − x = (x + 2)
√

x − 1 . (48)

Решение. Уравнение (48) имеет смысл при x > 1.
Рассмотрим функции

f(x) = 5 − x ∀x ∈ [1; + ∞)

и

g(x) = (x + 2)
√

x − 1 ∀x ∈ [1; + ∞).

Тогда уравнение (48) будет иметь вид

f(x) = g(x).

Отсюда следует, что уравнение (48) имеет столько корней, в сколь-
ких точках пересекаются графики функций f и g.

Функция f — непрерывная убывающая, так как является сужени-
ем линейной функции

l(x) = − x + 5 ∀x ∈ R
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с отрицательным угловым коэффициентом k = − 1.
Множество значений

E(f) = ( −∞; f(1)] = ( −∞; 4].

Функция g возрастает и непрерывна, как произведение непрерыв-
ных, неотрицательных и возрастающих функций

g1(x) = x + 2 и g2(x) =
√

x − 1, D(g1) = D(g2) = [1; + ∞).

Множество значений

E(g) = [g(1); + ∞) = [0; + ∞).

Числовые промежутки (−∞; 4] и [0; +∞) пересекаются, а значит,
пересекаются графики функций f и g.

Поскольку функция f убывает, а функция g возрастает, то их гра-
фики пересекаются только в одной точке.

Таким образом, уравнение (48) имеет один корень. Ответ : 1.

Задача 57. Определите число корней уравнения

1 + x = (5 − x)
√

x − 4 . (49)

Решение. Уравнение (49) имеет смысл при x > 4.
Пусть

f(x) = 1 + x ∀x ∈ [4; + ∞),

а

g(x) = (5 − x)
√

x − 4 ∀x ∈ [4; + ∞).

Тогда уравнение (49) будет иметь вид

f(x) = g(x).

Функция f возрастает, как сужение линейной функции

l(x) = x + 1, D(l) = R,

с положительным угловым коэффициентом k = 1.
Множество значений

E(f) = [f(4); + ∞) = [5; + ∞).

Производная функция
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g′(x) = −
√

x − 4 +
5 − x

2
√

x − 4
=

− 2(x − 4) + 5 − x

2
√

x − 4
= − 3x − 13

2
√

x − 4

определена на открытом числовом луче (4; +∞) и обращается в нуль в

единственной точке x = 4
1

3
.

Следовательно, непрерывная функция g имеет одну точку экстре-

мума x = 4
1

3
, которая является точкой максимума, ибо при переходе

через эту точку производная меняет знак с плюса на минус.
Наибольшее значение

max
[4;+∞)

g(x) = g
(

4
1

3

)

=
2
√

3

9
.

Множество значений E(g) =

(

−∞;
2
√

3

9

]

.

Числовые промежутки [5; +∞) и
(

−∞;
2
√

3

9

]

не пересекаются.

Поэтому график функции f не пересекает график функции g, а урав-
нение (49) не имеет корней. Ответ : Ø.

Задача 58. Если x0 — корень уравнения
√

6 + x −
√

4 − x = 2, (50)

то значение выражения x0

(

x0 − 7
)

равно:

1) − 33

4
; 2) − 12; 3) 8; 4) 18; 5) − 10.

Решение. Способ 1. Заметим, что 3 является корнем иррациональ-
ного уравнения (50):

√
6 + 3 −

√
4 − 3 =

√
9 −

√
1 = 3 − 1 = 2.

Уравнение (50) имеет смысл при
{

6 + x > 0,

4 − x > 0
⇐⇒

{

x > − 6,

x 6 4
⇐⇒ − 6 6 x 6 4.
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Рассмотрим функцию

f(x) =
√

6 + x −
√

4 − x ∀x ∈ [ − 6; 4].

Так как функция

f1(x) =
√

6 + x ∀x ∈ [ − 6; 4]

возрастает, а функция

f2(x) =
√

4 − x ∀x ∈ [ − 6; 4]

убывает, то функция f возрастает.

Поэтому уравнение (50), если имеет решения, то только одно.

Следовательно, x0 = 3.

Тогда выражение

x0

(

x0 − 7
)

= 3(3 − 7) = − 12.

Способ 2. Уравнение (50) равносильно уравнению
√

6 + x = 2 +
√

4 − x ⇐⇒ 6 + x =
(

2 +
√

4 − x
)2 ⇐⇒

⇐⇒ 6 + x = 4 + 4
√

4 − x + 4 − x ⇐⇒ 2
√

4 − x = x − 1 ⇐⇒

⇐⇒ 2
√

4 − x = x − 1 ⇐⇒
{

x − 1 > 0,

4(4 − x) = (x − 1)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

x2 + 2x − 15 = 0
⇐⇒

{

x > 1,

(x + 5)(x − 3) = 0
⇐⇒ x = 3.

Следовательно, x0 = 3.

Тогда выражение

x0

(

x0 − 7
)

= 3(3 − 7) = − 12.

Способ 3. Уравнение

x0

(

x0 − 7
)

= − 12 ⇐⇒ x2
0 − 7x0 + 12 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x0 − 3)(x0 − 4) = 0 ⇐⇒
[

x0 = 3,

x0 = 4.
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Подставляя x = 3 в уравнение (50), получаем верное равенство:
√

6 + 3 −
√

4 − 3 = 2.

Значит, x = 3 — корень уравнения (50), а выражение

x0

(

x0 − 7
)

= − 12. Ответ : 2).

Задача 59. Решите уравнение

2
√

x + 18 +
√

4x − 3 = 15. (51)

В ответ запишите корень или сумму корней.

Решение. Способ 1. Уравнение

2
√

x + 18 +
√

4x − 3 = 15 ⇐⇒ 2
√

x + 18 = 15−
√

4x − 3 ⇐⇒

⇐⇒
{

15−
√

4x − 3 > 0,

4(x + 18) = 225− 30
√

4x − 3 + 4x − 3
⇐⇒

⇐⇒
{√

4x − 3 6 15,

30
√

4x − 3 = 150
⇐⇒

{√
4x − 3 6 15,

√
4x − 3 = 5

⇐⇒

⇐⇒
√

4x − 3 = 5 ⇐⇒ 4x − 3 = 25 ⇐⇒ x = 7.

Способ 2. Заметим, что x = 7 — корень уравнения (51).
Функция

y(x) = 2
√

x + 18 +
√

4x − 3 ∀x ∈
[ 3

4
; + ∞

)

является возрастающей. А поэтому значение 15 она принимает только
один раз — при x = 7.

Следовательно, x = 7 — единственный корень уравнения (51).

Ответ : 7.

Задача 60. Увеличенная в 7 раз сумма всех корней уравнения

√
9x − 32−

√

2(x − 3) =
√

x + 2 (52)

равна...
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Решение. Уравнение (52) равносильно уравнению
√

9x − 32 =
√

2(x − 3) +
√

x + 2 ⇐⇒

⇐⇒ 9x − 32 = 2(x − 3) + 2
√

2(x − 3)
√

x + 2 + x + 2 ⇐⇒

⇐⇒ 3x − 14 =
√

2(x − 3)
√

x + 2 ⇐⇒

⇐⇒























2(x − 3) > 0,

x + 2 > 0,

3x − 14 > 0,

(3x − 14)2 = 2(x − 3)(x + 2)

⇐⇒































x > 3,

x > − 2,

x > 4
2

3
,

7x2 − 82x + 208 = 0

⇐⇒

⇐⇒















x > 4
2

3
,

7
(

x − 26

7

)

(x − 8) = 0

⇐⇒







x > 4
2

3
,

x − 8 = 0

⇐⇒ x = 8.

Следовательно, увеличенная в 7 раз сумма всех корней уравнения
(52) равна 8 · 7 = 56. Ответ : 56.

Задача 61. Среднее арифметическое корней уравнения

2x2 + 3x − 5
√

2x2 + 3x + 9 = − 3 (53)

равно:

1) 2,5; 2) − 0,75; 3) − 1,5; 4) правильный ответ не указан.

Решение. Уравнение (53) равносильно уравнению

2x2 + 3x + 9 − 5
√

2x2 + 3x + 9 − 6 = 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

2x2 + 3x + 9 + 1
)(√

2x2 + 3x + 9 − 6
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
[√

2x2 + 3x + 9 = − 1,
√

2x2 + 3x + 9 = 6
⇐⇒

√
2x2 + 3x + 9 = 6 ⇐⇒
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§1. Уравнения с радикалами

⇐⇒ 2x2 + 3x + 9 = 36 ⇐⇒ 2x2 + 3x − 27 = 0.

По теореме Виета, сумма корней полученного квадратного уравне-
ния равна − 1,5.

Тогда среднее арифметическое корней уравнения (53) равно

− 1,5 : 2 = − 0,75. Ответ : 2).

Задача 62. Решите уравнение

√
9x2 − 30x + 25 − 2x =

√
x2 + 4x + 4 .

а)
7

4
; б) 0; в)

1

2
; г)

5

3
; д) − 2.

Решение. Задача облегчается тем, что под радикалами имеем пол-

x-2 5
3

I II III

Рис. 1

ные квадраты, и, следовательно, уравнение можно
переписать в виде |3x − 5| − 2x = |x + 2| или
|x + 2| − |3x − 5| = − 2x. Это уравнение реша-
ется методом числовых промежутков (рис. 1).

I. Если x < − 2, то

|x + 2| = − (x + 2), |3x − 5| = − (3x − 5),

и приходим к уравнению

− x − 2 + 3x − 5 = − 2x.

Отсюда x =
7

4
— посторонний корень, так как он не удовлетворяет

условию
7

4
< − 2.

II. − 2 6 x <
5

3
. При этом условии получаем уравнение

x + 2 + 3x − 5 = − 2x.

Отсюда x =
1

2
— корень, так как

1

2
∈
[

− 2;
5

3

)

.

III. x >
5

3
. Имеем
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x + 2 − 3x + 5 = − 2x ⇐⇒ 0 · x = 7.

Это уравнение не имеет корней. Ответ : в).

Задача 63. Какое из чисел отличается менее чем на
1

4
от кор-

ня уравнения

√
x2 + x + 4 +

√
x2 + x + 1 =

√
2x2 + 2x + 9 : (54)

1) − 5

6
; 2) − 2

3
; 3)

1

3
; 4)

5

6
; 5) − 4

7
?

Решение. Пусть x2 + x + 1 = z. Тогда

√
z + 3 +

√
z =

√
2z + 7 ⇐⇒ z + 3 + 2

√
z + 3 · √z + z = 2z + 7 ⇐⇒

⇐⇒
√

z + 3 · √z = 2 ⇐⇒











z + 3 > 0,

z > 0,

z(z + 3) = 4

⇐⇒

⇐⇒
{

z > 0,

z2 + 3z − 4 = 0
⇐⇒

{

z > 0,

(z + 4)(z − 1) = 0
⇐⇒ z = 1.

Значит, уравнение (54) равносильно уравнению

x2 + x + 1 = 1 ⇐⇒ x2 + x = 0 ⇐⇒ x(x + 1) = 0 ⇐⇒
[

x = − 1,

x = 0.

Поскольку

∣

∣

∣
− 1−

(

− 5

6

)∣

∣

∣
=

1

6
<

1

4
,
∣

∣

∣
0 −

(

− 5

6

)∣

∣

∣
=

5

6
>

1

4
,

то − 5

6
отличается менее чем на

1

4
от корня x = − 1 уравнения (54).

Остальные числа − 2

3
,

1

3
,

5

6
и − 4

7
отличаются от каждого корня

уравнения (54) более чем на
1

4
. Ответ : 1).
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§1. Уравнения с радикалами

Задача 64. Число различных корней уравнения
√√

11x2 + 1 − 2x = x − 1 (55)

равно:

1) 1; 2) 3; 3) 5; 4) 4; 5) 2.

Решение. Уравнение (55) равносильно системе
{

x − 1 > 0,
√

11x2 + 1 − 2x = (x − 1)2
⇐⇒

{

x > 1,
√

11x2 + 1 = x2 + 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

11x2 + 1 = x4 + 2x2 + 1
⇐⇒

{

x > 1,

x4 − 9x2 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

x2(x − 3)(x + 3) = 0
⇐⇒ x − 3 = 0 ⇐⇒ x = 3.

Следовательно, число корней равно 1. Ответ : 1).

Задача 65. Решите уравнение

(

1 +
√

x
)

(x2 + 3x + 2)

(x − 1)(x2 − 16)
·
√

x2 − 7x + 12 = 0

и укажите число его корней.

а) 0; б) 1; в) 2; г) 3; д) 4.

Решение. Рассматривая данное уравнение как дробное, заключаем,
что его корни должны находиться среди корней числителя и при этом не
обращать в нуль знаменатель.

1) 1 +
√

x в нуль не обращается.

2) x2 + 3x + 2 = 0 при x = − 1 и x = − 2.

3) x2 − 7x + 12 = 0 при x = 3 и x = 4.

Корень x = 4 — посторонний, поскольку при этом x2−16 = 0. Так
как уравнение содержит радикалы, то найденные корни должны принад-
лежать области определения этих радикалов. Корни x = −1 и x = −2
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не удовлетворяют условию x > 0, т.е.
√

x не определён при этих зна-
чениях x.

Остался один корень x = 3. Ответ : б).

Задача 66. Пара чисел (x0, y0) является решением уравнения

(3 + 2y − y2)
√

x = y − 3. (56)

Найдите наименьшее значение выражения

(y0 + 1)2 + x0. (57)

1) 0; 2) 1; 3) 2; 4) 5.

Решение. Уравнение (56) равносильно уравнению

y − 3 + (y2 − 2y − 3)
√

x = 0 ⇐⇒ y − 3 + (y + 1)(y − 3)
√

x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (y − 3)
(

1 + (y + 1)
√

x
)

= 0.

Произведение двух выражений равно нулю тогда и только тогда, ко-
гда хотя бы один из сомножителей равен нулю, а произведение имеет
смысл.

Поэтому уравнение (56) равносильно совокупности, состоящей из
системы

{

x > 0,

y − 3 = 0
(58)

и уравнения

1 + (y + 1)
√

x = 0. (59)

Пусть выполняется система (58).
Тогда при x0 > 0, y0 = 3 выражение (57) имеет вид

16 + x0

и принимает наименьшее значение, равное 16, когда x0 = 0.
Пусть выполняется равенство (59).
Заметим, что пара чисел (x0, y0) является решением уравнения (59)

при условии x0 6= 0.
Следовательно, в уравнении (59) неизвестная x > 0, и оно равно-

сильно уравнению

y = − 1√
x
− 1.
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§1. Уравнения с радикалами

Если

x0 > 0, y0 = − 1√
x0

− 1,

то выражение (57) будет суммой двух положительных взаимно обратных
чисел

1

x0
+ x0.

Известно, что сумма двух положительных взаимно обратных чисел
не меньше двух и принимает наименьшее значение, равное 2, когда эти
числа равны единице. В данном случае при x0 = 1.

Следовательно, при выполнении равенства (59) наименьшим значе-
нием выражения (57) является число 2.

Итак, наименьшим значением выражения (57) будет

min{16; 2} = 2. Ответ : 3).

Задача 67. Решите систему уравнений

{√
x + y = 4,

y
√

x = − 21.

Решение. В соответствии с теоремой Виета y и
√

x должны быть
корнями приведённого квадратного уравнения

z2 − 4z − 21 = 0 ⇐⇒ (z + 3)(z − 7) = 0 ⇐⇒
[

z = − 3,

z = 7.

Учитывая, что
√

x > 0 ∀x ∈ [0; + ∞),

получаем:
{√

x + y = 4,

y
√

x = − 21
⇐⇒

{
√

x = 7,

y = − 3
⇐⇒

{

x = 49,

y = − 3.

Ответ : {(49, − 3)}.
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Задача 68. Решите систему уравнений

{√
x + y = 7,

y
√

x = − 18.

Ответ : {(81, − 2)}.

Задача 69. Решите систему уравнений

{√
x + y = 5,

2
√

x − y = − 2.
(60)

Решение. Система (60) равносильна системе
{√

x + 2
√

x = 5 + ( − 2),

2y − ( − y) = 2 · 5 − ( − 2)
⇐⇒

⇐⇒
{

3
√

x = 3,

3y = 12
⇐⇒

{
√

x = 1,

y = 4
⇐⇒

{

x = 1,

y = 4.

Ответ : {(1, 4)}.
Задача 70. Решите систему уравнений







5y + 4x =
√

16x2 − 25y2 ,

√
x + 8 = x + 2.

Решение. Второе уравнение системы

√
x + 8 = x + 2 ⇐⇒

{

x + 2 > 0,

x + 8 = x2 + 4x + 4
⇐⇒

⇐⇒
{

x > − 2,

x2 + 3x − 4 = 0
⇐⇒

{

x > − 2,

(x + 4)(x − 1) = 0
⇐⇒ x = 1.

При x = 1 первое уравнение системы примет вид
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5y + 4 =
√

16− 25y2 ⇐⇒
{

5y + 4 > 0,

25y2 + 40y + 16 = 16− 25y2
⇐⇒

⇐⇒







y > − 4

5
,

(5y + 4)y = 0

⇐⇒





y = − 4

5
,

y = 0.

Тогда решениями системы будут пары чисел
(

1, − 4

5

)

и (1, 0).

Ответ :
{(

1, − 4

5

)

, (1, 0)
}

.

Задача 71. Решите систему уравнений

{

4x + y =
√

16x2 − y2 ,

√
x + 15 = x + 3.

Ответ: {(1, − 4), (1, 0)}.

Задача 72. Решите систему уравнений

{
√

x2 + y2 +
√

2xy = 8
√

2 ,

√
x +

√
y = 4.

(61)

Решение. Уравнение

√
x +

√
y = 4 ⇐⇒











x > 0,

y > 0,

x + y + 2
√

xy = 16.

Тогда, умножив обе части первого уравнения системы (61) на
√

2 ,
составляем равносильную ей систему























x > 0,

y > 0,
√

2x2 + 2y2 + 2
√

xy = 16,

x + y + 2
√

xy = 16.

(62)
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Вычитая почленно из первого уравнения системы (62) второе урав-
нение, получим иррациональное уравнение

√

2x2 + 2y2 = x + y,

которое в силу условий x > 0 и y > 0 равносильно уравнению второй
степени

2x2 + 2y2 = (x + y)2 ⇐⇒ 2x2 + 2y2 = x2 + 2xy + y2 ⇐⇒

⇐⇒ x2 − 2xy + y2 = 0 ⇐⇒ (x − y)2 = 0 ⇐⇒ y = x.

Тогда система (62) равносильна системе











x > 0,

y = x,

x + y + 2
√

xy = 16

⇐⇒











x > 0,

y = x,

x = 4

⇐⇒
{

x = 4,

y = 4.

Ответ : {(4, 4)}.
Задача 73. Решите систему уравнений

{

4
√

x + y − 4
√

x − y = 2,

√
x + y −√

x − y = 8.
(63)

Решение. Пусть

4
√

x + y = u, а 4
√

x − y = v.

Тогда система (63) примет вид

{

u − v = 2,

u2 − v2 = 8
⇐⇒

{

u − v = 2,

(u − v)(u + v) = 8
⇐⇒

{

u − v = 2,

u + v = 4
⇐⇒

⇐⇒
{

(u − v) + (u + v) = 2 + 4,

(u + v) − (u − v) = 4 − 2
⇐⇒

{

u = 3,

v = 1.

Следовательно, система (63) равносильна системе
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{

4
√

x + y = 3,

4
√

x − y = 1
⇐⇒

{

x + y = 81,

x − y = 1
⇐⇒

{

x = 41,

y = 40.

Ответ : {(41, 40)}.
Задача 74. Решите систему уравнений

{

4
√

x + y + 4
√

x − y = 4,
√

x + y −√
x − y = 8.

Ответ : {(41, 40)}.

Задача 75. Решите систему уpавнений



























x − y
√

x2 − y2

√

1 − x2 + y2
= 2,

y − x
√

x2 − y2

√

1 − x2 + y2
=

7

4
.

(64)

Решение. Сложением и вычитанием уравнений систему (64) приво-
дим к равносильной системе



























(x + y)
(

1 −
√

x2 − y2
)

√

1 − x2 + y2
=

15

4
,

(x − y)
(

1 +
√

x2 − y2
)

√

1 − x2 + y2
=

1

4
.

(65)

Перемножим уравнения системы (65):

(x2 − y2)(1 − x2 + y2)

1 − x2 + y2
=

15

16
=⇒ x2 − y2 =

15

16
.

Тогда из первого уравнения системы (65) получаем, что

(x + y)

(

1−
√

15

4

)

1

4

=
15

4
⇐⇒ x + y =

15

4
(

4 −
√

15
) ⇐⇒
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⇐⇒ x + y =
15
(

4 +
√

15
)

4
.

Из второго уравнения системы (65) получаем1, что

(x − y)

(

1 +

√
15

4

)

1

4

=
1

4
⇐⇒ x − y =

1

4
(

4 +
√

15
) ⇐⇒

⇐⇒ x − y =
4 −

√
15

4
.

Следовательно, система (64) равносильна системе



















x + y =
15
(

4 +
√

15
)

4
,

x − y =
4 −

√
15

4

⇐⇒











x =
32 + 7

√
15

4
,

y = 7 + 2
√

15 .

Ответ :
{(

32 + 7
√

15

4
, 7 + 2

√
15

)}

.

Задача 76. Сумма x + y решений системы уравнений











√

x + 1

y
+

√

y

x + 1
= 2,

x + y = xy − 1

(66)

равна...
Решение. Учитывая, что y 6= 0, второе уравнение системы (66)

приводим к виду

x + 1 = y(x − 1) ⇐⇒ x + 1

y
= x − 1.

1Можно использовать, что x2 − y2 =
15

4
, а x + y =

15
(

4 +
√

15
)

4
.
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Тогда из первого уравнения системы (66) получаем уравнение1 :

√
x − 1 +

1√
x − 1

= 2 ⇐⇒
√

x − 1 = 1 ⇐⇒ x − 1 = 1 ⇐⇒ x = 2,

так как сумма двух взаимно обратных чисел не превышает двух, и равна
двум, когда эти числа равны единице.

1Уравнение можно решить с помощью равносильностного перехода

f(x) +
1

f(x)
= c +

1

c
⇐⇒





f(x) = c,

f(x) =
1

c
.

Уравнение можно решить и непосредственно:

√
x − 1 +

1√
x − 1

= 2 ⇐⇒
(√

x − 1
)2 − 2

√
x − 1 + 1√

x − 1
= 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

x − 1 − 1
)2

√
x − 1

= 0 ⇐⇒
√

x − 1 = 1 ⇐⇒ x − 1 = 1 ⇐⇒ x = 2.

Также можно использовать связь между средним арифметическим и средним

геометрическим положительных чисел a =
√

x − 1 и b =
1√

x − 1
, заключаю-

щуюся в том, что

a + b

2
>

√
ab ,

причём равенство имеет место лишь при b = a.
При этом учитывается, что

ab =
√

x − 1 · 1√
x − 1

= 1,

а b = a при
√

x − 1 = 1.
Заметим, что аналогичным образом решается первое уравнение системы (66):

√

x + 1

y
+

√

y

x + 1
= 2 ⇐⇒

√

x + 1

y
+

1
√

x + 1

y

= 2 ⇐⇒

⇐⇒
√

x + 1

y
= 1 ⇐⇒ x + 1

y
= 1.
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Теперь из того, что y =
x + 1

x − 1
, при x = 2 находим y = 3.

Итак, решением системы (66) будет упорядоченная пара (2, 3).
Сумма x + y = 2 + 3 = 5. Ответ : 5.

Задача 77. Решите систему уравнений



















12√
2x − 3

+
5√

3y − 1
= 5,

8√
2x − 3

+
15√

3y − 1
= 8

и в ответе укажите значение y.

а) 2; б)
49

32
; в)

15

4
; г)

29

12
; д) 5.

Решение. Замены














4√
2x − 3

= u,

5√
3y − 1

= v

приводят к линейной системе
{

3u + v = 5

2u + 3v = 8.

Отсюда u = 1, v = 2. Неизвестные x и y найдём из системы


















4√
2x − 3

= 1,

5√
3y − 1

= 2

или







√
2x − 3 = 4,

√
3y − 1 =

5

2
.

Получаем x =
19

2
, y =

29

12
. Ответ : г).
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§2. Неравенства с радикалами

§ 2. НЕРАВЕНСТВА С РАДИКАЛАМИ

1. Неравенство
√

f(x) < g(x)

Неравенство, содержащее радикал,
√

f(x) < g(x) (1)

будем решать методом эквивалентных преобразований. При
этом будем основываться на следующем свойстве числовых
неравенств: если числа a и b неотрицательные, то a > b
тогда и только тогда, когда a2 > b2. Это свойство состав-
ляет равносильность1

a > b > 0 ⇐⇒ a2 > b2, a > 0, b > 0. (2)

Сначала установим условия, при которых неравенство
(1) имеет смысл. Это f(x) > 0.

Если f(x) > 0, то и
√

f(x) > 0. Тогда из строгого нера-

венства (1) следует, что g(x) > 0.

Если f(x) > 0 и g(x) > 0, то неравенство (1) есть стро-

гое неравенство двух неотрицательных выражений
√

f(x) >

0 и g(x) > 0. В соответствии с равносильностью (2) заклю-
чаем, что неравенство

1Эта равносильность может быть доказана с использованием свойств воз-
растающей (обратимой) функции.

Функция

y(x) = x2 ∀x ∈ R

является возрастающей на числовом луче [0; + ∞). Поэтому для её значений
справедлива равносильность

x1 > x2 > 0 ⇐⇒ x2
1 > x2

2, x1 > 0, x2 > 0.
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√

f(x) < g(x) ⇐⇒











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) < g2(x).

(3)

Аналогично решается неравенство с радикалом чётной
степени

2n
√

f(x) < g(x) ⇐⇒











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) < g2n(x)

при n ∈ N. (4)

Частным видом является неравенство

2n
√

f(x) < 2n
√

h(x) ⇐⇒











f(x) > 0,

h(x) > 0,

f(x) < h(x)

⇐⇒

⇐⇒
{

f(x) > 0,

f(x) < h(x)
при n ∈ N.

(5)

Пример 1. Неравенство1

√
2x − 1 < x − 2 (6)

в соответствии с (3) равносильно системе










2x − 1 > 0,

x − 2 > 0,

2x − 1 < (x − 2)2
⇐⇒











x > 0,5,

x > 2,

x2 − 6x + 5 > 0

⇐⇒

1Другой способ решения приведён в примере 3 из пункта 6.
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§2. Неравенства с радикалами

⇐⇒
{

x > 2,

(x − 1)(x − 5) > 0
⇐⇒











x > 2,
[

x < 1,

x > 5

⇐⇒ x > 5.

Пример 2. При любом натуральном n согласно равносильности (5)
строгое неравенство

2n
√

x − 2 − 2n
√

2x − 1 < 0 ⇐⇒ 2n
√

x − 2 < 2n
√

2x − 1 ⇐⇒

⇐⇒
{

x − 2 > 0,

x − 2 < 2x − 1
⇐⇒

{

x > 2,

x > − 1
⇐⇒ x > 2.

2. Неравенство
√

f(x) 6 g(x)

Неравенство с радикалом
√

f(x) 6 g(x) (1)

имеет смысл при f(x) > 0.

Если f(x) > 0, то и
√

f(x) > 0. Тогда из нестрогого

неравенства (1) следует, что g(x) > 0.

При f(x) > 0 и g(x) > 0 неравенство (1) есть нестро-

гое неравенство двух неотрицательных выражений
√

f(x) и

g(x). На основании равносильностей (5) из пункта 1 пара-
графа 1:

a = b > 0 ⇐⇒ a2 = b2, a > 0, b > 0,

и (2) из пункта 1:

a > b > 0 ⇐⇒ a2 > b2, a > 0, b > 0,

заключаем, что неравенство
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П. 2. Неравенство
√

f(x) 6 g(x)

√

f(x) 6 g(x) ⇐⇒











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) 6 g2(x).

(2)

Аналогично решается неравенство с радикалом чётной
степени

2n
√

f(x) 6 g(x) ⇐⇒











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) 6 g2n(x)

при n ∈ N. (3)

Частным видом является неравенство

2n
√

f(x) 6 2n
√

h(x) ⇐⇒











f(x) > 0,

h(x) > 0,

f(x) 6 h(x)

⇐⇒

⇐⇒
{

f(x) > 0,

f(x) 6 h(x)
при n ∈ N.

(4)

Пример 1. Неравенство1

√
7 + x 6 5 − x (5)

в соответствии с (2) равносильно системе










7 + x > 0,

5 − x > 0,

7 + x 6 (5 − x)2
⇐⇒

{

− 7 6 x 6 5,

x2 − 11x + 18 > 0
⇐⇒

1Другой способ решения приведён в примере 4 из пункта 6.
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§2. Неравенства с радикалами

⇐⇒
{

− 7 6 x 6 5,

(x − 2)(x − 9) > 0
⇐⇒











− 7 6 x 6 5,
[

x 6 2,

x > 9

⇐⇒ − 7 6 x 6 2.

Пример 2. При любом натуральном n согласно (4) неравенство

2n
√

2x + 1 >
2n
√

3 − x ⇐⇒
{

3 − x > 0,

2x + 1 > 3 − x
⇐⇒

⇐⇒







x 6 3,

x >
2

3

⇐⇒ 2

3
6 x 6 3.

3. Неравенство
√

f(x) > g(x)

Неравенство, содержащее радикал,
√

f(x) > g(x) (1)

имеет смысл при f(x) > 0.

Если f(x) > 0, то и
√

f(x) > 0.

Относительно выражения g(x) рассмотрим две логиче-
ские возможности, когда g(x) < 0 и когда g(x) > 0.

Если g(x) < 0, то неравенство (1) выполняется всегда,
если только оно имеет смысл.

Если g(x) > 0, то неравенство (1) есть строгое нера-

венство двух неотрицательных выражений
√

f(x) и g(x). В

этом случае на основании равносильности (2) из пункта 1

a > b > 0 ⇐⇒ a2 > b2, a > 0, b > 0,

неравенство (1) приводим к равносильному неравенству
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П. 3. Неравенсто
√

f(x) > g(x)

f(x) > g2(x).

Итак, неравенство

√

f(x) > g(x) ⇐⇒

















{

f(x) > 0,

g(x) < 0,










f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

(2)

Из неравенства

f(x) > g2(x),

входящего во вторую систему равносильности (2), следует,
что f(x) > 0. Значит, система











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2(x)

⇐⇒
{

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

Следовательно, для неравенства (1) имеет место равно-
сильность

√

f(x) > g(x) ⇐⇒











{

f(x) > 0,

g(x) < 0,
{

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

(3)

Неравенство (1) будем решать, используя равносиль-
ностные переходы (2) и (3):
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§2. Неравенства с радикалами

√

f(x) > g(x) ⇔

















{

f(x) > 0,

g(x) < 0,










f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

⇔











{

f(x) > 0,

g(x) < 0,
{

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

Аналогично решается неравенство с радикалом чётной
степени

2n
√

f(x) > g(x) ⇐⇒

















{

f(x) > 0,

g(x) < 0,










f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2n(x)

⇐⇒

⇐⇒











{

f(x) > 0,

g(x) < 0,
{

g(x) > 0,

f(x) > g2n(x)

при n ∈ N.

(4)

Пример 1. Неравенство1

√
10− u2 > 4 − u (5)

в соответствии с равносильностью (3) равносильно совокупности,
состоящей из двух систем

1Другой способ решения приведён в примере 5 из пункта 6.
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П. 4. Неравенсто
√

f(x) > g(x)













{

10 − u2 > 0,

4 − u < 0,
{

4 − u > 0,

10− u2 > (4 − u)2

⇐⇒













{

|u| 6
√

10,

u > 4,
{

u 6 4,

u2 − 4u + 3 < 0

⇐⇒

⇐⇒
{

u 6 4,

(u − 1)(u − 3) < 0
⇐⇒

{

u 6 4,

1 < u < 3
⇐⇒ 1 < u < 3.

4. Неравенство
√

f(x) > g(x)

Неравенство, содержащее радикал,
√

f(x) > g(x) (1)

имеет смысл при f(x) > 0.

Если f(x) > 0, то и
√

f(x) > 0.

Относительно выражения g(x) рассмотрим две логиче-
ские возможности, когда g(x) < 0 и когда g(x) > 0.

Если g(x) < 0, то неравенство (1) выполняется всегда,
если только оно имеет смысл.

Если g(x) > 0, то неравенство (1) есть нестрогое нера-

венство двух неотрицательных выражений
√

f(x) и g(x). В
этом случае на основании равносильностей (5) из пункта 1
параграфа 1:

a = b > 0 ⇐⇒ a2 = b2, a > 0, b > 0,

и (2) пункта 1:

a > b > 0 ⇐⇒ a2 > b2, a > 0, b > 0,

неравенство (1) приводим к равносильному нестрогому
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§2. Неравенства с радикалами

неравенству

f(x) > g2(x).

Итак, неравенство

√

f(x) > g(x) ⇐⇒

















{

f(x) > 0,

g(x) < 0,










f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

(2)

Из неравенства

f(x) > g2(x),

входящего во вторую систему равносильности (2), следует,
что f(x) > 0. Значит, система











f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2(x)

⇐⇒
{

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

Следовательно, для неравенства (1) имеет место равно-
сильность

√

f(x) > g(x) ⇐⇒











{

f(x) > 0,

g(x) < 0,
{

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

(3)

Неравенство (1) будем решать, используя равносиль-
ностные переходы (2) и (3):
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П. 4. Неравенсто
√

f(x) > g(x)

√

f(x) > g(x) ⇔

















{

f(x) > 0,

g(x) < 0,










f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2(x)

⇔











{

f(x) > 0,

g(x) < 0,
{

g(x) > 0,

f(x) > g2(x).

Аналогично решается неравенство с радикалом чётной
степени

2n
√

f(x) > g(x) ⇐⇒

















{

f(x) > 0,

g(x) < 0,










f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g2n(x)

⇐⇒

⇐⇒













{

f(x) > 0,

g(x) < 0,
{

g(x) > 0,

f(x) > g2n(x)

при n ∈ N.

(4)

Пример 1. Неравенство1

√
x2 − 1 > x − 2 (5)

в соответствии с равносильностью (3) равносильно совокупности,
состоящей из двух систем,

1Другой способ решения приведён в примере 6 из пункта 6.
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§2. Неравенства с радикалами












{

x2 − 1 > 0,

x − 2 < 0,
{

x − 2 > 0,

x2 − 1 > (x − 2)2

⇐⇒











{ |x| > 1,

x < 2,
{

x − 2 > 0,

4x − 5 > 0

⇐⇒

⇐⇒



























[

x 6 − 1,

x > 1,

x < 2,
{

x > 2,

x > 1,25

⇐⇒







x 6 − 1,

1 6 x < 2,

x > 2

⇐⇒
[

x 6 − 1,

x > 1.

5. Неравенства с радикалами нечётной степени

Неравенства с радикалом нечётной степени

2n+1
√

f(x) < g(x) ∀n ∈ N, (1)

2n+1
√

f(x) 6 g(x) ∀n ∈ N, (2)

2n+1
√

f(x) > g(x) ∀n ∈ N, (3)

2n+1
√

f(x) > g(x) ∀n ∈ N (4)

имеют смысл при всех тех значениях переменной x, при ко-
торых определены выражения f(x) и g(x). Это следует из
того, что корень нечётной степени извлекается из любого
действительного числа.

Функция

y(x) = x2n+1 ∀x ∈ R

при любом фиксированном натуральном n является воз-
растающей с множеством значений E(y) = R.
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П. 5. Неравенства с радикалами нечётной степени

Поэтому при любом натуральном n имеют место равно-
сильности

x2n+1
1 = x2n+1

2 ⇐⇒ x1 = x2

и

x2n+1
1 < x2n+1

2 ⇐⇒ x1 < x2.

Тогда при любом натуральном n неравенства (1) — (4)
могут быть решены на основании следующих равносильно-
стей:

2n+1
√

f(x) < g(x) ⇐⇒ f(x) < g2n+1(x) при n ∈ N; (5)

2n+1
√

f(x) 6 g(x) ⇐⇒ f(x) 6 g2n+1(x) при n ∈ N; (6)

2n+1
√

f(x) > g(x) ⇐⇒ f(x) > g2n+1(x) при n ∈ N; (7)

2n+1
√

f(x) > g(x) ⇐⇒ f(x) > g2n+1(x) при n ∈ N. (8)

Пример 1. В соответствии с равносильностью (7) неравенство

3
√

x(x2 + 3) > x − 1 ⇐⇒ x(x2 + 3) > (x − 1)3 ⇐⇒ 3x2 + 1 > 0.

Решением является любое действительное число.

Пример 2. В соответствии с равносильностью (8) неравенство

3
√

x3 + 2x2 − 1 > x + 1 ⇐⇒ x3 + 2x2 − 1 > (x + 1)3 ⇐⇒

⇐⇒ x3 + 2x2 − 1 > x3 + 3x2 + 3x + 1 ⇐⇒ x2 + 3x + 2 6 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x + 2)(x + 1) 6 0 ⇐⇒ − 2 6 x 6 − 1.
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§2. Неравенства с радикалами

6. Специальные методы

Исходя из условий, при которых произведение двух вы-
ражений является отрицательным, положительным, непо-
ложительным, неотрицательным и всякий раз имеет смысл,
укажем равносильности для решения неравенств с радика-
лом видов:

g(x) 2n
√

f(x) < 0 ⇐⇒
{

f(x) > 0,

g(x) < 0
при n ∈ N; (1)

g(x) 2n
√

f(x) > 0 ⇐⇒
{

f(x) > 0,

g(x) > 0
при n ∈ N; (2)

g(x) 2n
√

f(x) 6 0 ⇐⇒











{

f(x) = 0,

x ∈ D(g),
{

f(x) > 0,

g(x) 6 0

при n ∈ N; (3)

g(x) 2n
√

f(x) > 0 ⇐⇒











{

f(x) = 0,

x ∈ D(g),
{

f(x) > 0,

g(x) > 0

при n ∈ N. (4)

Пример 1. Решим неравенства

(x2 − 1) 2n
√

x2 + x − 2 < 0, n ∈ N, (5)

и

(x2 − 1) 2n
√

x2 + x − 2 > 0, n ∈ N. (6)
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При любом натуральном n неравенство (5) равносильно системе
{

x2 + x − 2 > 0,

x2 − 1 < 0
⇐⇒

{

(x + 2)(x − 1) > 0,

(x + 1)(x − 1) < 0
⇐⇒

⇐⇒































x − 1 < 0,

x + 2 < 0,

x + 1 > 0,










x − 1 > 0,

x + 2 > 0,

x + 1 < 0

⇐⇒































x < 1,

x < − 2,

x > − 1,










x > 1,

x > − 2,

x < − 1,

у которой нет решений; а неравенство (6) равносильно системе
{

x2 + x − 2 > 0,

x2 − 1 > 0
⇐⇒

{

(x + 2)(x − 1) > 0,

(x + 1)(x − 1) > 0
⇐⇒

⇐⇒































x − 1 < 0,

x + 2 < 0,

x + 1 < 0,










x − 1 > 0,

x + 2 > 0,

x + 1 > 0

⇐⇒































x < 1,

x < − 2,

x < − 1,










x > 1,

x > − 2,

x > − 1

⇐⇒
[

x < − 2,

x > 1.

Пример 2. Решим неравенства

(x2 − 9) 2n
√

x2 + 3x − 10 6 0, n ∈ N, (7)

и

(x2 − 9) 2n
√

x2 + 3x − 10 > 0, n ∈ N. (8)

Hеpавенства (7) и (8) имеют смысл, когда

x2 + 3x − 10 > 0 ⇐⇒
[

x2 + 3x − 10 = 0,

x2 + 3x − 10 > 0.
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§2. Неравенства с радикалами

Если

x2 + 3x − 10 = 0 ⇐⇒ (x + 5)(x − 2) = 0 ⇐⇒
[

x = − 5,

x = 2,

то при любом натуральном n выражения, расположенные в левой части
неравенств (7) и (8), равны нулю, и неравенства (7) и (8), будучи нестро-
гими, выполняются.

Остаётся рассмотреть случай, когда x2 + 3x − 10 > 0.

При любом натуральном n решениями неравенства (7) будут реше-
ния системы неравенств

{

x2 + 3x − 10 > 0,

x2 − 9 6 0
⇐⇒

{

(x + 5)(x − 2) > 0,

|x| 6 3
⇐⇒

⇐⇒











[

x < − 5,

x > 2,

− 3 6 x 6 3

⇐⇒ 2 < x 6 3,

а неравенства (8) — решения системы неравенств

{

x2 + 3x − 10 > 0,

x2 − 9 > 0
⇐⇒

{

(x + 5)(x − 2) > 0,

|x| > 3
⇐⇒











[

x < − 5,

x > 2,

|x| > 3

⇐⇒

⇐⇒











{

x < − 5,

|x| > 3,
{

x > 2,

|x| > 3

⇐⇒











{

x < − 5,

− x > 3,
{

x > 2,

x > 3

⇐⇒
[

x < − 5,

x > 3.

Следовательно, при любом натуральном n множеством решений

неравенства (7) будет множество { − 5} ∪ [2; 3], а неравенства (8) —

множество ( −∞; − 5] ∪ {2} ∪ [3; + ∞).

102



П. 6. Специальные методы

Для решения неравенств

f(x) > 0, f(x) < 0, f(x) > 0, f(x) 6 0

методом числовых промежутков поступаем следующим об-
разом.

1. Находим область определения функции f.

2. Находим нули функции f.

3. Разбиваем область определения D(f) нулями функ-
ции f на числовые промежутки, на каждом из которых
функция f непрерывна.

4. Определяем знак функции f на каждом из выделен-
ных числовых промежутков, исходя из того, что на каждом
таком промежутке функция f сохраняет знак.

5. Составляем множество решений рассматриваемого
неравенства.

Пример 3. Рассмотрим функцию1

f(x) =
√

2x − 1 − x + 2 ∀x ∈ [0,5; + ∞),

с помощью которой неравенство (6) из пункта 1 запишем в виде

f(x) < 0.

Тогда множеством решений неравенства (6) из пункта 1 будет мно-
жество тех значений аргумента x, при которых функция f принимает
отрицательные значения.

Уравнение

√
2x − 1 = x − 2 ⇐⇒

{

x − 2 > 0,

2x − 1 = (x − 2)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 2,

x2 − 6x + 5 = 0
⇐⇒

{

x > 2,

(x − 1)(x − 5) = 0
⇐⇒ x = 5.

Функция f имеет один нуль x = 5 и является непрерывной. По-

1Другой способ решения приведён в примере 1 из пункта 1.
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§2. Неравенства с радикалами

этому на числовых промежутках [0,5; 5) и (5; +∞) она сохраняет знак.
Так как

1 ∈ [0,5; 5), а f(1) = 1− 1 + 2 = 2 > 0,

13 ∈ (5; + ∞), а f(13) = 5 − 13 + 2 = − 6 < 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈ [0,5; 5) и f(x) < 0 ∀x ∈ (5; + ∞).

Следовательно, решением строгого неравенства (6) из пункта 1 бу-
дет открытый числовой луч (5; + ∞).

Пример 4. Неравенство1 (5) из пункта 2 запишем в виде

f(x) 6 0,

где

f(x) = x − 5 +
√

7 + x ∀x ∈ [ − 7; + ∞).

Функция f возрастает и обращается в нуль при x = 2.

Поэтому решением нестрогого неравенства (5) из пункта 2 будет от-
резок [ − 7; 2].

Пример 5. Рассмотрим функцию2

f(u) = u − 4 +
√

10− u2 ∀u ∈
[

−
√

10 ;
√

10
]

,

с помощью которой неравенство (5) из пункта 3 запишем в виде

f(u) > 0.

Тогда множеством решений неравенства (5) из пункта 3 будет мно-
жество тех значений аргумента u, при которых функция f принимает
положительные значения.

Уравнение

√
10− u2 = 4 − u ⇐⇒

{

4 − u > 0,

10− u2 = (4 − u)2
⇐⇒

1Другой способ решения приведён в примере 1 из пункта 2.
2Другой способ решения приведён в примере 1 из пункта 3.
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⇐⇒
{

4 − u > 0,

u2 − 4u + 3 = 0
⇐⇒

{

u 6 4,

(u − 1)(u − 3) = 0
⇐⇒

[

u = 1,

u = 3.

Функция f имеет два нуля u = 1 и u = 3 и является непрерывной.

Поэтому на числовых промежутках
[

−
√

10 ; 1
)

, (1; 3) и
(

3;
√

10 ] она
сохраняет знак.

Так как

0 ∈
[

−
√

10 ; 1
)

, а f(0) =
√

10 − 4 < 0,

2 ∈ (1; 3), а f(2) =
√

6 + 2 − 4 =
√

6 − 2 > 0,

√
10 ∈

(

3;
√

10 ], а f
(√

10
)

=
√

10 − 4 < 0,

то

f(x) < 0 ∀x ∈
[

−
√

10 ; 1
)

∪
(

3;
√

10 ] и f(x) > 0 ∀x ∈ (1; 3).

Следовательно, решением строгого неравенства (5) из пункта 3 бу-
дет интервал (1; 3).

Пример 6. Рассмотрим функцию1

f(x) =
√

x2 − 1 − x + 2 ∀x ∈ ( −∞; − 1] ∪ [1; + ∞),

с помощью которой неравенство (5) из пункта 4 запишем в виде

f(x) > 0.

Тогда множеством решений неравенства (5) из пункта 4 будет мно-
жество тех значений аргумента x, при которых функция f принимает
неотрицательные значения.

Уравнение

√
x2 − 1 = x − 2 ⇐⇒

{

x − 2 > 0,

x2 − 1 = (x − 2)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 2,

4x − 5 = 0
⇐⇒

{

x > 2,

x = 1,25

1Другой способ решения приведён в примере 1 из пункта 4.
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§2. Неравенства с радикалами

и, следовательно, не имеет решений.
Функция f является непрерывной и не имеет нулей. Поэтому на

числовых промежутках ( −∞; − 1] и [1; + ∞) она сохраняет знак.

Так как

− 2 ∈ ( −∞; − 1], а f( − 2) =
√

3 + 2 + 2 =
√

3 + 4 > 0,

2 ∈ [1; + ∞), а f(2) =
√

3 − 2 + 2 =
√

3 > 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈ ( −∞; − 1] ∪ [1; + ∞).

Множеством решений нестрогого неравенства (5) из пункта 4 будет

множество ( −∞; − 1] ∪ [1; + ∞).

Пример 7. Решим неравенство

3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1 >
3
√

x + 1 . (9)

Решение. Рассмотрим функцию

f(x) = 3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1 − 3
√

x + 1 ∀x ∈ R,

с помощью которой неравенство (9) запишем в виде

f(x) > 0.

Тогда множеством решений неравенства (9) будет множество тех
значений аргумента x, при которых функция f принимает неотрица-
тельные значения.

Так как уравнение (8) из пункта 3 параграфа 1 имеет единственный

корень 1
1

62
, то непрерывная функция f имеет один нуль x = 1

1

62
.

Поэтому на числовых лучах
(

−∞; 1
1

62

)

и
(

1
1

62
; +∞

)

она сохраняет
знак.

Так как

0 ∈
(

−∞; 1
1

62

)

, а f(0) = − 1 − 1 − 1 = − 3 < 0,

106



П. 7. Задачи

2 ∈
(

1
1

62
; + ∞

)

, а f(2) = 1 + 3
√

3 − 3
√

3 = 1 > 0,

то

f(x) < 0 ∀x ∈
(

−∞; 1
1

62

)

и f(x) > 0 ∀x ∈
(

1
1

62
; + ∞

)

.

Следовательно, множеством решений нестрогого неравенства (9)

будет числовой луч
[

1
1

62
; + ∞

)

.

7. Задачи

Задача 1. Решите неравенство

√
2x + 5 6 2x − 1. (1)

Решение. Способ 1. Неpавенство (1) равносильно неравенству

(2x + 5) −
√

2x + 5 − 6 > 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

2x + 5 + 2
)(√

2x + 5 − 3
)

> 0 ⇐⇒

⇐⇒
√

2x + 5 > 3 ⇐⇒ 2x + 5 > 9 ⇐⇒ x > 2.

Способ 2. Уравнение (1) равносильно системе











2x + 5 > 0,

2x − 1 > 0,

2x + 5 6 (2x − 1)2
⇐⇒











(2x − 1) + 6 > 0,

2x − 1 > 0,

2x2 − 3x − 2 > 0

⇐⇒

⇐⇒
{

2x − 1 > 0,

(2x − 1)(x − 2) > 0
⇐⇒

{

2x − 1 > 0,

x − 2 > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

2(x − 2) + 3 > 0,

x − 2 > 0
⇐⇒ x − 2 > 0 ⇐⇒ x > 2.
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Способ 3. Уравнение

√
2x + 5 = 2x − 1 ⇐⇒

{

2x − 1 > 0,

2x + 5 = (2x − 1)2
⇐⇒

⇐⇒
{

2x − 1 > 0,

2x2 − 3x − 2 = 0
⇐⇒

{

2x − 1 > 0,

(2x + 1)(x − 2) = 0
⇐⇒ x = 2.

Рассмотрим функцию

f(x) =
√

2x + 5 − 2x + 1 ∀x ∈ [ − 2,5; + ∞),

с помощью которой неравенство (1) запишем в виде

f(x) 6 0.

Тогда множеством решений неравенства (1) будет множество тех
значений аргумента x, при которых функция f принимает неположи-
тельные значения.

Функция f является непрерывной и имеет один нуль x = 2. По-
этому на числовых промежутках [ − 2,5; 2) и (2; + ∞) она сохраняет
знак.

Так как

0 ∈ [ − 2,5; 2), а f(0) =
√

5 + 1 > 0,

5 ∈ (2; + ∞), а f(5) =
√

15− 10 + 1 =
√

15− 9 < 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈ [ − 2,5; 2) и f(x) < 0 ∀x ∈ (2; + ∞).

Следовательно, множеством решений нестрогого неравенства (1)
будет числовой луч [2; + ∞).

Ответ : [2; + ∞).

Задача 2. Решите неравенство

√
5x2 + 61x < 4

(

x +
1

2

)

. (2)

Решение. Способ 1. Неравенство (2) имеет смысл при
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





x +
1

2
> 0,

5x2 + 61x > 0

⇐⇒







x +
1

2
> 0,

x(5x + 61) > 0

⇐⇒

⇐⇒























x > − 1

2
,





x 6 − 12
1

5
,

x > 0

⇐⇒ x > 0.

Следовательно, неравенство (2) равносильно системе







x > 0,

5x2 + 61x < 16
(

x +
1

2

)2 ⇐⇒
{

x > 0,

11x2 − 45x + 4 > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

(11x − 1)(x − 4) > 0
⇐⇒



















x > 0,




x <
1

11
,

x > 4

⇐⇒





0 6 x <
1

11
,

x > 4.

Способ 2. Уравнение

√
5x2 + 61x = 2(2x + 1) ⇐⇒

{

2x + 1 > 0,

5x2 + 61x = 4(2x + 1)2
⇐⇒

⇐⇒
{

2x + 1 > 0,

11x2 − 45x + 4 = 0
⇐⇒







x > − 1

2
,

(11x − 1)(x − 4) = 0

⇐⇒





x =
1

11
,

x = 4.

Рассмотрим функцию

f(x) =
√

5x2 + 61x − 4x − 2 ∀x ∈
(

−∞; − 12
1

5

]

∪ [0; + ∞),

с помощью которой неравенство (2) запишем в виде
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f(x) < 0.

Тогда множеством решений неравенства (2) будет множество зна-
чений аргумента x, при которых функция f принимает отрицательные
значения.

Функция f имеет два нуля x =
1

11
и x = 4 и является непре-

рывной. Поэтому на числовых промежутках
(

− ∞; − 12
1

5

]

,
[

0;
1

11

)

,

( 1

11
; 4
)

и (4; + ∞) она сохраняет знак.

Так как

− 13 ∈
(

−∞; − 12
1

5

]

, а f(− 13) =
√

52 + 52− 2 = 50 +
√

52 > 0,

0 ∈
[

0;
1

11

)

, а f(0) = − 2 < 0,

1 ∈
( 1

11
; 4
)

, а f(1) =
√

66− 4 − 2 =
√

66− 6 > 0,

5 ∈ (4; + ∞), а f(5) =
√

430− 22 =
√

430−
√

484 < 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈
(

−∞; − 12
1

5

]

∪
( 1

11
; 4
)

и

f(x) < 0 ∀x ∈
[

0;
1

11

)

∪ (4; + ∞).

Следовательно, множеством решений строгого неравенства (2) бу-

дет множество
[

0;
1

11

)

∪ (4; + ∞). Ответ :
[

0;
1

11

)

∪ (4; + ∞).

Задача 3. Решите неравенство

√
1 + 8x2 < 2x − 1. (3)

Решение. Неравенство (3) равносильно системе
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









1 + 8x2 > 0,

2x − 1 > 0,

1 + 8x2 < (2x − 1)2
⇐⇒

{

x > 0,5,

x(x + 1) < 0
⇐⇒

{

x > 0,5,

− 1 < x < 0,

и не имеет решений. Ответ : Ø.

Задача 4. Решите неравенство:

а)
√

x2 + x − 1 6 x − 1; б)
√

1 + 8x2 6 2x − 1.

Ответ : а) Ø; б) Ø.

Задача 5. Решите неравенство

√
x2 − 5x + 6 6 3x − 6. (4)

Решение. Способ 1. Неравенство (4) равносильно системе











3x − 6 > 0,

x2 − 5x + 6 > 0,

x2 − 5x + 6 6 (3x − 6)2

⇐⇒











x − 2 > 0,

(x − 2)(x − 3) > 0,

8x2 − 31x + 30 > 0

⇐⇒

⇐⇒











x − 2 > 0,

(x − 2)(x − 3) > 0,

(8x − 15)(x − 2) > 0

⇐⇒







x = 2,
{

x − 3 > 0,

8x − 15 > 0

⇐⇒

⇐⇒







x = 2,
{

x − 3 > 0,

8(x − 3) + 9 > 0

⇐⇒
[

x = 2,

x > 3.

Способ 2. Уравнение

√
x2 − 5x + 6 = 3x − 6 ⇐⇒

{

x − 2 > 0,

x2 − 5x + 6 = 9(x − 2)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x − 2 > 0,

(x − 2)(x − 3) − 9(x − 2)2 = 0
⇐⇒
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⇐⇒
{

x > 2,

(x − 2)(8x − 15) = 0
⇐⇒ x = 2.

Рассмотрим функцию

f(x) =
√

x2 − 5x + 6 − 3x + 6 ∀x ∈ ( −∞; 2] ∪ [3; + ∞),

с помощью которой неравенство (4) запишем в виде

f(x) 6 0.

Тогда множеством решений неравенства (4) будет множество значе-
ний аргумента x, при которых функция f принимает неположительные
значения.

Функция f является непрерывной и имеет один нуль x = 2. По-
этому на числовых лучах ( −∞; 2) и [3; + ∞) она сохраняет знак.

Так как

0 ∈ ( −∞; 2), а f(0) =
√

6 + 6 > 0,

4 ∈ [3; + ∞), а f(4) =
√

2 − 12 + 6 =
√

2 − 6 < 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈ ( −∞; 2) и f(x) < 0 ∀x ∈ [3; + ∞).

Следовательно, множеством решений нестрогого неравенства (4)
будет множество {2} ∪ [3; + ∞).

Ответ : {2} ∪ [3; + ∞).

Задача 6. Решите неравенство

x >

√

x
(

1 +
√

x(x − 3)
)

. (5)

Решение. Из неравенства (5) следует, что
{

x > 0,

x(x − 3) > 0
⇐⇒

{

x > 0,

x > 3
⇐⇒ x > 3.

Поэтому неравенство (5) равносильно системе
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{

x > 3,

x2 > x
(

1 +
√

x(x − 3)
)

⇐⇒
{

x > 3,
√

x(x − 3) < x − 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 3,

x(x − 3) < x2 − 2x + 1
⇐⇒

{

x > 3,

x > − 1
⇐⇒ x > 3.

Ответ : [3; + ∞).

Задача 7. Решите неравенство

√

(x + 1)2

x − 3
> − 2. (6)

Решение. Неравенство (6) выполняется при всех тех значениях x,
при которых оно имеет смысл.

Поэтому неравенство (6) равносильно нестрогому неравенству

(x + 1)2

x − 3
> 0 ⇐⇒

[

x = − 1,

x > 3.
Ответ : { − 1} ∪ (3; + ∞).

Задача 8. Решите неравенство

√
x + 11 > 9 − x. (7)

Решение. Способ 1. Неравенство (7) равносильно неравенству

(x+11)+
√

x + 11−20 > 0 ⇐⇒
(√

x + 11+5
)(√

x + 11−4
)

> 0 ⇐⇒

⇐⇒
√

x + 11 > 4 ⇐⇒ x + 11 > 16 ⇐⇒ x > 5.

Способ 2. Неравенство (7) запишем в виде

f(x) > 0,

где

f(x) = x − 9 +
√

x + 11 ∀x ∈ [ − 11; + ∞).

Функция f возрастает и обращается в нуль при x = 5. Поэтому

f(x) > 0 ∀x ∈ (5; + ∞).
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Способ 3. Неравенство (7) равносильно совокупности двух систем











{

x + 11 > 0,

9 − x < 0,
{

9 − x > 0,

x + 11 > (9 − x)2

⇐⇒











{

x > − 11,

x > 9,
{

x 6 9,

x2 − 19x + 70 < 0

⇐⇒

⇐⇒







x > 9,
{

x 6 9,

(x − 5)(x − 14) < 0

⇐⇒







x > 9,
{

x 6 9,

5 < x < 14

⇐⇒

⇐⇒
[

x > 9,

5 < x 6 9
⇐⇒ x > 5. Ответ : (5; + ∞).

Задача 9. Решите неравенство:

а)
√

x + 5 > 7 − x; б)
√

x + 3 > x + 1.

Ответ : а) (4; + ∞); б) [ − 3; 1].

Задача 10. Решите неравенство

√

(x + 5)(3x + 4) > 4(x − 1). (8)

Решение. Способ 1. Неравенство (8) равносильно совокупности
двух систем:

{

4(x − 1) < 0,

(x + 5)(3x + 4) > 0
⇐⇒



















x < 1,




x 6 − 5,

x > − 1
1

3

⇐⇒





x 6 − 5,

− 1
1

3
6 x < 1;

{

4(x − 1) > 0,

(x + 5)(3x + 4) > 16(x − 1)2
⇐⇒

{

x − 1 > 0,

13x2 − 51x − 4 < 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

(13x + 1)(x − 4) < 0
⇐⇒







x > 1,

− 1

13
< x < 4

⇐⇒ 1 6 x < 4.
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Следовательно, множеством решений неравенства (8) будет множе-

ство ( −∞; − 5] ∪
[

− 1
1

3
; 4
)

.

Способ 2. Уравнение

√

(x + 5)(3x + 4) = 4(x−1) ⇐⇒
{

x − 1 > 0,

(x + 5)(3x + 4) = 16(x − 1)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x − 1 > 0,

13x2 − 51x − 4 = 0
⇐⇒

{

x > 1,

(13x + 1)(x − 4) = 0
⇐⇒ x = 4.

Рассмотрим функцию

f(x) =
√

(x + 5)(3x + 4)−4(x−1) ∀x ∈ (−∞; −5]∪
[

−1
1

3
; +∞

)

,

с помощью которой неравенство (8) запишем в виде

f(x) > 0.

Тогда множеством решений неравенства (8) будет множество зна-
чений аргумента x, при которых функция f принимает положительные
значения.

Функция f является непрерывной и имеет один нуль x = 4. По-

этому на числовых промежутках (−∞; −5],
[

−1
1

3
; 4
)

и (4; +∞) она
сохраняет знак.

Так как

− 6 ∈ ( −∞; − 5], а f( − 6) =
√

14 + 28 > 0,

0 ∈
[

− 1
1

3
; 4
)

, а f(0) =
√

20 + 4 > 0,

5 ∈ (4; + ∞), а f(5) =
√

190− 16 < 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈ ( −∞; − 5] ∪
[

− 1
1

3
; 4
)

и
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f(x) < 0 ∀x ∈ (4; + ∞).

Следовательно, множеством решений неравенства (8) будет множе-

ство ( −∞; − 5] ∪
[

− 1
1

3
; 4
)

. Ответ : ( −∞; − 5] ∪
[

− 1
1

3
; 4
)

.

Задача 11. Решите неравенство

√
x2 + x − 1 > x − 1. (9)

Решение. Неравенство (9) равносильно совокупности двух систем:

{

x2 + x − 1 > 0,

x − 1 < 0
⇐⇒











(

x +
1 +

√
5

2

)(

x +
1 −

√
5

2

)

> 0,

x < 1

⇐⇒

⇐⇒











x 6 − 1 +
√

5

2
,

− 1 +
√

5

2
6 x < 1;

{

x − 1 > 0,

x2 + x − 1 > (x − 1)2
⇐⇒







x > 1,

x >
2

3

⇐⇒ x > 1.

Следовательно, множеством решений неравенства (9) будет множе-

ство
(

−∞; − 1 +
√

5

2

]

∪
[ − 1 +

√
5

2
; + ∞

)

.

Ответ :
(

−∞; − 1 +
√

5

2

]

∪
[ − 1 +

√
5

2
; + ∞

)

.

Задача 12. Решите неравенство:

а)
√

x2 + x − 1 > x − 1; б)
√

1 + 8x2 > 2x − 1;

в) 2x − 5 < 2
√

x2 − x − 6 ; г)
√

5 − x2 > x + 1.
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Ответ : а)
(

−∞; − 1 +
√

5

2

]

∪
[ − 1 +

√
5

2
; + ∞

)

; б) R;

в) ( −∞; − 2] ∪
(

3
1

16
; + ∞

)

; г)
[

−
√

5 ; 1
]

.

Задача 13. Решите неравенство

2

x
− 1

2
6

√

4

x2
− 3

4
. (10)

Решение. Неравенство (10) равносильно совокупности двух систем:















4

x2
− 3

4
> 0,

2

x
− 1

2
< 0

⇔















∣

∣

∣

2

x

∣

∣

∣
>

√
3

2
,

2

x
<

1

2

⇔ 2

x
6 −

√
3

2
⇔ − 4

√
3

3
6 x < 0;















2

x
− 1

2
> 0,

4

x2
− 3

4
>

( 2

x
− 1

2

)2
⇐⇒















2

x
>

1

2
,

2

x
> 1

⇐⇒ 2

x
> 1 ⇐⇒ 0 < x 6 2.

Следовательно, множеством решений неравенства (10) будет мно-

жество
[

− 4
√

3

3
; 0

)

∪
(

0; 2
]

. Ответ :
[

− 4
√

3

3
; 0

)

∪
(

0; 2
]

.

Задача 14. Решите неравенство:

а)
2

x
− 1

2
<

√

4

x2
− 3

4
; б)

2

x
− 1

2
>

√

4

x2
− 3

4
.

Ответ : а)
[

− 4
√

3

3
; 0

)

∪
(

0; 2
)

; б)
[

2;
4
√

3

3

]

.

Задача 15. Решите неравенство

√
1 − 3x −

√
x + 5 > 1. (11)
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Решение. Неравенство (11) равносильно неравенству
√

1 − 3x > 1 +
√

x + 5 ⇐⇒ 1 − 3x > (1 +
√

x + 5 )2 ⇐⇒

⇐⇒ 2
√

x + 5 < − 4x − 5 ⇐⇒

⇐⇒











x + 5 > 0,

4x + 5 < 0,

4(x + 5) < (4x + 5)2
⇐⇒











x + 5 > 0,

4x + 5 < 0,

16x2 + 36x + 5 > 0

⇐⇒

⇐⇒



























x > − 5,

x < − 1
1

4
,

(

x +
9 +

√
61

8

)(

x − − 9 +
√

61

8

)

> 0

⇐⇒

⇐⇒ − 5 6 x < − 9 +
√

61

8
,

a
−1 1

4

b−5 x

Рис. 1

что устанавливаем с помощью числовой
прямой, построенной на рис. 1, где

a = − 9 +
√

61

8
, b =

− 9 +
√

61

8
,

учитывая оценки:

√
61 > − 1 ⇐⇒ − 9 +

√
61 > − 10 ⇐⇒ − 9 +

√
61

8
> − 1

1

4
,

61 < 312 ⇐⇒
√

61 < 31 ⇐⇒ 9 +
√

61 < 40 ⇐⇒ − 9 +
√

61

8
> − 5,

√
61 > 1 ⇐⇒ 9 +

√
61 > 10 ⇐⇒ − 9 +

√
61

8
< − 1

1

4
.

Ответ :
[

− 5; − 9 +
√

61

8

)

.
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Задача 16. Решите неравенство:

a)
√

x − 5 −
√

9 − x > 1; б)
√

22− x −
√

10− x > 2;

в)
√

22− x −
√

10 − x > 2; г)
√

x − 6 −
√

10− x > 1;

д) 2
√

x + 2 −
√

x − 1 > 3.

Ответ : а)
[

14 +
√

7

2
; 9

]

; б) (6; 10]; в) [6; 10]; г)
[

8 +

√
7

2
; 10
]

;

д) [1; 2) ∪ (2; + ∞).

Задача 17. Решите неравенство

√
x −

√
6x + 1 >

√
2x + 1 . (12)

Решение. Предварительно приведём неравенство (12) к равносиль-
ному неравенству, у которого в левой и правой частях расположены неот-
рицательные выражения при условии их существования:

√
x >

√
6x + 1 +

√
2x + 1 ⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

x > 6x + 1 + 2
√

6x + 1 ·
√

2x + 1 + 2x + 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

2
√

6x + 1 ·
√

2x + 1 < − (7x + 2),

и нет решений, так как − (7x + 2) < 0, а

2
√

6x + 1 ·
√

2x + 1 > 0 при x > 0. Ответ : Ø.

Задача 18. Решите неравенство
√

2x + 7 −
√

5 − x >
√

x . (13)

Решение. Предварительно приведём неравенство (13) к равносиль-
ному неравенству, у которого в левой и правой частях расположены неот-
рицательные выражения при условии их существования.
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Тогда
√

2x + 7 >
√

x +
√

5 − x ⇐⇒ 2x + 7 > x + 2
√

x ·
√

5 − x + 5−x ⇐⇒

⇐⇒ √
x ·

√
5 − x < x + 1 ⇐⇒



















x > 0,

5 − x > 0,

x + 1 > 0,

x(5 − x) < (x + 1)2

⇐⇒

⇐⇒
{

0 6 x 6 5,

2x2 − 3x + 1 > 0
⇐⇒

{

0 6 x 6 5,

(2x − 1)(x − 1) > 0
⇐⇒

⇐⇒











0 6 x 6 5,
[

x < 0,5,

x > 1

⇐⇒
[

0 6 x < 0,5,

1 < x 6 5.
Ответ : [0; 0,5) ∪ (1; 5].

Задача 19. Решите неравенство:

a)
√

x −
√

6x + 1 >
√

2x + 1 ; б)
√

x −
√

6x + 1 6
√

2x + 1 ;

в)
√

x + 5 +
√

x + 3 <
√

2x + 7 ; г)
√

x + 5 +
√

x + 3 6
√

2x + 7 ;

д)
√

x + 5 +
√

x + 3 >
√

2x + 7 ; е)
√

2x + 1 +
√

2x − 5 >
√

5 − 2x .

Ответ : а) Ø; б) [0; + ∞); в) Ø; г) Ø; д) [ − 3; + ∞); е)
{

2
1

2

}

.

Задача 20. Решите неравенство

√
8 − x2 −

√
25− x2 > x. (14)

Решение. Неравенство (14) равносильно неравенству

√
8 − x2 > x +

√
25− x2 ⇐⇒















{

8 − x2 > 0,

x +
√

25 − x2 < 0,
{

x +
√

25 − x2 > 0,

8 − x2 >
(

x +
√

25− x2
)2

.
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Система

{

x2 − 8 6 0,
√

25− x2 < − x
⇐⇒























x2 − 8 6 0,

25 − x2 > 0,

− x > 0,

25 − x2 < ( − x)2

⇐⇒























x < 0,

x2 6 8,

x2 6 25,

x2 > 12,5

⇐⇒ Ø.

Неравенство

8 − x2 >
(

x +
√

25− x2
)2 ⇐⇒ 2x

√
25 − x2 6 − (17 + x2) ⇐⇒

⇐⇒











25 − x2 > 0,

x < 0,

4x2(25− x2) > ( − (17 + x2))2

⇐⇒











x < 0,

x2 6 25,

5x4 − 66x2 + 289 6 0,

и не имеет решений, так как

5x4 − 66x2 + 289 > 0 ∀x ∈ R.

Это следует из того, что у квадратного трёхчлена 5y2 − 66y + 289 дис-

криминант D = 662 − 4 · 5 · 289 = 4356− 5780 = − 1424 < 0, а при y2

коэффициент 5 > 0, и значит,

5y2 − 66y + 289 > 0 ∀y ∈ R.

Следовательно, неравенство (14) решений не имеет. Ответ : Ø.

Задача 21. Решите неравенство

√

x +
√

6x − 9 +
√

x −
√

6x − 9 <
√

10 . (15)

Решение. Поскольку

x −
√

6x − 9 6 x +
√

6x − 9 при 6x − 9 > 0,

то неpавенство (15) имеет смысл пpи
{

6x − 9 > 0,

x −
√

6x − 9 > 0
⇐⇒

{

2x − 3 > 0,
√

6x − 9 6 x
⇐⇒

{

x > 1,5,

6x − 9 6 x2
⇐⇒
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⇐⇒
{

x > 1,5,

x2 − 6x + 9 > 0
⇐⇒

{

x > 1,5,

(x − 3)2 > 0
⇐⇒ x > 1,5.

Неpавенство (15) pавносильно системе







x > 1,5,

(

√

x +
√

6x − 9 +
√

x −
√

6x − 9
)2

< 10
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,5,

x +
√

6x − 9 + 2
√

x2 − (6x − 9) + x −
√

6x − 9 < 10
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,5,
√

x2 − 6x + 9 < 5 − x
⇐⇒

{

x > 1,5,
√

(x − 3)2 < 5 − x
⇐⇒

⇐⇒











x > 1,5,

5 − x > 0,

(x − 3)2 < (5 − x)2
⇐⇒











x > 1,5,

5 − x > 0,

(x − 3 − 5 + x)(x − 3 + 5 − x) < 0

⇐⇒

⇐⇒
{

1,5 6 x < 5,

x − 4 < 0
⇐⇒

{

1,5 6 x < 5,

x < 4
⇐⇒ 1,5 6 x < 4.

Ответ : [1,5; 4).

Задача 22. Решите неравенство:

а)
√

x +
√

6x − 9 +
√

x −
√

6x − 9 6
√

10 ;

б)
√

x +
√

6x − 9 +
√

x −
√

6x − 9 >
√

10 ;

в)
√

x +
√

6x − 9 +
√

x −
√

6x − 9 >
√

10 .

Ответ : а) [1,5; 4]; б) (4; + ∞); в) [4; + ∞).
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Задача 23. Решите неравенство

√

14 +
√

x −
√

14−√
x > 3

√
2 . (16)

Решение. Неpавенство (16) имеет смысл пpи
{

x > 0,

14−√
x > 0

⇐⇒
{

x > 0,
√

x 6 14
⇐⇒

{

x > 0,

x 6 142
⇐⇒ 0 6 x 6 196.

Если x > 0, то 14 +
√

x > 14 −√
x .

Значит, расположенное в левой части неравенства (16) выражение
√

14 +
√

x −
√

14−√
x > 0 при 0 6 x 6 196.

Следовательно, неpавенство (16) pавносильно системе неравенств







0 6 x 6 196,

(

√

14 +
√

x −
√

14−√
x
)2

> 18
⇐⇒

⇐⇒
{

0 6 x 6 196,

14 +
√

x − 2
√

142 − x + 14 −√
x > 18

⇐⇒

⇐⇒
{

0 6 x 6 196,
√

142 − x 6 5
⇐⇒

{

0 6 x 6 196,

196− x 6 25
⇐⇒ 171 6 x 6 196.

Ответ : [171; 196].

Задача 24. Решите неравенство

√

14 +
√

x −
√

14−√
x 6 3

√
2 . Ответ : [0; 171].

Задача 25. Решите неpавенство

2
√

x2 + 3x > 9 − 2x −√
x −

√
x + 3 . (17)

Решение. Hеpавенство (17) равносильно неравенству
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x + 2
√

x(x + 3) + x + 3 +
√

x +
√

x + 3 − 12 > 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

x +
√

x + 3
)2

+
(√

x +
√

x + 3
)

− 12 > 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

x +
√

x + 3 + 4
)(√

x +
√

x + 3 − 3
)

> 0 ⇐⇒

⇐⇒ √
x +

√
x + 3 > 3 ⇐⇒











x > 0,

x + 3 > 0,

x + 2
√

x(x + 3) + x + 3 > 9

⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,
√

x(x + 3) > 3 − x
⇐⇒































x > 0,










{

3 − x < 0,

x(x + 3) > 0,
{

3 − x > 0,

x(x + 3) > (3 − x)2

⇐⇒

⇐⇒

































x > 0,

x > 3,

x(x + 3) > 0,










x > 0,

x 6 3,

x > 1

⇐⇒
[

x > 3,

1 6 x 6 3
⇐⇒ x > 1.

Ответ : [1; + ∞).

Задача 26. Решите неpавенство:

а) 7 + 2x > 2
√

x2 + 9x +
√

x −
√

x + 9 ;

б) 2x + 5 > 2
√

x2 + 5x +
√

x −
√

x + 5 .

Ответ : а) [0; 16]; б) [0; + ∞).

Задача 27. Решите неpавенство

(x2 − 1) ·
√

x2 − 4x + 3 > 0. (18)
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Решение. Hеpавенство (18) имеет смысл, когда

x2 − 4x + 3 > 0 ⇐⇒
[

x2 − 4x + 3 = 0,

x2 − 4x + 3 > 0.

Если

x2 − 4x + 3 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(x − 3) = 0 ⇐⇒
[

x = 1,

x = 3,

то выражение в левой части неравенства (18) равно нулю и неравенство
(18), будучи нестрогим, выполняется.

Остаётся рассмотреть случай, когда x2 − 4x + 3 > 0. При этом ре-
шениями неравенства (18) будут решения системы неравенств

{

x2 − 4x + 3 > 0,

x2 − 1 > 0
⇐⇒

{

(x − 1)(x − 3) > 0,

(x − 1)(x + 1) > 0
⇐⇒

⇐⇒

































x − 1 < 0,

x − 3 < 0,

x + 1 6 0,










x − 1 > 0,

x − 3 > 0,

x + 1 > 0

⇐⇒

































x < 1,

x < 3,

x 6 − 1,










x > 1,

x > 3,

x > − 1

⇐⇒
[

x 6 − 1,

x > 3.

Следовательно, множеством решений неравенства (18) будет мно-
жество (−∞; −1]∪{1}∪ [3; +∞). Ответ : (−∞; −1]∪{1}∪ [3; +∞).

Задача 28. Решите неравенство:

а) (x − 1)
√

x2 − x − 2 > 0; б) (x2 − 3x − 40)
√

2x − 3 > 0;

в) (x + 2) ·
√

9 − x2 6 0; г) (x2 − 9) ·
√

x2 + 3x − 10 6 0.

Ответ : а) {−1}∪ [2; +∞); б)
{

1
1

2

}

∪ [8; +∞); в) [−3; −2]∪{3};

г) { − 5} ∪ [2; 3].

125
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Задача 29. Решите неpавенство

(x − 2)
√

x2 − 5x + 4

5 − x
> 0. (19)

Решение. Из неpавенства (19) следует, что

x2 − 5x + 4 > 0 ⇐⇒
[

x2 − 5x + 4 = 0,

x2 − 5x + 4 > 0.

Если

x2 − 5x + 4 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(x − 4) = 0 ⇐⇒
[

x = 1,

x = 4,

то выражение в левой части неравенства (19) равно нулю и неравенство
(19), будучи нестрогим, выполняется.

Пусть x2 − 5x + 4 > 0. Тогда решениями неравенства (19) будут

решения системы неравенств







x2 − 5x + 4 > 0,

x − 2

5 − x
> 0

⇐⇒







(x − 1)(x − 4) > 0,

x − 2

x − 5
6 0

⇐⇒

⇐⇒











[

x < 1,

x > 4,

2 6 x < 5

⇐⇒ 4 < x < 5.

Следовательно, множеством решений неравенства (19) является

множество {1} ∪ [4; 5). Ответ : {1} ∪ [4; 5).

Задача 30. Решите неравенство

x + 11√
x + 1

> 4 +

√
x − 1

2
. (20)

Решение. Неравенство (20) имеет смысл при x > 0, а
√

x + 1 > 0 ∀x ∈ [0; + ∞).

126



П. 7. Задачи

Поэтому неравенство (20) равносильно неравенству

2(x + 11) > 8(
√

x + 1) + x − 1 ⇐⇒ x − 8
√

x + 15 > 0 ⇐⇒

⇐⇒ (
√

x )2 − 8
√

x + 15 > 0 ⇐⇒ (
√

x − 3)(
√

x − 5) > 0 ⇐⇒

⇐⇒
[√

x < 3,
√

x > 5
⇐⇒

[

0 6 x < 9,

x > 25.
Ответ : [0; 9) ∪ (25; + ∞).

Задача 31. Решите неравенство

x − 1√
x + 1

> 4 +

√
x − 1

2
. (21)

Решение. Неравенство (21) имеет смысл при x > 0 и равносильно
неравенству

(
√

x + 1)(
√

x − 1)√
x + 1

> 4 +

√
x − 1

2
⇐⇒

⇐⇒ √
x − 1 > 4 +

√
x − 1

2
⇐⇒ √

x > 9 ⇐⇒ x > 81.

Ответ : (81; + ∞).

Задача 32. Решите неравенство

14

3 −√
x

>
√

x + 5.

Решение. Неравенство

14

3−√
x

>
√

x + 5 ⇐⇒ 14

3 −√
x
− (

√
x + 5) > 0 ⇐⇒

⇐⇒ 14− (
√

x + 5)(3 −√
x )

3 −√
x

> 0 ⇐⇒ (
√

x )2 + 2
√

x − 1

3 −√
x

> 0 ⇐⇒

⇐⇒ (
√

x )2 + 2
√

x − 1√
x − 3

6 0 ⇐⇒
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⇐⇒ (
√

x + 1 +
√

2 )(
√

x + 1 −
√

2 )√
x − 3

6 0 ⇐⇒
√

x + 1 −
√

2√
x − 3

6 0 ⇐⇒

⇐⇒















{√
x − 3 > 0,

√
x + 1 −

√
2 6 0,

{√
x − 3 < 0,

√
x + 1 −

√
2 > 0

⇐⇒















{√
x > 3,

√
x 6

√
2 − 1,

{√
x < 3,

√
x >

√
2 − 1

⇐⇒

⇐⇒
{√

x < 3,

√
x >

√
2 − 1

⇐⇒
{

0 6 x < 9,

x > (
√

2 − 1)2
⇐⇒

⇐⇒
{

0 6 x < 9,

x > 3 − 2
√

2
⇐⇒ 3 − 2

√
2 6 x < 9. Ответ : [3 − 2

√
2 ; 9).

Задача 33. Решите неpавенство

1√
1 + x

>
1

2 − x
. (22)

Решение. Hеpавенство (22) равносильно совокупности двух систем:

{

1 + x > 0,

2 − x < 0
⇐⇒

{

x > − 1,

x > 2
⇐⇒ x > 2;











1 + x > 0,

2 − x > 0,

2 − x >
√

x + 1

⇐⇒











x > − 1,

x < 2,

(2 − x)2 > x + 1

⇐⇒

⇐⇒
{

− 1 < x < 2,

x2 − 5x + 3 > 0
⇐⇒































− 1 < x < 2,











x 6
5 −

√
13

2
,

x >
5 +

√
13

2

⇐⇒
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⇐⇒ − 1 < x 6
5 −

√
13

2
.

Следовательно, множеством решений неравенства (22) будет мно-

жество

(

−1;
5 −

√
13

2

]

∪
(

2; +∞). Ответ :

(

−1;
5 −

√
13

2

]

∪
(

2; +∞).

Задача 34. Решите неравенство

2x√
2x + 9

<
√

1 + 2x − 1. (23)

Решение. При x > 0 правая часть неравенства (23) положительна,

так как в этом случае
√

1 + 2x > 1. Следовательно, при x > 0 нера-
венство (23) равносильно системе



























x > 0,

2x + 9 > 0,

1 + 2x > 0,

4x2

2x + 9
< 1 + 2x − 2

√
1 + 2x + 1

⇔











































x > 0,

x > − 9

2
,

x > − 1

2
,

1 + x − 2x2

2x + 9
>

√
1 + 2x

⇔

⇐⇒







x > 0,

11x + 9

2x + 9
>

√
1 + 2x

⇐⇒











x > 0,

121x2 + 198x + 81

(2x + 9)2
> 1 + 2x

⇐⇒

⇐⇒











x > 0,

− 8x3 + 45x2

(2x + 9)2
> 0

⇐⇒
{

x > 0,

x2(45 − 8x) > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

45− 8x > 0
⇐⇒







x > 0,

x <
45

8

⇐⇒ 0 < x <
45

8
.

При x = 0 неравенство (23) не выполняется.
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При x < 0 неравенство (23) равносильно системе



























x < 0,

2x + 9 > 0,

1 + 2x > 0,

2 · ( − x)√
2x + 9

> 1 −
√

1 + 2x

⇐⇒











































x < 0,

x > − 9

2
,

x > − 1

2
,

4x2

2x + 9
> 1 − 2

√
1 + 2x + 1 + 2x

⇐⇒

⇐⇒























x < 0,

x > − 1

2
,

1 + x − 2x2

2x + 9
<

√
1 + 2x

⇐⇒























x < 0,

x > − 1

2
,

11x + 9

2x + 9
<

√
1 + 2x

⇐⇒

⇐⇒



























x < 0,

x > − 1

2
,

121x2 + 198x + 81

(2x + 9)2
< 1 + 2x

⇐⇒



























x < 0,

x > − 1

2
,

− 8x3 + 45x2

(2x + 9)2
< 0

⇐⇒

⇐⇒















x < 0,

x > − 1

2
,

x2( − 8x + 45) < 0

⇐⇒















x < 0,

x > − 1

2
,

− 8x + 45 < 0

⇐⇒

⇐⇒























x < 0,

x > − 1

2
,

x >
45

8
,

и не имеет решений. Ответ :
(

0; 5
5

8

)

.
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Задача 35. Решите неравенство
√

9x2 + 6x + 1 < 2 − x. (24)

Решение. Выделяя полный квадрат

9x2 + 6x + 1 = (3x + 1)2 ∀x ∈ R,

и учитывая, что
√

(3x + 1)2 = |3x + 1| ∀x ∈ R,

неравенство (24) приводим к равносильному неравенству с модулем

|3x + 1| < 2 − x.

Далее, основываясь на формуле

|f(x)| < g(x) ⇐⇒ − g(x) < f(x) < g(x),

получаем равносильное двойное неравенство

− (2 − x) < 3x + 1 < 2 − x ⇐⇒
{

3x + 1 > x − 2,

3x + 1 < 2 − x
⇐⇒

⇐⇒
{

2x > − 3,

4x < 1
⇐⇒ − 1,5 < x < 0,25. Ответ : ( − 1,5; 0,25).

Задача 36. Решите неравенство

√

2 − |x| <
x

|x| . (25)

Решение. В левой части неравенства (25) расположено неотрица-
тельное выражение. Поэтому правая часть должна быть положительной,

т.е. x > 0. Следовательно,
x

|x| = 1, а неравенство (25) равносильно

системе неравенств
{

x > 0,
√

2 − x < 1
⇐⇒

{

x > 0,

0 6 2− x < 1
⇐⇒

{

x > 0,

− 1 < x − 2 6 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

1 < x 6 2
⇐⇒ 1 < x 6 2. Ответ : (1; 2].
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Задача 37. Решите неравенство

√

x2 − |x| < x. (26)

Решение. В левой части неравенства (26) расположено неотрица-
тельное выражение. Поэтому правая часть x > 0. Следовательно,
|x| = x, а неравенство (26) равносильно неравенству

√
x2 − x < x ⇐⇒











x > 0,

x2 − x > 0,

x2 − x < x2

⇐⇒











x > 0,

x(x − 1) > 0,

x > 0

⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

x − 1 > 0
⇐⇒

{

x > 0,

x > 1
⇐⇒ x > 1. Ответ : [1; +∞).

Задача 38. Решите неравенство

√

2 − |x| < x − 1.

Решение. Неравенство строгое, а в левой части расположено неот-
рицательное выражение. Поэтому правая часть x−1 > 0, а неравенство
равносильно системе

{

x > 1,
√

2 − x < x − 1
⇔











x > 1,

2 − x > 0,

2 − x < (x − 1)2
⇔
{

1 < x 6 2,

x2 − x − 1 > 0
⇔

⇐⇒











1 < x 6 2,
(

x − 1 +
√

5

2

)(

x +
1 −

√
5

2

)

> 0
⇐⇒ 1 +

√
5

2
< x 6 2.

Ответ :
(

1 +
√

5

2
; 2

]

.

Задача 39. Решите неравенство

√
4 − x2 6

1

|x| . (27)
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Решение. Неравенство (27) имеет смысл при

4 − x2 > 0 ⇐⇒ x2 6 4 ⇐⇒ |x| 6 2 ⇐⇒ − 2 6 x 6 2.

Построим графики функций (рис. 2)

f(x) =
√

4 − x2 ∀x ∈ [ − 2; 2]

и

g(x) =
1

|x| ∀x ∈ ( −∞; 0) ∪ (0; + ∞),

которые являются чётными и положительными.

x

y

2

2−2 b−b a−a

(2)(2)

(1) (1)

(1) − Γ
1

|x| ; (2) − Γ
√

4 − x2

Рис. 2

Чётность следует из того, что

f( − x) =
√

4 − ( − x)2 =

=
√

4− x2 = f(x) ∀x ∈ [ − 2; 2],

g( − x) =
1

| − x| =
1

|x| = g(x)

∀x ∈ ( −∞; 0) ∪ (0; + ∞).

Неравенство (27) выполняется
тогда и только тогда, когда переменная x принадлежит множеству

[ − 2; − b] ∪ [ − a; 0) ∪ (0; a] ∪ [b; 2],

где a < b — положительные корни уравнения

√
4 − x2 =

1

|x| .

Система







x > 0,

√
4 − x2 =

1

x

⇐⇒



















x > 0,

4 − x2 > 0,

4 − x2 =
1

x2

⇐⇒
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⇐⇒











x > 0,

|x| 6 2,

x4 − 4x2 + 1 = 0

⇐⇒
{

0 < x 6 2,

(x2 − 2)2 = 3
⇐⇒

⇐⇒
{

0 < x 6 2,

|x2 − 2| =
√

3
⇐⇒















0 < x 6 2,
[

x2 = 2 −
√

3,

x2 = 2 +
√

3

⇐⇒

⇐⇒





x =
√

2 −
√

3 ,

x =
√

2 +
√

3 .

Следовательно, a =
√

2 −
√

3, b =
√

2 +
√

3 , а множество

[

− 2; −
√

2 +
√

3
]

∪
[

−
√

2 −
√

3 ; 0
)

∪
(

0;
√

2 −
√

3
]

∪
[

√

2 +
√

3 ; 2
]

является множеством решений неравенства (27). Ответ :
[

− 2; −
√

2 +
√

3
]

∪
[

−
√

2 −
√

3 ; 0
)

∪
(

0;
√

2 −
√

3
]

∪
[

√

2 +
√

3 ; 2
]

.

Задача 40. Решите неравенство:

а)
√

4 − x2 <
1

|x| ; б)
√

4 − x2 >
1

|x| ; в)
√

4 − x2 >
1

|x| . Ответ :

а)
[

−2; −
√

2 +
√

3
)

∪
(

−
√

2 −
√

3 ; 0
)

∪
(

0;
√

2 −
√

3
)

∪
(

√

2 +
√

3 ; 2
]

;

б)
(

−
√

2 +
√

3 ; −
√

2 −
√

3
)

∪
(

√

2 −
√

3 ;
√

2 +
√

3
)

;

в)
[

−
√

2 +
√

3 ; −
√

2 −
√

3
]

∪
[

√

2 −
√

3 ;
√

2 +
√

3
]

.

Задача 41. Решите неравенство

2
√

x < 7 − |x − 10|. (28)

Решение. Из неpавенства (28) следует, что

7 − |x − 10| > 0 ⇔ |x − 10| < 7 ⇔ − 7 < x − 10 < 7 ⇔ 3 < x < 17.
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Неравенство (28) равносильно совокупности двух систем:

{

3 < x 6 10,

2
√

x < 7 + x − 10
⇐⇒

{

3 < x 6 10,

x − 2
√

x − 3 > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

3 < x 6 10,
(√

x + 1
)(√

x − 3
)

> 0
⇐⇒

{

3 < x 6 10,
√

x > 3
⇐⇒

⇐⇒
{

3 < x 6 10,

x > 9
⇐⇒ 9 < x 6 10;

{

10 < x < 17,

2
√

x < 7 − x + 10
⇐⇒

{

10 < x < 17,

x + 2
√

x − 17 < 0
⇐⇒

⇐⇒
{

10 < x < 17,
(√

x + 1 + 3
√

2
)(√

x + 1 − 3
√

2
)

< 0
⇐⇒

⇐⇒
{

10 < x < 17,

√
x < 3

√
2 − 1

⇐⇒
{

10 < x < 17,

x < 19− 6
√

2
⇐⇒

⇐⇒ 10 < x < 19− 6
√

2 .

Следовательно, множеством решений строгого неравенства (28) яв-

ляется интервал
(

9; 19− 6
√

2
)

. Ответ :
(

9; 19− 6
√

2
)

.

Задача 42. Решите неpавенство
√

x − 3 6 3 − |x − 6|. (29)

Решение. Hеpавенство (29) имеет смысл при
{

x − 3 > 0,

3 − |x − 6| > 0
⇐⇒

{

x > 3,

|x − 6| 6 3
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 3,

− 3 6 x − 6 6 3
⇐⇒

{

x > 3,

3 6 x 6 9
⇐⇒ 3 6 x 6 9.
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Hеpавенство (29) равносильно совокупности двух систем:
{

3 6 x 6 6,
√

x − 3 6 x − 3
⇐⇒

{

3 6 x 6 6,

x − 3 6 (x − 3)2
⇐⇒

⇐⇒
{

3 6 x 6 6,

(x − 3)(x − 4) > 0
⇐⇒











3 6 x 6 6,
[

x 6 3,

x > 4

⇐⇒
[

x = 3,

4 6 x 6 6;

{

6 < x 6 9,
√

x − 3 6 9 − x
⇐⇒

{

6 < x 6 9,

x − 3 6 (9 − x)2
⇐⇒

⇐⇒
{

6 < x 6 9,

(x − 7)(x − 12) > 0
⇐⇒











6 < x 6 9,
[

x 6 7,

x > 12

⇐⇒ 6 < x 6 7.

Следовательно, множеством решений нестрогого неравенства (29)

будет множество {3} ∪ [4; 7]. Ответ : {3} ∪ [4; 7].

Задача 43. Решите неравенство

12 − 4
√

x + 1 > |x − 8|. (30)

Решение. Поскольку

|x − 8| > 0 ∀x ∈ R,

то из неравенства (30) следует, что

12− 4
√

x + 1 > 0 ⇐⇒
√

x + 1 6 3 ⇐⇒ 0 6 x + 1 6 9 ⇐⇒ − 1 6 x 6 8.

Если x ∈ [−1; 8], то x−8 < 0, а значит, |x−8| = 8−x. Поэтому
неравенство (30) достаточно рассмотреть при − 1 6 x 6 8. При этом
неравенство (30) равносильно системе неравенств

{ − 1 6 x 6 8,

12 − 4
√

x + 1 > 8− x
⇐⇒

{ − 1 6 x 6 8,

4
√

x + 1 6 x + 4
⇐⇒
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⇐⇒
{

− 1 6 x 6 8,

16(x + 1) 6 (x + 4)2
⇐⇒

{

− 1 6 x 6 8,

x(x − 8) > 0
⇐⇒

⇐⇒











− 1 6 x 6 8,
[

x 6 0,

x > 8

⇐⇒
[ − 1 6 x 6 0,

x = 8.
Ответ : [−1; 0]∪{8}.

Задача 44. Решите неравенство

√

2 − |x| > x − 1. (31)

Решение. Неравенство (31) равносильно совокупности двух систем:
{

x − 1 < 0,

2 − |x| > 0
⇐⇒

{

x < 1,

|x| 6 2
⇐⇒

{

x < 1,

− 2 6 x 6 2
⇐⇒

⇐⇒ − 2 6 x < 1;

{

x − 1 > 0,

2 − |x| > (x − 1)2
⇐⇒

{

x > 1,

2 − x > x2 − 2x + 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

x2 − x − 1 < 0
⇐⇒

⇐⇒











x > 1,

(

x − 1 +
√

5

2

)(

x − 1 −
√

5

2

)

< 0
⇐⇒

⇐⇒







x > 1,

x − 1 +
√

5

2
< 0

⇐⇒ 1 6 x <
1 +

√
5

2
.

Объединение

[ − 2; 1) ∪
[

1;
1 +

√
5

2

)

=

[

− 2;
1 +

√
5

2

)
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является множеством решений строгого неравенства (31).

Ответ :
[

− 2;
1 +

√
5

2

)

.

Задача 45. Решите неравенство

√
4 − 4x3 + x6 > x − 3

√
2 . (32)

Решение. Неравенство (32) равносильно неравенству
√

(x3 − 2)2 > x − 3
√

2 ⇐⇒ |x3 − 2| > x − 3
√

2 ⇐⇒

⇐⇒
[

x3 − 2 < − (x − 3
√

2 ),

x3 − 2 > x − 3
√

2
⇐⇒

⇐⇒
[
(

x − 3
√

2
)(

x2 + 3
√

2x + 3
√

4
)

+ x − 3
√

2 < 0,

(

x − 3
√

2
)(

x2 + 3
√

2x + 3
√

4
)

−
(

x − 3
√

2
)

> 0
⇐⇒

⇐⇒
[
(

x − 3
√

2
)(

x2 + 3
√

2 x + 3
√

4 + 1
)

< 0,

(

x − 3
√

2
)(

x2 + 3
√

2 x + 3
√

4 − 1
)

> 0
⇐⇒

⇐⇒
[

x − 3
√

2 < 0,

x − 3
√

2 > 0
⇐⇒

[

x <
3
√

2 ,

x > 3
√

2 .

В процессе решения было учтено, что

x2 + 3
√

2 x + 3
√

4 ± 1 > 0,

так как дискриминанты D = 3
√

4−4( 3
√

4±1) = −3 3
√

4∓4 < 0, а первый

коэффициент 1 > 0. Ответ :
(

−∞; 3
√

2
)

∪
( 3
√

2 ; + ∞
)

.

Задача 46. Решите неpавенство

(x + 3)
√

12 − |x| > 0. (33)

Решение. Hеpавенство (33) равносильно совокупности
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





12 − |x| = 0,
{

12 − |x| > 0,

x + 3 > 0

⇐⇒







|x| = 12,
{

|x| < 12,

x > − 3

⇐⇒
[

x = ± 12,

− 3 6 x < 12
⇐⇒

⇐⇒
[

x = − 12,

− 3 6 x 6 12.
Ответ : { − 12} ∪ [ − 3; 12].

Задача 47. Решите неpавенство

√
6 − x − |x − 5| +

√
x − 4 > 2. (34)

Решение. Способ 1. Неравенство (34) равносильно неравенству

√
6 − x +

√
x − 4 > 2 + |x − 5|. (35)

Рассмотрим функции

f(x) =
√

6 − x +
√

x − 4

с областью определения D(f) = [4; 6], так как

{

6− x > 0,

x − 4 > 0
⇐⇒

{

x 6 6,

x > 4
⇐⇒ 4 6 x 6 6,

и

g(x) = |x − 5| + 2 ∀x ∈ R.

Неравенство (35) будет иметь вид

f(x) > g(x),

и надо найти все те x, при которых значения функции g не больше со-
ответствующих значений функции f.

Так как

|x − 5| > 0 ∀x ∈ R,

то функция

g(x) = |x − 5| + 2 > 2 ∀x ∈ R
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и g(x) = 2 при тех x, которые являются корнями уравнения

|x − 5| = 0 ⇐⇒ x − 5 = 0 ⇐⇒ x = 5.

Итак, наименьшее значение

min
R

g(x) = g(5) = 2,

а

g(x) > 2 ∀x ∈ ( −∞; 5) ∪ (5; + ∞). (36)

Производная функция

f ′(x) = − 1

2
√

6 − x
+

1

2
√

x − 4
=

√
6 − x −

√
x − 4

2
√

(6 − x)(x − 4)
∀x ∈ (4; 6)

равна нулю, когда

{

4 < x < 6,
√

6 − x =
√

x − 4
⇐⇒

{

4 < x < 6,

6 − x = x − 4
⇐⇒ x = 5.

Так как

{

4 < x < 6,
√

6 − x >
√

x − 4
⇔
{

4 < x < 6,

6 − x > x − 4
⇔
{

4 < x < 6,

x < 5
⇔ 4 < x < 5,

а

{

4 < x < 6,
√

6 − x <
√

x − 4
⇔
{

4 < x < 6,

6 − x < x − 4
⇔
{

4 < x < 6,

x > 5
⇔ 5 < x < 6,

то при переходе через точку x = 5 производная функция меняет знак с
плюса на минус.

Следовательно, критическая точка x = 5 является точкой макси-
мума функции f. А учитывая, что x = 5 — единственная критическая
точка функции f, заключаем, что при x = 5 функция f принимает
наибольшее значение:

max
[4;6]

f(x) = f(5) = 2.
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При этом

f(x) < 2 ∀x ∈ [4; 5) ∪ (5; 6]. (37)

Из того, что

f(5) = g(5),

и оценок (36) и (37) следует, что неравенство (34) выполняется в един-
ственном случае, когда

f(x) = g(x),

и это имеет место, когда x = 5.
Итак, x = 5 — единственное решение неравенства (34).
Способ 2. Учитывая, что

|x − 5| > 0 ∀x ∈ R,

из неpавенства (34), как следствие, получаем неравенство

√
6 − x +

√
x − 4 > 2 ⇐⇒











6 − x > 0,

x − 4 > 0,

6 − x + 2
√

(6 − x)(x − 4) + x − 4 > 4

⇐⇒

⇐⇒











x 6 6,

x > 4,
√

(6 − x)(x − 4) > 1

⇐⇒
{

4 6 x 6 6,

(6 − x)(x − 4) > 1
⇐⇒

⇐⇒
{

4 6 x 6 6,

x2 − 10x + 25 6 0
⇐⇒

{

4 6 x 6 6,

(x − 5)2 6 0
⇐⇒

⇐⇒
{

4 6 x 6 6,

x − 5 = 0
⇐⇒ x = 5.

Пpи x = 5 неpавенство (34) выполняется:

√
6− 5− |5 − 5| +

√
5 − 4 > 2 ⇐⇒ 1 + 1 > 2 ⇐⇒ 2 > 2.
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Значит, множеством pешений неpавенства (34) будет {5}.
Ответ : {5}.

Задача 48. Решите неравенство

√
2 − x + x − 3

(|x − 3| − 3)2
< 0. (38)

Решение. Уравнение

|x − 3| − 3 = 0 ⇐⇒ |x − 3| = 3 ⇐⇒
[

x − 3 = − 3,

x − 3 = 3
⇐⇒

[

x = 0,

x = 6.

Неравенство

2 − x > 0 ⇐⇒ x 6 2.

Следовательно, неравенство (38) равносильно системе
{

x 6= 0,
√

2 − x + x − 3 < 0
⇐⇒

{

x 6= 0,
√

2 − x < 3 − x
⇐⇒

⇐⇒



















x 6= 0,

2 − x > 0,

3 − x > 0,

2 − x < (3 − x)2

⇐⇒



















x 6= 0,

x 6 2,

x < 3,

x2 − 5x + 7 > 0

⇐⇒
[

x < 0,

0 < x 6 2,

так как квадратный трёхчлен

x2 − 5x + 7 > 0 ∀x ∈ R,

как имеющий отрицательный дискриминант D = 25− 28 = − 3 и поло-

жительный коэффициент при x2. Ответ : ( −∞; 0) ∪ (0; 2].

Задача 49. Решите неравенство

x3 − 27 − 9x(x − 3)

|x − 15| >
√

15− x. (39)

Решение. Преобразуем числитель дроби:
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x3 − 27− 9x(x − 3) = (x − 3)(x2 + 3x + 9 − 9x) = (x − 3)3 ∀x ∈ R.

Поскольку квадратный корень
√

15 − x определён при 15− x > 0,

то модуль |x − 15| = 15 − x. Поэтому неравенство (39) равносильно

неравенству

(x − 3)3

15− x
−
√

15 − x > 0 ⇐⇒ (x − 3)3 −
(√

15− x
)3

15 − x
> 0 ⇐⇒

⇐⇒
{

15 − x 6= 0,

(x − 3)3 >
(√

15− x
)3

⇐⇒
{

15 − x 6= 0,

(x − 3) >
√

15 − x
⇐⇒

⇐⇒











15− x > 0,

x − 3 > 0,

(x − 3)2 >
√

15− x

⇐⇒
{

3 < x < 15,

x2 − 5x − 6 > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

3 < x < 15,

(x + 1)(x − 6) > 0
⇐⇒











3 < x < 15,
[

x 6 − 1,

x > 6

⇐⇒ 6 6 x < 15.

Ответ : [6; 15).

Задача 50. Решите неравенство

√
x2 + x + 1 > 1 − x − x2. (40)

Решение. Неравенство (40) равносильно неравенству

(x2 + x + 1) +
√

x2 + x + 1 − 2 > 0.

Пусть
√

x2 + x + 1 = y. Тогда

{

y > 0,

y2 + y − 2 > 0
⇐⇒

{

y > 0,

(y + 2)(y − 1) > 0
⇐⇒ y > 1.

Следовательно, неравенство (40) равносильно неравенству
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√
x2 + x + 1 > 1 ⇔ x2 + x + 1 > 12 ⇔ x(x + 1) > 0 ⇔

[

x 6 − 1,

x > 0,

и его множеством решений будет ( −∞; − 1] ∪ [0; + ∞).

Ответ : ( −∞; − 1] ∪ [0; + ∞).

Задача 51. Решите неравенство

√

x + 1

x − 1
−
√

x − 1

x + 1
<

3

2
. (41)

Решение. Выполним подстановку

√

x + 1

x − 1
= y,

при которой

√

x − 1

x + 1
=

1

y
.

Тогда







y > 0,

y − 1

y
<

3

2

⇐⇒











y > 0,

2y2 − 3y − 2

2y
< 0

⇐⇒

⇐⇒
{

y > 0,

(2y + 1)(y − 2) < 0
⇐⇒

{

y > 0,

− 0,5 < y < 2
⇐⇒ 0 < y < 2.

Неравенство (41) равносильно неравенству

0 <

√

x + 1

x − 1
< 2 ⇐⇒ 0 <

x + 1

x − 1
< 4 ⇐⇒















x + 1

x − 1
> 0,

x + 1

x − 1
− 4 < 0

⇐⇒
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⇔







(x + 1)(x − 1) > 0,

− 3x + 5

x − 1
< 0

⇔

































x − 1 < 0,

x + 1 < 0,

− 3x + 5 > 0,











x − 1 > 0,

x + 1 > 0,

− 3x + 5 < 0

⇔











































x < 1,

x < − 1,

x < 1
2

3
,















x > 1,

x > − 1,

x > 1
2

3

⇔

⇐⇒





x < − 1,

x > 1
2

3
.

Ответ :
(

−∞; − 1
)

∪
(

1
2

3
; + ∞

)

.

Задача 52. Решите неравенство:

а)

√

x + 1

x − 1
−
√

x − 1

x + 1
6

3

2
; б)

√

x + 1

x − 1
−
√

x − 1

x + 1
>

3

2
.

Ответ : а)
(

−∞; − 1
)

∪
[

1
2

3
; + ∞

)

; б)
(

1; 1
2

3

]

.

Задача 53. Решите неравенство

− 2(x + 1) > (x + 2)(
√

x + 1 − x − 2). (42)

Решение. Способ 1. Пусть
√

x + 1 = y. Тогда неравенство (42)
равносильно системе
{

y > 0,

− 2y2 > (y2 + 1)(y − y2 − 1)
⇐⇒

{

y > 0,

y4 − y3 − y + 1 > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

y > 0,

y3(y − 1) − (y − 1) > 0
⇐⇒

{

y > 0,

(y − 1)(y3 − 1) > 0
⇐⇒

⇐⇒
{

y > 0,

(y − 1)2(y2 + y + 1) > 0
⇐⇒

[

0 6 y < 1,

y > 1.
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Учитывая подстановку, получаем совокупность

[

0 6
√

x + 1 < 1,
√

x + 1 > 1
⇐⇒

[

0 6 x + 1 < 1,

x + 1 > 1
⇐⇒

[ − 1 6 x < 0,

x > 0.

Способ 2. Неравенство (42) определено при x > − 1. Если x =

− 1, то неравенство выполняется. Считая, что x > − 1, разделим обе
части неравенства на x + 1

−2>(x +2)

(

1√
x + 1

− x + 2

x + 1

)

⇐⇒
(

x + 2√
x + 1

)2

− x + 2√
x + 1

− 2 > 0. (43)

Полагая
x + 2√
x + 1

= y, неравенство (43) запишем в виде

y2 − y − 2 > 0 ⇐⇒ (y + 1)(y − 2) > 0 ⇐⇒
[

y < − 1,

y > 2.

Таким образом, неравенство (43) равносильно совокупности









x + 2√
x + 1

< − 1,

x + 2√
x + 1

> 2

⇐⇒















{

x > − 1,

x + 2 +
√

x + 1 < 0,
{

x > − 1,

x + 2 − 2
√

x + 1 > 0

⇐⇒

⇐⇒
{

x > − 1,

(
√

x + 1 − 1)2 > 0
⇐⇒











x > − 1,
[ − 1 < x < 0,

x > 0

⇐⇒
[− 1 < x < 0,

x > 0.

Ответ : [ − 1; 0) ∪ (0; + ∞).

Задача 54. Решите неравенство

√
2 − x + 4x − 3

x
> 2. (44)

Решение. Неравенство (44) равносильно неравенству
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√

2 − x + 2x − 3

x
> 0. (45)

Пусть
√

2 − x = y. Тогда x = 2 − y2.

Из неравенства (45) с учётом замены получаем систему










y > 0,

y + 2(2 − y2) − 3

2 − y2
> 0

⇐⇒











y > 0,

1 + y − 2y2

2 − y2
> 0

⇐⇒

⇐⇒











y > 0,

(2y + 1)(1 − y)

(
√

2 + y)(
√

2 − y)
> 0

⇐⇒











y > 0,

1 − y√
2 − y

> 0
⇐⇒

⇐⇒















y > 0,
[

y 6 1,

y >
√

2

⇐⇒
[

0 6 y 6 1,

y >
√

2.

Следовательно, неравенство (44) равносильно совокупности
[

0 6
√

2 − x 6 1,
√

2 − x >
√

2
⇐⇒

[

0 6 2 − x 6 1,

2 − x > 2
⇐⇒

⇐⇒
[ − 2 6 − x 6 − 1,

x < 0
⇐⇒

[

1 6 x 6 2,

x < 0.

Ответ : ( −∞; 0) ∪ [1; 2].

Задача 55. Решите неравенство

3
√

x − 1 −
√

x + 2 − 2 < 0. (46)

Решение. Неравенство (46) равносильно неравенству

3
√

x − 1 < 2 +
√

x + 2 ⇐⇒ x − 1 <
(

2 +
√

x + 2
)3 ⇐⇒

⇐⇒ x − 1 < 23 + 3 · 22 ·
√

x + 2 + 3 · 2
(√

x + 2
)2

+
(√

x + 2
)3 ⇐⇒
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⇐⇒ (x + 14) ·
√

x + 2 > − 5x − 21 ⇐⇒

⇐⇒
{

x + 2 > 0,
(

(x + 2) + 12
)

·
√

x + 2 > −
(

5(x + 2) + 11
)

⇐⇒

⇐⇒ x + 2 > 0 ⇐⇒ x > − 2. Ответ : [ − 2; + ∞).

Задача 56. Решите неравенство

3
√

x − 2 −
√

x − 1 + 1 > 0. Ответ : (2; 10).

Задача 57. Решите неравенство

3
√

x + 3
√

2x − 3 < 3
√

12(x − 1) . (47)

Решение. Обе части уравнения

3
√

x + 3
√

2x − 3 = 3
√

12(x − 1) (48)

возведём в куб и получим равносильное уравнение

(

3
√

x
)3

+ 3
(

3
√

x
)2 · 3

√
2x − 3 +

+ 3 3
√

x ·
(

3
√

2x − 3
)2

+
(

3
√

2x − 3
)3

= 12(x − 1) ⇐⇒

⇐⇒ 3
√

x(2x − 3) ·
(

3
√

x + 3
√

2x − 3
)

= 3(x − 1).

Отсюда, учитывая уравнение (48), получаем новое уравнение

3
√

x(2x − 3) · 3
√

12(x − 1) = 3(x − 1). (49)

Обе части уравнения (49) возведём в куб и получим равносильное
уравнение

12x(x − 1)(2x − 3) = 27(x − 1)3 ⇐⇒

⇐⇒ (x − 1)(x − 3)2 = 0 ⇐⇒
[

x = 1,

x = 3.

Переход от уравнения (48) к уравнению (49) осуществлён при тех

значениях переменной x, при которых сумма 3
√

x + 3
√

2x − 3 равна ку-
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бическому корню 3
√

12(x − 1) . Поэтому любое решение уравнения (48)
будет решением уравнения (49).

Однако не каждый корень уравнения (49) должен быть корнем
уравнения (48). Это следует из того, что уравнение (49) в своём задании
не предполагает равенства (48). Уравнение (49) лишь получено с учётом
уравнения (48). Поэтому необходима проверка.

При x = 1 выражение 3
√

x + 3
√

2x − 3 , расположенное в левой

части уравнения (48), принимает значение 0. Выражение 3
√

12(x − 1) ,

расположенное в правой части уравнения (48), при x = 1 принимает
значение 0. Число 1 является корнем уравнения (48).

При x = 3 выражение 3
√

x + 3
√

2x − 3 принимает значение 2 3
√

3.

Такое же значение принимает выражение 3
√

12(x − 1) при x = 3. Зна-
чит, 3 — корень уравнения (48).

Рассмотрим функцию

f(x) = 3
√

x + 3
√

2x − 3 − 3
√

12(x − 1) ∀x ∈ R,

с помощью которой неравенство (47) запишем в виде

f(x) < 0.

Тогда множеством решений неравенства (47) будет множество тех
значений аргумента x, при которых функция f принимает отрицатель-
ные значения.

Функция f имеет два нуля x = 1 и x = 3 и является непрерывной.
Поэтому на числовых промежутках ( − ∞; 1), (1; 3) и (3; + ∞) она
сохраняет знак.

Так как

0 ∈ ( −∞; 1), а f(0) = − 3
√

3 + 3
√

12 > 0,

3

2
∈ (1; 3), а f

(3

2

)

= 3

√

3

2
− 3

√
6 < 0,

4 ∈ (3; + ∞), а f(4) = 3
√

4 + 3
√

5 − 3
√

36 < 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈ ( −∞; 1) и f(x) < 0 ∀x ∈ (1; 3) ∪ (3; + ∞).
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Следовательно, множеством решений строгого неравенства (47) бу-

дет множество (1; 3) ∪ (3; + ∞). Ответ : (1; 3) ∪ (3; + ∞).

Задача 58. Решите неравенство:

а) 3
√

x + 3
√

2x − 3 6 3
√

12(x − 1) ; б) 3
√

x + 3
√

2x − 3 > 3
√

12(x − 1) ;

в) 3
√

x + 3
√

2x − 3 > 3
√

12(x − 1) ; г) 3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1 > 3
√

x + 1 ;

д) 3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1 < 3
√

x + 1 ; е) 3
√

x − 1 + 3
√

2x − 1 6
3
√

x + 1 .

Ответ : а) [1; +∞); б) (−∞; 1); в) (−∞; 1]∪{3}; г)
(

1
1

62
; +∞

)

;

д)
(

−∞; 1
1

62

)

; е)
(

−∞; 1
1

62

]

.

Задача 59. Решите неравенство

5
√

1 + x + 5
√

1 − x >
5
√

2 . (50)

Решение. Рассмотрим функцию

f(x) = 5
√

1 + x + 5
√

1 − x − 5
√

2 ∀x ∈ R,

с помощью которой неравенство (50) запишем в виде

f(x) > 0.

Тогда множеством решений неравенства (50) будет множество тех
значений аргумента x, при которых функция f принимает неотрица-
тельные значения.

Нулями функции f будут корни уравнения

5
√

1 + x + 5
√

1 − x = 5
√

2 . (51)

Пусть

u = 5
√

1 + x , а v = 5
√

1 − x .

Тогда

u5 + v5 = 2.

150



П. 7. Задачи

Из уравнения (51) получаем уравнение

u + v = 5
√

u5 + v5 ,

обе части которого возведём в пятую степень и получим равносильное
уравнение

u5 + 5u4v + 10u3v2 + 10u2v3 + 5uv4 + v5 = u + v ⇐⇒

⇐⇒ uv(u + v)(u2 + v2 + uv) = 0 ⇐⇒







u = 0,

v = 0,

u = − v,

так как

u2 + v2 + uv = 0 ⇐⇒ 1

2

(

(u + v)2 + u2 + v2
)

= 0 ⇐⇒
[

u = 0,

v = 0.

С учётом замены имеем:

5
√

1 + x = 0 ⇐⇒ 1 + x = 0 ⇐⇒ x = − 1;

5
√

1 − x = 0 ⇐⇒ 1 − x = 0 ⇐⇒ x = 1;

5
√

1 + x = − 5
√

1 − x ⇐⇒ 1 + x = − (1 − x) ⇐⇒ 1 = − 1,

что неверно.
Следовательно, непрерывная функция f имеет два нуля x = − 1

и x = 1. Поэтому на числовых промежутках ( − ∞; − 1), ( − 1; 1) и
(1; + ∞) она сохраняет знак.

Так как

− 2 ∈ ( −∞; − 1), а f( − 2) = 5
√

3 −
(

1 + 5
√

2
)

< 0,

0 ∈ ( − 1; 1), а f(0) = 2 − 5
√

2 > 0,

2 ∈ (1; + ∞), а f(2) = f( − 2) < 0,

то

f(x) < 0 ∀x ∈ ( −∞; − 1) ∪ (1; + ∞) и f(x) > 0 ∀x ∈ ( − 1; 1).
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Таким образом, решением нестрогого неравенства (50) будет отре-
зок [ − 1; 1]. Ответ : [ − 1; 1].

Задача 60. Решите неравенство:

a) 5
√

1 + x + 5
√

1 − x >
5
√

2 ; б) 5
√

1 + x + 5
√

1 − x <
5
√

2 ;

в) 5
√

1 + x + 5
√

1 − x 6
5
√

2 .

Ответ : а) (−1; 1); б) (−∞;−1)∪(1; +∞); в) (−∞;−1]∪[1; +∞).

Задача 61. Сколько целых решений имеет неравенство

√
2 − x − 3√

2 − x
6 − 2 ? (52)

Решение. Способ 1. Неравенство

√
2 − x − 3√

2 − x
6 − 2 ⇐⇒

√
2 − x − 3√

2 − x
+ 2 6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

2 − x
)2

+ 2
√

2 − x − 3√
2 − x

6 0 ⇐⇒
(√

2 − x + 1
)2− 4√

2 − x
6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

2 − x + 1 − 2
)(√

2 − x + 1 + 2
)

√
2 − x

6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

2 − x − 1
)(√

2 − x + 3
)

√
2 − x

6 0 ⇐⇒
√

2 − x − 1√
2 − x

6 0 ⇐⇒

⇐⇒
{√

2 − x − 1 6 0,
√

2 − x 6= 0
⇐⇒ 0 <

√
2 − x 6 1 ⇐⇒

⇐⇒ 0 < 2− x 6 1 ⇐⇒ − 1 6 x − 2 < 0 ⇐⇒ 1 6 x < 2.

Итак, [1; 2) — множество решений неравенства (52).

Полуинтервалу [1; 2) принадлежит одно целое число 1.
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Способ 2. Неравенство (52) равносильно неравенству

√
2 − x + 2 − 3√

2 − x
6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

2 − x + 2 +
1√

2 − x

)

− 4√
2 − x

6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(

4
√

2 − x +
1

4
√

2 − x

)2

−
(

2
4
√

2 − x

)2

6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(

4
√

2 − x − 1
4
√

2 − x

)(

4
√

2 − x +
3

4
√

2 − x

)

6 0 ⇐⇒

⇐⇒ 4
√

2 − x − 1
4
√

2 − x
6 0 ⇐⇒

√
2 − x − 1
4
√

2 − x
6 0 ⇐⇒

⇐⇒
{

2 − x 6= 0,
√

2 − x − 1 6 0,
⇐⇒

{

2 − x 6= 0,
√

2 − x 6 1
⇐⇒

⇐⇒ 0 < 2− x 6 1 ⇐⇒ − 2 < − x 6 − 1 ⇐⇒ 1 6 x < 2.

Множеству решений [1; 2) неравенства (52) принадлежит одно це-
лое число 1.

Способ 3. Уравнение

√
2 − x − 3√

2 − x
= − 2 ⇐⇒

(√
2 − x

)2
+ 2

√
2 − x − 3√

2 − x
= 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

2 − x + 3
)(√

2 − x − 1
)

√
2 − x

6 0 ⇐⇒
√

2 − x = 1 ⇐⇒

⇐⇒ 2 − x = 1 ⇐⇒ x = 1.

Рассмотрим функцию

f(x) =
√

2 − x − 3√
2 − x

+ 2 ∀x ∈ ( −∞; 2),
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с помощью которой неравенство (52) запишем в виде

f(x) 6 0.

Тогда множеством решений неравенства (52) будет множество тех
значений аргумента x, при которых функция f принимает неположи-
тельные значения.

Функция f имеет один нуль x = 1 и является непрерывной. По-
этому на числовых промежутках ( −∞; 1) и (1; 2) она сохраняет знак.

Так как

− 2 ∈ ( −∞; 1), а f( − 2) = 2 − 3

2
+ 2 =

5

2
> 0,

3

2
∈ (1; 2), а f

(3

2

)

=

√

1

2
− 3

√
2 + 2 = 2 +

√
2

2
− 3

√
2 < 0,

то

f(x) > 0 ∀x ∈ ( −∞; 1) и f(x) < 0 ∀x ∈ (1; 2).

Значит, решением неравенства (52) будет полуинтервал [1; 2).

Полуинтервалу [1; 2) принадлежит одно целое число 1.

Ответ : 1.

Задача 62. Пусть S — сумма всех целочисленных решений
неравенства.

√
27 − 2x − x2

3 − x
< 1. (53)

Выберите верное условие:

1) − 18 < S 6 − 14; 2) S 6 18; 3) − 8 < S 6 − 3;

4) − 3 < S 6 4.

Решение. Если 3 − x < 0, а 27− 2x − x2 > 0, то

√
27 − 2x − x2

3 − x
6 0, тем более,

√
27 − 2x − x2

3 − x
< 1.
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Если 3 − x > 0, то неравенство (53) равносильно неравенству
√

27− 2x − x2 < 3 − x.

Значит, неравенство (53) равносильно совокупности двух систем.
Первая система

{

3 − x < 0,

27− 2x − x2 > 0
⇐⇒

{

x − 3 > 0,

x2 + 2x − 27 6 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 3,
(

x + 1 + 2
√

7
)(

x + 1 − 2
√

7
)

6 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 3,

x + 1 − 2
√

7 6 0
⇐⇒

{

x > 3,

x 6 2
√

7 − 1
⇐⇒ 3 < x 6 2

√
7 − 1.

Вторая система

{

3− x > 0,
√

27− 2x − x2 < 3 − x
⇐⇒











x − 3 < 0,

27 − 2x − x2 > 0,

27 − 2x − x2 < (3 − x)2
⇐⇒

⇔











x − 3 < 0,

x2 + 2x − 27 6 0,

x2 − 2x − 9 > 0

⇔











x < 3,
(

x + 1 + 2
√

7
)(

x + 1 − 2
√

7
)

6 0,
(

x − 1 +
√

10
)(

x − 1 −
√

10
)

> 0

⇔

⇐⇒











x < 3,

x + 1 + 2
√

7 > 0,

x − 1 +
√

10 < 0

⇐⇒











x < 3,

x > − 1 − 2
√

7,

x < 1 −
√

10

⇐⇒

⇐⇒ − 1 − 2
√

7 6 x < 1 −
√

10.

Значит, множеством решений неравенства (53) будет
[

− 1 − 2
√

7 ; 1 −
√

10
)

∪
(

3; 2
√

7 − 1
]

.
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Поскольку

− 7 = − 1 − 2
√

9 < − 1 − 2
√

7 < − 1 − 2
√

6,25 = − 6,

− 3 = 1 −
√

16 < 1 −
√

10 < 1 −
√

9 = − 2,

4 = 2
√

6,25 − 1 < 2
√

7 − 1 < 2
√

9 − 1 = 5,

то целыми решениями неравенства (53) будут числа:

− 6, − 5, − 4, − 3, 4.

Их сумма S = − 6− 5− 4− 3+4 = − 14 и удовлетворяет условию

− 18 < S 6 − 14. Ответ : 1).

Задача 63. Найдите промежуток, содержащий только одно x,
удовлетворяющее неравенству

√
6 − x − x2

x + 9
6

√
6 − x − x2

2x + 8
: (54)

1) [2; 3); 2) [ − 3; − 2]; 3) [ − 2; − 1]; 4) [ − 2; 1].

Решение. Неравенство (54) равносильно неравенству

√
6 − x − x2·

( 1

x + 9
− 1

2x + 8

)

6 0 ⇔
√

6 − x − x2· x − 1

(x + 9)(x + 4)
6 0.

Значит, неравенство (54) равносильно совокупности двух систем.
Первая система







6 − x − x2 = 0,

x 6= − 9,

x 6= − 4

⇐⇒







(x + 3)(x − 2) = 0,

x 6= − 9,

x 6= − 4
⇐⇒

[

x = − 3,

x = 2.

Вторая система






6 − x − x2 > 0,

x − 1

(x + 9)(x + 4)
6 0

⇐⇒







(x + 3)(x − 2) < 0,

x − 1

(x + 9)(x + 4)
6 0

⇐⇒ − 3 < x 6 1,

что устанавливаем с помощью числовой прямой (рис. 3), дважды ис-
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пользуя метод числовых промежутков.

+−+

+−+−

− 9 − 4

−3

1

2

x

Рис. 3

Значит, множеством решений нера-
венства (54) будет объединение

( − 3; 1] ∪ { − 3, 2} = [ − 3; 1] ∪ {2}.
Полуинтервал [2; 3) содержит

лишь одно решение x = 2 неравен-
ства (54). Ответ : 1).

Задача 64. Hайдите число целых pешений неpавенства

5
√

2 − x ·
√

− 2x2 + 9x + 5 > 0. (55)

Решение. Способ 1. Неравенство (55) имеет смысл при

− 2x2 + 9x + 5 > 0 ⇐⇒ (2x + 1)(x − 5) 6 0 ⇐⇒ − 0,5 6 x 6 5.

Отрезку [ − 0,5; 5] принадлежат целые числа: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Непосредственно подстановкой устанавливаем, что неравенство
(55) выполняется при x = 0, x = 1, x = 2, x = 5, а при x = 3, x = 4
неравенство (55) не выполняется.

Значит, неравенство (55) имеет четыре целых решения.
Способ 2. Неравенство (55) равносильно совокупности, состоящей

из уравнения и системы.
Уравнение

− 2x2 + 9x + 5 = 0 ⇐⇒ (2x + 1)(x − 5) = 0 ⇐⇒
[

x = − 0,5,

x = 5.

Система
{

− 2x2 + 9x + 5 > 0,

5
√

2 − x > 0
⇐⇒

{

(2x + 1)(x − 5) < 0,

2 − x > 0
⇐⇒

⇐⇒
{ − 0,5 < x < 5,

x 6 2
⇐⇒ − 0,5 < x 6 2.

Стало быть, множеством решений неравенства (55) будет объеди-
нение A = [ − 0,5; 2] ∪ {5}.

Множеству A принадлежит четыре целых числа: 0, 1, 2, 5.

Ответ : 4.
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§ 3. ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ УРАВНЕНИЯ
И НЕРАВЕНСТВА С РАДИКАЛАМИ

1. Тригонометрические уравнения и неравенства

Задача 1. Решите уpавнение

√
4 − 3 sinx = − 2 cosx. (1)

Решение. Уpавнение (1) равносильно системе
{

cosx 6 0,

4 − 3 sin x = ( − 2 cosx)2
⇐⇒

{

cosx 6 0,

4 − 3 sinx = 4 cos2 x
⇐⇒

⇐⇒
{

cosx 6 0,

4 sin2 x − 3 sinx = 0
⇐⇒

{

cosx 6 0,

sin x(4 sin x − 3) = 0
⇐⇒

⇐⇒















{

cosx 6 0,

sin x = 0,






cosx 6 0,

sin x =
3

4

⇐⇒





x = π + 2πk,

x = π − arcsin
3

4
+ 2πk ∀k ∈ Z.

Ответ :
{

π + 2πk, − arcsin
3

4
+ π(2k + 1)

}

∀k ∈ Z.

Задача 2. Решите уpавнение

√
9 + 2 cosx = − 3 sinx. (2)

Решение. Уpавнение (2) равносильно системе

{

sin x 6 0,

9 + 2 cosx = 9 sin2 x
⇐⇒







sin x 6 0,

cosx
(

cosx +
2

9

)

= 0
⇐⇒
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⇐⇒















{

sinx 6 0,

cosx = 0,






sin x 6 0,

cosx = − 2

9

⇐⇒







x = − π

2
+ 2πk,

x = π + arccos
2

9
+ 2πk ∀k ∈ Z.

Ответ :
{

− π

2
+ 2πk, arccos

2

9
+ π(2k + 1)

}

∀k ∈ Z.

Задача 3. Решите уpавнение:

а)
√

1 − 2 sinx = cosx; б)
√

2 −
√

3 sin x =
√

2 cosx;

в)
√

1 − 2 cosx = sin x; г)
√

3 − 2 cosx = −
√

3 sin x.

Ответ : а) {2πn} ∀n ∈ Z; б)
{

2πk;
π

3
+ 2πk

}

∀k ∈ Z;

в)
{π

2
+ 2πn

}

∀n ∈ Z; г)
{

− π

2
+ 2πk; − arccos

2

3
+ 2πk

}

∀k ∈ Z.

Задача 4. Решите уравнение

√
2 + sin πx2 −

√
2 + πx2 = 7. (3)

Решение. Уравнение (3) равносильно уравнению

√
2 + sin πx2 = 7 +

√
2 + πx2 .

В соответствии со свойством ограниченности функции синус имеет
место оценка

− 1 6 sinπx2 6 1 ⇐⇒ 1 6 2 + sin πx2 6 3 ∀x ∈ R.

Следовательно,

1 6
√

2 + sinπx2 6
√

3 ∀x ∈ R.

В то же время

√
2 + πx2 >

√
2 ∀x ∈ R,
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а значит,

7 +
√

2 + πx2 > 7 +
√

2 ∀x ∈ R.

Таким образом,

√
2 + sin πx2 6

√
3 < 7 +

√
2 6 7 +

√
2 + πx2 ∀x ∈ R,

а значит, уравнение (3) решений не имеет.

Ответ : Ø.

Задача 5. Решите уравнение

√
49− 4x2 ·

(

sin πx + 3 cos
π

2
x
)

= 0.

Решение. Произведение обращается в нуль тогда и только тогда,
когда хотя бы один из сомножителей равен нулю, при условии, что все
сомножители существуют. Поэтому уравнение

√
49− 4x2 ·

(

sin πx+3 cos
π

2
x
)

= 0 ⇐⇒











√
49 − 4x2 = 0,







49− 4x2 > 0,

sinπx + 3 cos
π

2
x = 0.

Уравнение

√
49− 4x2 = 0 ⇐⇒ 49 − 4x2 = 0 ⇐⇒ x2 =

49

4
⇐⇒









x = − 3
1

2
,

x = 3
1

2
.

Система







49 − 4x2 > 0,

sin πx + 3 cos
π

2
x = 0

⇐⇒















x2 6
49

4
,

2 sin
π

2
x cos

π

2
x + 3 cos

π

2
x = 0

⇐⇒
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⇐⇒















|x| 6 3
1

2
,

cos
π

2
x
(

2 sin
π

2
x + 3

)

= 0

⇐⇒















−3
1

2
6 x 6 3

1

2
,

cos
π

2
x = 0

⇐⇒

⇐⇒















− 3
1

2
6 x 6 3

1

2
,

π

2
x =

π

2
+ πk

⇐⇒











− 3
1

2
6 x 6 3

1

2
,

x = 1 + 2k,

где k — целое число.
Поскольку

− 3
1

2
6 1 + 2k 6 3

1

2
⇐⇒ − 4

1

2
6 2k 6 2

1

2
⇐⇒ − 2

1

4
6 k 6 1

1

4
,

то целое число k принимает значения: − 2, − 1, 0, 1.

Следовательно, искомыми решениями будут

x = −3, x = −1, x = 1, x = 3. Ответ :
{

−3
1

2
; −3; −1; 1; 3; 3

1

2

}

.

Задача 6. Решите уравнение:

а)
√

4 − x2 · (sin 2πx−3 cosπx) = 0; б)
√

1 − x2 · (cos2 x− sin2 x) = 0.

Ответ : а)
{

− 2; − 1
1

2
; − 1

2
;
1

2
; 1

1

2
; 2
}

; б)
{

± 1, ± π

4

}

.

Задача 7. Решите уравнение

√

4 − 2
√

11− x2 −
√

11x · (5 + 2 cos 2πx + 8 cosπx) = 0. (4)

Решение. Произведение двух выражений равно нулю тогда и только
тогда, когда хотя бы один из сомножителей равен нулю, при условии, что
произведение имеет смысл.

Поэтому уравнение (4) равносильно совокупности, состоящей из
уравнения и системы.
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Уравнение

4 − 2
√

11− x2 −
√

11x = 0 ⇐⇒ x2 +
√

11x + 2
√

11 − 4 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x + 2)(x − 2 +
√

11 ) = 0 ⇐⇒
[

x = − 2,

x = 2 −
√

11 .

Система
{

4 − 2
√

11− x2 −
√

11x > 0,

5 + 2 cos 2πx + 8 cosπx = 0
⇔
{

x2 +
√

11x + 2
√

11 − 4 < 0,

5 + 4 cos2 πx − 2 + 8 cosπx = 0
⇔

⇔
{

(x + 2)
(

x − (2 −
√

11 )
)

<0,

4 cos2 πx + 8 cosπx + 3 = 0
⇔
{

(x + 2)
(

x − (2 −
√

11 )
)

< 0,

(2 cosπx + 3)(2 cosπx + 1)=0
⇔

⇐⇒
{

− 2 < x < 2 −
√

11 ,

cosπx = − 0,5
⇐⇒











− 2 < x < 2 −
√

11 ,

πx = ± 2π

3
+ 2πn

⇐⇒

⇐⇒











− 2 < x < 2 −
√

11 ,

x = ± 2

3
+ 2n, n ∈ Z.

Из неравенства

− 2 <
2

3
+ 2n < 2 −

√
11 ⇐⇒ − 2

2

3
< 2n < 1

1

3
−
√

11 ⇐⇒

⇐⇒ − 4

3
< n <

2

3
− 1

2

√
11

с учётом того, что

100 > 99 ⇐⇒ 10 > 3
√

11 ⇐⇒ 5

3
>

√
11

2
⇐⇒ 2

3
−

√
11

2
> − 1,

но
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16 < 99 ⇐⇒ 4 < 3
√

11 ⇐⇒ 2

3
<

√
11

2
⇐⇒ 2

3
−

√
11

2
< 0,

следует, что целое число n = − 1.

Следовательно, x = − 1
1

3
является решением уравнения (4).

Неравенство

− 2 < − 2

3
+ 2n < 2 −

√
11 ⇐⇒ − 1

1

3
< 2n < 2

2

3
−
√

11 ⇐⇒

⇐⇒ − 2

3
< n <

4

3
− 1

2

√
11

не выполняется ни при каком целом n, так как

64 < 99 ⇐⇒ 8 < 3
√

11 ⇐⇒ 4

3
<

√
11

2
⇐⇒ 4

3
−

√
11

2
< 0.

Таким образом, множество решений уравнения (4) состоит из чисел

− 2, − 1
1

3
и 2 −

√
11 . Ответ :

{

− 2, − 1
1

3
, 2 −

√
11
}

.

Задача 8. Решите уравнение

√

sin4 x + cos4 x − 3

8
+ cosx − sinx = 0. (5)

Решение. Подкоренное выражение

sin4x+cos4x− 3

8
= (sin4x+2 sin2x cos2x+cos4x)− 3

8
−2 sin2x cos2x =

=
(

sin2 x + cos2 x
)2 − 3

8
− 2 sin2 x cos2 x =

5

8
− 2 sin2 x cos2 x ∀x ∈ R.

Уравнение (5) равносильно уравнению

√

5

8
− 2 sin2 x cos2 x = sin x − cosx ⇐⇒
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⇐⇒







sin x − cosx > 0,

5

8
− 2 sin2 x cos2 x = (sin x − cosx)2

⇐⇒

⇐⇒







sin x − cosx > 0,

5

8
− 2 sin2 x cos2 x = 1 − 2 sinx cosx

⇐⇒

⇐⇒











√
2

2
sin x −

√
2

2
cosx > 0,

4 sin2 2x − 8 sin 2x + 3 = 0

⇐⇒

⇐⇒















sin
(

x − π

4

)

> 0,

(

sin 2x − 1

2

)(

sin 2x − 3

2

)

= 0

⇐⇒















sin
(

x − π

4

)

> 0,

sin 2x =
1

2

⇐⇒

⇐⇒











2πn 6 x − π

4
6 π + 2πn,

2x = ( − 1)k · π

6
+ πk

⇐⇒















π

4
+ 2πn 6 x 6

5π

4
+ 2πn,

x = ( − 1)k · π

12
+

πk

2

где k и n — целые числа.

Множество чисел
{

( − 1)k · π

12
+

πk

2

}

∀k ∈ Z, полагая k = 2p и

k = 2p + 1, запишем в виде
{ π

12
+ πp,

5π

12
+ πp

}

∀p ∈ Z.

Так как

π

4
6

π

12
+ πp 6

5π

4
⇐⇒ 3 6 1 + 12p 6 15 ⇐⇒ 1

6
6 p 6

7

6
,

то из множества чисел
{ π

12
+πp

}

∀p ∈ Z отрезку
[π

4
;

5π

4

]

принадле-

жит только число
13π

12
.
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Так как

π

4
6

5π

12
+ πp 6

5π

4
⇐⇒ 3 6 5 + 12p 6 15 ⇐⇒ − 1

6
6 p 6

5

6
,

то из множества чисел
{5π

12
+ πp

}

∀p ∈ Z отрезку
[π

4
;

5π

4

]

принад-

лежит только число
5π

12
.

Следовательно, множеством решений уравнения (5) будет

{5π

12
+ 2πn,

13π

12
+ 2πn

}

∀n ∈ Z.

Ответ :
{5π

12
+ 2πn,

13π

12
+ 2πn

}

∀n ∈ Z.

Задача 9. Решите уравнение

√

1

16
+ sin4 x − 1

2
sin2 x +

√

9

16
+ sin4 x − 3

2
sin2 x =

1

2
. (6)

Решение. Выделяя полные квадраты, уравнение (6) приводим к рав-
носильному уравнению

√

(

sin2 x − 1

4

)2

+

√

(

sin2 x − 3

4

)2

=
1

2
⇐⇒

⇐⇒
∣

∣

∣
sin2 x − 1

4

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
sin2 x − 3

4

∣

∣

∣
=

1

2
.

Способ 1. Заметим, что
(

sin2 x − 1

4

)

−
(

sin2 x − 3

4

)

=
1

2
.

Согласно

|f(x)| + |g(x)| = f(x) − g(x) ⇐⇒
{

f(x) > 0,

g(x) 6 0

уравнение равносильно системе
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§3. Трансцендентные уравнения и неравенства с радикалами














sin2 x − 1

4
> 0,

sin2 x − 3

4
6 0

⇐⇒ 1

4
6 sin2 x 6

3

4
⇐⇒

⇐⇒ 1

2
6 | sin x| 6

√
3

2
⇐⇒ π

6
+

π

2
n 6 x 6

π

3
+

π

2
n ∀n ∈ Z,

что устанавливаем с помощью единичной окружности (рис. 1).

Способ 2. Если 0 6 sin2 x <
1

4
, то

− sin2 x +
1

4
− sin2 x +

3

4
=

1

2
⇐⇒ sin2 x =

1

4
.

Следовательно, таких решений, что 0 6 sin2 x <
1

4
, нет.

Если
1

4
6 sin2 x 6

3

4
, то

sin2 x − 1

4
− sin2 x +

3

4
=

1

2
⇐⇒ 1

2
=

1

2
.

Значит, любое x, удовлетворяющее неравенству
1

4
6 sin2 x 6

3

4
,

O x

y

1-1

-1

1

√
3

2

-
√

3
2

- 1
2

1
2

P
0

P 11π
6

P 5π
6

P 7π
6

P π
6

P π
3

P 2π
3

P 4π
3

P 5π
3

Рис. 1

является решением уравнения (6).

Если sin2 x >
3

4
, то

sin2 x − 1

4
+ sin2 x − 3

4
=

1

2
⇐⇒

⇐⇒ sin2 x =
3

4
.

Стало быть, таких решений, что

3

4
< sin2 x 6 1, нет.

Используя единичную окружность (рис. 1), решим неравенство

166
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1

4
6 sin2 x 6

3

4
⇐⇒ 1

2
6 | sinx| 6

√
3

2
⇐⇒

⇐⇒ π

6
+

π

2
n 6 x 6

π

3
+

π

2
n ∀n ∈ Z.

Ответ :
[π

6
+

π

2
n;

π

3
+

π

2
n
]

∀n ∈ Z.

Задача 10. Решите уравнение

√

1

16
+ cos4 x − 1

2
cos2 x +

√

9

16
+ cos4 x − 3

2
cos2 x =

1

2
.

Ответ :
[π

6
+

π

2
n;

π

3
+

π

2
n
]

∀n ∈ Z.

Задача 11. Решите уравнение

cos
√

x = cosx. (7)

Решение. Уравнение (7) равносильно совокупности
[√

x = x + 2πn,
√

x = − x + 2πn
⇐⇒

[

(
√

x )2 −√
x − 2πm = 0,

(
√

x )2 +
√

x − 2πn = 0
⇐⇒

⇐⇒





















√
x =

1−√
1 + 8πm1

2
,

√
x =

1 +
√

1 + 8πm2

2
,

√
x =

− 1 +
√

1 + 8πn

2

⇐⇒











√
x =

1 +
√

1 + 8πk

2
,

√
x =

− 1 +
√

1 + 8πk

2

⇐⇒

⇐⇒











x =
2 + 2

√
1 + 8πk + 8πk

4
,

x =
2 − 2

√
1 + 8πk + 8πk

4

⇐⇒ x =
1 + 4πk ±

√
1 + 8πk

2
,
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где m1 = 0, m2 = 0, 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, 2, . . . .

Ответ :
{

1 + 4πk ±
√

1 + 8πk

2

}

∀k ∈ N ∪ {0}.

Задача 12. Решите уравнение

2 3
√

sin x + 6
√

sin x cosx − 3 3
√

cosx = 0. (8)

Решение. Поскольку sin x и cosx одновременно не обращаются в
нуль (у функций синус и косинус нет общих нулей), то в результате деле-

ния уравнения (8) на 3
√

cosx получим равносильное уравнение

2 3
√

tg x + 6
√

tg x − 3 = 0.

Положим

6
√

tg x = v

и рассмотрим алгебраическое уравнение

2v2 + v − 3 = 0 ⇐⇒ (2v + 3)(v − 1) = 0 ⇐⇒





v = − 1
1

2
,

v = 1.

Положительному корню v = 1 соответствует

6
√

tg x = 1 ⇐⇒ tg x = 1 ⇐⇒ x =
π

4
+ πn ∀n ∈ Z.

Подстановка предполагает, что v > 0. Поэтому у тригонометриче-

ского уравнения (8) других решений нет. Ответ :
{π

4
+ πn

}

∀n ∈ Z.

Задача 13. Решите уравнение

√

cos
x

1990
− 1

2
+

√

cosx − 1

2
=

√

cos
x

1990
+ cosx − 1 . (9)

Решение. Уравнение (9) определено при
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cos
x

1990
>

1

2
и cosx >

1

2
.

Возведём в квадрат обе части уравнения (9):

cos
x

1990
− 1

2
+ 2

√

(

cos
x

1990
− 1

2

)(

cosx − 1

2

)

+ cosx − 1

2
=

= cos
x

1990
+ cosx − 1 ⇐⇒

√

(

cos
x

1990
− 1

2

)(

cosx − 1

2

)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
(

cos
x

1990
− 1

2

)(

cosx − 1

2

)

= 0.

Следовательно, решениями уравнения (9) будут решения уравнений

cos
x

1990
=

1

2
при cosx >

1

2

и

cosx =
1

2
при cos

x

1990
>

1

2
.

Уравнение

cos
x

1990
=

1

2
⇐⇒ x

1990
= ± π

3
+ 2πk ⇐⇒ x = ± 1990π

3
+ 3980πk,

где k — любое целое число.
Используя формулы приведения, находим значение

cos
(

± 1990π

3
+ 3980πk

)

= cos
(

± 1990π

3

)

= cos
(

± π

3
+ 663π

)

=

= − cos
π

3
= − 1

2
∀k ∈ Z.

Следовательно, уравнение
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§3. Трансцендентные уравнения и неравенства с радикалами

cos
x

1990
=

1

2
при cosx >

1

2

решений не имеет.
Среди решений

x = ± π

3
+ 2πk ∀k ∈ Z

уравнения cosx =
1

2
найдём такие, что

cos
x

1990
>

1

2
. (10)

Функция

y(x) = cos
x

1990
∀x ∈ R

является периодической с основным периодом T0 = 3980π.
Из множества

{

± π

3
+ 2πk

}

∀k ∈ Z

выделим те числа, которые принадлежат отрезку [−1990π; 1990π] и при
которых выполняется неравенство (10).

Неравенство

− 1990π 6 x 6 1990π ⇐⇒ − π 6
x

1990
6 π.

Тогда на отрезке [−1990π; 1990π] решениями тригонометрического
неравенства (10) будут

− π

3
6

x

1990
6

π

3
⇐⇒ − 1990

3
π 6 x 6

1990

3
π ⇐⇒

⇐⇒ − 663π − π

3
6 x 6 663π +

π

3
.
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Пусть

x = − π

3
+ 2πk k ∈ Z.

Тогда

− 663π − π

3
6 − π

3
+ 2πk 6 663π +

π

3
⇐⇒

⇐⇒ − 663π 6 2πk 6 663π +
2π

3
⇐⇒

⇐⇒ − 663 6 2k 6 663 +
2

3
⇐⇒ − 331− 1

2
6 k 6 331 +

5

6
,

то есть k = 0, ± 1, ± 2, . . . , ± 331.

Пусть

x =
π

3
+ 2πk, k ∈ Z.

Тогда

− 663π − π

3
6

π

3
+ 2πk 6 663π +

π

3
⇐⇒

⇐⇒ − 663π − 2π

3
6 2πk 6 663π ⇐⇒

⇐⇒ − 663− 2

3
6 2k 6 663 ⇐⇒ − 331− 5

6
6 k 6 331 +

1

2
,

то есть k = 0, ± 1, ± 2, . . . , ± 331.

Итак, на отрезке [− 1990π; 1990π] длины 3980π решениями нера-

венства (10) среди чисел ± π

3
+ 2πk ∀k ∈ Z будут

x = ± π

3
+ 2πk, k = 0, ± 1, ± 2, . . . , ± 331.
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Отсюда следует, что среди чисел ± π

3
+ 2πn ∀n ∈ Z неравенству

(10) удовлетворяют числа

± π

3
+ 2πk + 3980s, k = 0, ± 1, ± 2, . . . , ± 331 ∀s ∈ Z.

Ответ :
{

± π

3
+2π(k+1990s)

}

, k = 0, ±1, ±2, . . . , ±331 ∀s ∈ Z.

Задача 14. Решите уравнение

∣

∣− 1 + cos
(

π 3
√

x
)∣

∣+ |x2 − 16x + 55| = 16x− x2 + cos
(

π 3
√

x
)

− 56. (11)

Решение. Перепишем уравнение (11) в виде

∣

∣− 1 + cos
(

π 3
√

x
)∣

∣+ |x2 − 16x + 55| =

=
(

cos
(

π 3
√

x
)

− 1
)

− (x2 − 16x + 55) ⇐⇒

⇐⇒ 2
(

1 − cos
(

π 3
√

x
))

+ |x2 − 16x + 55| = − (x2 − 16x + 55),

так как

1 − cos
(

π 3
√

x
)

> 0 ∀x ∈ R.

В левой части полученного равенства расположено неотрицатель-
ное выражение, поэтому выражение в правой части этого равенства
должно быть неотрицательным. А это значит, что

x2 − 16x + 55 6 0 ⇐⇒ (x − 5)(x − 11) 6 0 ⇐⇒ 5 6 x 6 11.

Ввиду того, что

|x2 − 16x + 55| = − (x2 − 16x + 55) ∀x ∈ [5; 11]

уравнение (11) равносильно уравнению

2
(

1 − cos
(

π 3
√

x
))

− (x2 − 16x + 55) = − (x2 − 16x + 55) ⇐⇒

⇐⇒ 1 − cos
(

π 3
√

x
)

= 0 ⇐⇒ cos
(

π 3
√

x
)

= 1 ⇐⇒
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⇐⇒ π 3
√

x = 2πn ⇐⇒ x = 8n3 ∀n ∈ Z.

Неравенство 5 6 8n3 6 11 имеет место лишь при одном целом

числе n = 1. Значит, x = 8. Ответ : {8}.

Задача 15. Решите уравнение

|1 + cos(π
√

x )| + |x2 − 15x + 44| = 15x− x2 − cos(π
√

x ) − 45.

Ответ : {9}.

Задача 16. Решите уравнение

√
3 cos

x

4
=

√

3

4
+ 6 sin2 x

6
· sin

(x

6
+

3π

2

)

.

а) x = 4π + (2k + 1)π; б) x = − 4π + 12πk;

в) x = ± 4π + (2k − 1)π; г) x = ± 4π + 12(2k + 1)π;

д) 6πk (во всех ответах k ∈ Z).

Решение. При условии cos
x

4
> 0 обе части исходного уравнения

возводим в квадрат:

3 cos2
x

4
=

3

4
+ 6 sin2 x

6
· sin

(x

6
+

3π

2

)

.

Сократим это уравнение на 3 и используем формулы приведения,
понижения степени и преобразования произведения в сумму. Получаем
последовательно

1

2

(

1 + cos
x

2

)

=
1

4
− cos

x

6
+

1

2

(

cos
x

2
+ cos

x

6

)

.

Следовательно,

cos
x

6
= − 1

2
.
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Отсюда

x

6
= ± 2π

3
+ 2πn, то есть x = ± 4π + 12πn.

Полученные корни следует проверить условием cos
x

4
> 0. Имеем

x

4
= ± π + 3πn,

cos
x

4
= cos( ± π + 3πn) = cos( ± π + 2πn + πn) = cos( ± π + πn) = 1,

если только n = 2k + 1 — нечётное число. Таким образом,

x = ± 4π + 12π(2k + 1) ∀k ∈ Z. Ответ : г).

Задача 17. Найдите сумму целочисленных корней уравнения

tg
(π

3

(

x −
√

x2 − 5x − 4
)

)

= 0. (12)

1) 8; 2) 5; 3) 13; 4) − 8.

Решение. Уравнение (12) равносильно уравнению

π

3

(

x −
√

x2 − 5x − 4
)

= πn ⇐⇒ x −
√

x2 − 5x − 4 = 3n ⇐⇒

⇐⇒
√

x2 − 5x − 4 = x − 3n ⇐⇒
{

x − 3n > 0,

x2 − 5x − 4 = (x − 3n)2
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 3n,

x(6n − 5) = 9n2 + 4
⇐⇒







x > 3n,

x =
9n2 + 4

6n− 5
∀n ∈ Z.

Имеет место представление

9n2 + 4 = (6n− 5)
(3

2
n +

5

4

)

+
41

4
=

1

4
(6n− 5)(6n +5) +

41

4
∀n ∈ Z.
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Поэтому выражение

9n2 + 4

6n − 5
=

1

4
· (6n + 5)(6n − 5) + 41

6n − 5
∀n ∈ Z. (13)

Для того чтобы полученное выражение было целым числом, необ-
ходимо, чтобы 6n − 5 = ± 1 или 6n − 5 = ± 41. В противном случае
дробь в правой части равенства (13) будет несократимой.

Действительно, если возможно разложение числа 6n−5, n ∈ Z, на
простые множители, то в разложение знаменателя этой дроби эти мно-
жители входить не будут (поскольку 41 — простое число) и дробь будет
несократимой.

Уравнения

6n − 5 = − 1 ⇐⇒ n =
2

3
; 6n− 5 = 1 ⇐⇒ n = 1;

6n− 5 = − 41 ⇐⇒ n = − 6; 6n − 5 = 41 ⇐⇒ n = 7
2

3
.

Из полученных значений n лишь − 6 и 1 являются целыми.
При n = − 6 дробь

9n2 + 4

6n− 5
=

9 · 36 + 4

− 36− 5
= − 8,

а при n = 1 дробь

9n2 + 4

6n − 5
=

9 + 4

6 − 5
= 13.

Поскольку − 8 > 3 · ( − 6) = − 18 и 13 > 3 · 1 = 3, то только
x = − 8 и x = 13 — целые корни уравнения (12).

Их сумма равна 5. Ответ : 2).

Задача 18. Решите неравенство

√
sin x +

√
cosx > 1. (14)

Решение. Неравенство (14) имеет смысл, когда
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{

sinx > 0,

cosx > 0
⇐⇒ 2πk 6 x 6

π

2
+ 2πk ∀k ∈ Z.

Если x = 2πk или x =
π

2
+ 2πk, то сумма

√
sin x +

√
cosx = 1.

Если же 2πk < x <
π

2
+ 2πk, то

√
sin x > sin2 x и

√
cosx > cos2 x.

Значит,

√
sinx +

√
cosx > sin2 x + cos2 x = 1 ∀x ∈

(

2πk;
π

2
+ 2πk

)

, ∀k ∈ Z.

Ответ :
(

2πk;
π

2
+ 2πk

)

∀k ∈ Z.

Задача 19. Решите неравенство

4
√

| cosx| + 5
√

| sinx| 6 1. (15)

Решение. Поскольку

| cosx| 6 1, | sin x| 6 1 ∀x ∈ R,

то

4
√

| cosx| > | cosx| > cos2 x ∀x ∈ R,

5
√

| sin x| > | sin x| > sin2 x ∀x ∈ R.

Следовательно, у неравенства (15) левая часть

4
√

| cosx| + 5
√

| sinx| > cos2 x + sin2 x = 1 ∀x ∈ R,

а значит, неравенство (15) выполняется только в случае равенства, ко-
торое имеет место, когда
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{

4
√

| cosx| = cos2 x,

5
√

| sin x| = sin2 x.
(16)

Уравнение

4
√

| cosx| = cos2 x ⇐⇒ 4
√

| cosx|
(

1 − 4
√

| cosx|7
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒





4
√

| cosx| = 0,

4
√

| cosx|7 = 1
⇐⇒

[

cosx = 0,

| cosx| = 1.

Если cosx = 0, то sin2 x = 1, т.е. | sin x| = 1.

Если | cosx| = 1, то sin x = 0.

Стало быть, если cosx = 0 или | cosx| = 1, то выполняется второе

равенство системы (16). Значит, система (16), а вместе с ней и неравен-
ство (15), равносильны совокупности

[

cosx = 0,

| cosx| = 1
⇐⇒





x =
π

2
+ πk,

x = πk ∀k ∈ Z

⇐⇒ x =
π

2
n ∀n ∈ Z.

Ответ :
{π

2
n
}

∀n ∈ Z.

Задача 20. Решите неpавенство

√
7 − x +

√
x + 1 + cos 2πx > 5. (17)

Решение. Способ 1. Рассмотрим функции

g(x) = 5 − cos 2πx ∀x ∈ R

и

f(x) =
√

7 − x +
√

x + 1

с областью определения D(f) = [ − 1; 7], так как
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{

7 − x > 0,

x + 1 > 0
⇐⇒

{

x 6 7,

x > − 1
⇐⇒ − 1 6 x 6 7.

Неравенство (17) будет иметь вид

f(x) > g(x),

и надо найти все те x, при которых значения функции g не больше со-
ответствующих значений функции f.

Исходя из ограниченности функции косинус, устанавливаем, что

− 1 6 cos 2πx 6 1 ⇐⇒ − 1 6 − cos 2πx 6 1 ⇐⇒

⇐⇒ 4 6 5 − cos 2πx 6 6 ∀x ∈ R,

то есть у функции g множество значений

E(g) = [4; 6].

Производная функция

f ′(x) =
− 1

2
√

7 − x
+

1

2
√

x + 1
=

√
7 − x −

√
x + 1

2
√

(7 − x)(x + 1)
∀x ∈ ( − 1; 7)

равна нулю, когда

{ − 1 < x < 7,
√

7 − x =
√

x + 1
⇐⇒

{

− 1 < x < 7,

7 − x = x + 1
⇐⇒ x = 3.

Так как
{ − 1 < x < 7,
√

7 − x >
√

x + 1
⇐⇒

{

− 1 < x < 7,

7− x > x + 1
⇐⇒

⇐⇒
{

− 1 < x < 7,

x < 3
⇐⇒ − 1 < x < 3,

а
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{ − 1 < x < 7,
√

7 − x <
√

x + 1
⇐⇒

{

− 1 < x < 7,

7− x < x + 1
⇐⇒

⇐⇒
{

− 1 < x < 7,

x > 3
⇐⇒ 3 < x < 7,

то при переходе через точку x = 3 производная функция меняет знак с
плюса на минус.

Следовательно, критическая точка x = 3 является точкой макси-
мума функции f. А учитывая, что x = 3 — единственная критическая
точка функции f, заключаем, что при x = 3 функция f принимает
наибольшее значение:

max
[−1;7]

f(x) = f(3) = 4.

При этом

f(x) < 4 ∀x ∈ [ − 1; 3) ∪ (3; 7].

При x = 3 функция g принимает наименьшее значение

g(3) = 5 − cos 6π = 4, и g(x) > 4 ∀x ∈ R.

Следовательно, неравенство (17) выполняется в единственном слу-
чае, когда

f(x) = g(x),

и это имеет место, когда x = 3.

Итак, x = 3 — единственное решение неравенства (17).

Способ 2. Неравенство (17) равносильно неравенству

√
7 − x +

√
x + 1 > 5 − cos 2πx. (18)

Как и в способе 1, устанавливаем, что

5 − cos 2πx > 4 ∀x ∈ R.

Тогда из неравенства (18) следует, что
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√
7 − x+

√
x + 1 > 4 ⇐⇒ 7−x+2

√
7 − x ·

√
x + 1+x+1 > 16 ⇐⇒

⇐⇒











7 − x > 0,

x + 1 > 0,
√

(7 − x)(x + 1) > 4

⇐⇒











x 6 7,

x > −1,

(7 − x)(x + 1) > 16

⇐⇒

⇐⇒
{

− 1 6 x 6 7,

x2 − 6x + 9 6 0
⇐⇒

{

− 1 6 x 6 7,

(x − 3)2 6 0
⇐⇒ x = 3.

Пpи x = 3 из неpавенства (17) получаем верное равенство
√

4 +
√

4 + cos 6π = 5.

Значит, множество pешений неpавенства (17) состоит из одного
числа x = 3. Ответ : {3}.

Задача 21. Решите неpавенство

3
√

5 − sin x(1 − sinx) − cos2 x(5 − sinx) < 2 − sinx. (19)

Решение. При любом действительном x выражение

5 − sin x(1 − sin x) − cos2 x(5 − sin x) =

= 5 − sin x + sin2 x − (1 − sin2 x)(5 − sin x) =

= 5 − sinx + sin2 x − 5 + sin x + 5 sin2 x − sin3 x = 6 sin2 x − sin3 x.

Hеpавенство (19) равносильно неравенству

3
√

6 sin2 x − sin3 x < 2− sinx ⇐⇒ 6 sin2 x− sin3 x < (2− sinx)3 ⇐⇒

⇔ 6 sin2 x − sin3 x < 8 − 12 sinx + 6 sin2 x − sin3 x ⇐⇒ sin x <
2

3
⇔

⇐⇒ − arcsin
2

3
+ π(2k − 1) < x < arcsin

2

3
+ 2πk ∀k ∈ Z.

Ответ :
(

− arcsin
2

3
+ π(2k − 1); arcsin

2

3
+ 2πk

)

∀k ∈ Z.
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Задача 22. Решите неравенство

√

3 + 2 tg x − tg2 x >
1 + 3 tg x

2
. (20)

Решение. Неравенство (20) равносильно совокупности двух систем

















{

3 + 2 tg x − tg2 x > 0,

1 + 3 tg x < 0,







1 + 3 tg x > 0,

3 + 2 tg x − tg2 x >
(1 + 3 tg x)2

4

⇐⇒

⇐⇒















{

tg2 x − 2 tg x − 3 6 0,

3 tg x < − 1,
{

3 tg x > − 1,

13 tg2 x − 2 tg x − 11 < 0

⇐⇒

⇐⇒



























(tg x + 1)(tg x − 3) 6 0,

tg x < − 1

3
,







tg x > − 1

3
,

(13 tg x + 11)(tg x − 1) < 0

⇐⇒































− 1 6 tg x 6 3,

tg x < − 1

3
,















tg x > − 1

3
,

− 11

13
< tg x < 1

⇐⇒

⇐⇒









− 1 6 tg x < − 1

3
,

− 1

3
6 tg x < 1

⇐⇒ − 1 6 tg x < 1 ⇐⇒

⇐⇒ − π

4
+ πn 6 x <

π

4
+ πn ∀n ∈ Z.

Ответ :
[

− π

4
+ πn;

π

4
+ πn

)

∀n ∈ Z.
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Задача 23. Решите систему уравнений







cosx ·
√

cos 2x = 0,

2 sin2 x − cos
(

2y − π

3

)

= 0.
(21)

Решение. Произведение двух выражений равно нулю тогда и толь-
ко тогда, когда хотя бы одно выражение-сомножитель равно нулю, при
условии, что произведение имеет смысл.

Поэтому система (21) равносильна совокупности двух систем:






cos 2x = 0,

2 sin2 x − cos
(

2y − π

3

)

= 0
⇐⇒

⇐⇒







cos 2x = 0,

(1 − cos 2x) − cos
(

2y − π

3

)

= 0
⇐⇒

⇐⇒







cos 2x = 0,

cos
(

2y − π

3

)

= 1
⇐⇒











x =
π

4
+

π

2
n ∀n ∈ Z,

y =
π

6
+ πk ∀k ∈ Z;















cosx = 0,

cos 2x > 0,

2 sin2 x − cos
(

2y − π

3

)

= 0

⇐⇒

⇐⇒















cosx = 0,

cos 2x > 0,

2(1− cos2 x) − cos
(

2y − π

3

)

= 0

⇐⇒















cosx = 0,

cos 2x > 0,

cos
(

2y − π

3

)

= 2,

которая не имеет решений, так как cos
(

2y − π

3

)

6 1 ∀y ∈ R.

Ответ :
{(π

4
(2n + 1),

π

6
(6k + 1)

)}

∀k, n ∈ Z.
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Задача 24. Решите систему уpавнений

{√
sin y · sin 2x = 0,

cosx + cos2 y = 0,25 + sin y.
(22)

Решение. Произведение двух выражений равно нулю тогда и только
тогда, когда хотя бы один из сомножителей равен нулю, при условии, что
произведение имеет смысл.

Поэтому система (22) равносильна совокупности двух систем

{

sin y = 0,

cosx + cos2 y = 0,25 + sin y,











sin y > 0,

sin 2x = 0,

cosx + cos2 y = 0,25 + sin y.

(23)

Первая система совокупности (23) равносильна системе
{

sin y = 0,

cosx + 1 − sin2 y = 0,25 + sin y
⇐⇒

{

sin y = 0,

cosx = − 0,75
⇐⇒

⇐⇒
{

y = πk,

x = ± arccos( − 0,75) + 2πn
⇐⇒

⇐⇒
{

y = πk,

x = ± (π − arccos 0,75) + 2πn
⇐⇒

⇐⇒











{

x = − arccos 0,75 + π(2n + 1),

y = πk,
{

x = arccos 0,75 + π(2n − 1),

y = πk ∀n, k ∈ Z.

Во второй системе совокупности (23) уравнение

sin 2x = 0 ⇐⇒ 2x = πn ⇐⇒ x =
πn

2
∀n ∈ Z.

Разобъём множество чисел
{πn

2

}

∀n ∈ Z
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на три подмножества: множество
{

x : x =
π

2
+ πk

}

∀k ∈ Z

чисел x, для которых cosx = 0; множество

{x : x = 2πk} ∀k ∈ Z

чисел x, для которых cosx = 1; а также множество

{x : x = π(2k + 1)} ∀k ∈ Z

чисел x, для которых cosx = − 1.

При

x =
π

2
+ πk ∀k ∈ Z

вторую систему совокупности (23) приводим к системе

{

sin y > 0,

cos2 y = 0,25 + sin y
⇐⇒

{

sin y > 0,

sin2 y + sin y − 0,75 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

sin y > 0,

(sin y + 1,5)(sin y − 0,5) = 0
⇐⇒ sin y = 0,5 ⇐⇒

⇐⇒ y = ( − 1)n · π

6
+ πn ∀n ∈ Z.

Следовательно, решениями системы (22) будут
(π

2
+ πk, ( − 1)n · π

6
+ πn

)

∀k, n ∈ Z.

При

x = 2πk ∀k ∈ Z

вторую систему совокупности (23) приводим к системе

{

sin y > 0,

1 + cos2 y = 0,25 + sin y
⇐⇒







sin y > 0,

sin2 y + sin y − 7

4
= 0

⇐⇒
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⇐⇒











sin y > 0,
(

sin y +
1 + 2

√
2

2

)(

sin y − 2
√

2 − 1

2

)

= 0
⇐⇒

⇐⇒ sin y =
2
√

2 − 1

2
⇐⇒ y = (−1)n ·arcsin

2
√

2 − 1

2
+πn ∀n ∈ Z.

Тогда решениями системы (22) будут

(

2πk, ( − 1)n · arcsin
2
√

2 − 1

2
+ πn

)

∀k, n ∈ Z.

При

x = (2k + 1)π ∀k ∈ Z

вторую систему совокупности (23) приводим к системе

{

sin y > 0,

− 1 + cos2 y = 0,25 + sin y
⇐⇒

{

sin y > 0,

sin2 y + sin y + 0,25 = 0,

у которой нет решений, так как

sin2 y + sin y + 0,25 > 0 при sin y > 0.

Ответ :
{(

−arccos
3

4
+π(2k+1), πn

)

,
(

arccos
3

4
+π(2k−1), πn

)

,

(π

2
+ πk, ( − 1)n · π

6
+ πn

)

,
(

2πk, ( − 1)n · arcsin
2
√

2 − 1

2
+ πn

)}

∀k, n ∈ Z.

Задача 25. Решите систему уравнений

{

3 + sin x =
√

y ,

8 cos2 x − y = 4 sinx.
(24)

Решение. В левой части первого уравнения системы (24) располо-
жено положительное выражение:

sinx > − 1 ⇐⇒ 3 + sin x > 2 > 0 ∀x ∈ R.
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В правой части этого уравнения расположено неотрицательное вы-
ражение:

√
y > 0 ∀y ∈ R.

Следовательно, уравнение

3 + sin x =
√

y ⇐⇒ (3 + sinx)2 = y ⇐⇒ y = 9 + 6 sinx + sin2 x.

Подставляя найденное y во второе уравнение системы (24), полу-
чим тригонометрическое уравнение

8 cos2 x − 9 − 6 sinx − sin2 x = 4 sin x ⇐⇒

⇐⇒ 8(1 − sin2 x) − 9 − 10 sinx − sin2 x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 9 sin2 x + 10 sinx + 1 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (sin x + 1)(9 sinx + 1) = 0 ⇐⇒





sinx = − 1,

sinx = − 1

9
.

Стало быть, система (24) равносильна совокупности двух систем:

{

sinx = − 1,

y = (3 + sin x)2
⇐⇒

{

sin x = − 1,

y = (3 − 1)2
⇐⇒







x = − π

2
+ 2πn ∀n ∈ Z,

y = 4;







sin x = − 1

9
,

y = (3 + sinx)2
⇐⇒















sin x = − 1

9
,

y =
(

3 − 1

9

)2
⇐⇒

⇐⇒















x = ( − 1)n+1 arcsin
1

9
+ πn ∀n ∈ Z,

y = 8
28

81
.

Ответ :
{(

− π

2
+ 2πn, 4

)

,
(

(− 1)n+1 arcsin
1

9
+ πn, 8

28

81

)}

∀n ∈ Z.

186



П. 1. Тригонометрические уравнения и неравенства

Задача 26. Решите систему уравнений

{

3
√

y + cosx = 5,

3 sin2 x − y = 4 cosx.
(25)

Решение. Первое уравнение системы (25) равносильно уравнению

3
√

y = 5 − cosx. (26)

В правой части уравнения (26) расположено положительное выра-
жение:

cosx 6 1 ⇐⇒ − cosx > − 1 ⇐⇒ 5 − cosx > 4 > 0 ∀x ∈ R.

В левой части уравнения (26) расположено неотрицательное выра-
жение: 3

√
y > 0 ∀y ∈ R.

Следовательно, уравнение

3
√

y = 5−cosx ⇐⇒ 9y = (5−cosx)2 ⇐⇒ y =
cos2 x − 10 cosx + 25

9
.

Подставляя найденное y во второе уравнение системы (25), полу-
чим тригонометрическое уравнение

3 sin2 x − cos2 x − 10 cosx + 25

9
= 4 cosx ⇐⇒

⇐⇒ 27(1 − cos2 x) − cos2 x + 10 cosx − 25− 36 cosx = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 14 cos2 x+13 cosx−1 = 0 ⇐⇒ (cos x+1)
(

cosx− 1

14

)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒





cosx = − 1,

cosx =
1

14
.

Стало быть, система (25) равносильна совокупности двух систем:







cosx = − 1,

y =
(cosx − 5

3

)2 ⇐⇒







cosx = − 1,

y =
( − 1 − 5

3

)2 ⇐⇒
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⇐⇒
{

x = π + 2πn ∀n ∈ Z,

y = 4;















cosx =
1

14
,

y =
(cosx − 5

3

)2
⇐⇒



























cosx =
1

14
,

y =

(
1

14
− 5

3

)2 ⇐⇒

⇐⇒















x = ± arccos
1

14
+ 2πn ∀n ∈ Z,

y = 2
137

196
.

⇐⇒

Ответ :
{(

π + 2πn, 4
)

,
(

− arccos
1

14
+ 2πn, 2

137

196

)

,

(

arccos
1

14
+ 2πn, 2

137

196

)}

∀n ∈ Z.

Задача 27. Решите систему уравнений















∣

∣

∣
sin

π(x + y)

4

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
1 − sin

π(x − y)

4

∣

∣

∣
= 0,

√

4− |x| − |y + 2| =
√

4 − |x| − |y + 2| .
(27)

Решение. Первое уравнение системы (27) равносильно системе















sin
π(x + y)

4
= 0,

1 − sin
π(x − y)

4
= 0

⇐⇒















π(x + y)

4
= πk,

π(x − y)

4
=

π

2
+ 2πm

⇐⇒

⇐⇒
{

x + y = 4k,

x − y = 2 + 8m
⇐⇒

{

x = 2k + 4m + 1,

y = 2k − 4m − 1 ∀k, m ∈ Z.
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Второе уравнение системы (27) равносильно неравенству

4 − |x| − |y + 2| > 0 ⇐⇒ |x| + |y + 2| 6 4. (28)

На координатной плоскости Oxy множеством решений неравен-
ства (28) является квадрат ABCD с вершинами A(0, 2), B(4, − 2),

C(0, − 6) и D(− 4, − 2). Поэтому − 4 6 x 6 4, − 6 6 y 6 2. Следо-
вательно,

{ − 4 6 2k + 4m + 1 6 4,

− 6 6 2k − 4m − 1 6 2
⇐⇒

{ − 4 6 2k + 4m + 1 6 4,

− 4 6 2k − 4m + 1 6 4.

Отсюда
{

− 4 6 2k + 1 6 4,

− 1 6 m 6 1
⇐⇒

{

− 5 6 2k 6 3,

− 1 6 m 6 1.

Поскольку k и m — целые числа, то

k ∈ { − 2, − 1, 0, 1}, а m ∈ { − 1, 0, 1}.

Пусть m = −1. Тогда x = 2k−3, y = 2k+3 и |2k−3|+|2k+5| 6 4.

Если k = − 2, то 7 + 1 6 4; если k = − 1, то 5 + 3 6 4; если k = 0,

то 3 + 5 6 4; если k = 1, то 1 + 7 6 4. Значит, случай m = − 1 не
реализуется.

Пусть m = 0. Тогда x = 2k + 1, y = 2k − 1 и

|2k + 1| + |2k + 1| 6 4 ⇐⇒ |2k + 1| 6 2.

Если k = −2, то 3 6 2; если k = −1, то 1 6 2; если k = 0, то 1 6 2;

если k = 1, то 3 6 2. Значит, реализуются случаи, когда k = − 1 и
k = 0. При этом решениями системы (27) будут x1 = − 1, y1 = − 3 и
x2 = 1, y2 = − 1.

Пусть m = 1. Тогда x = 2k+5, y = 2k−5 и |2k+5|+ |2k−3| 6 4.

Если k = − 2, то 1 + 7 6 4; если k = − 1, то 3 + 5 6 4; если k = 0,

то 5 + 3 6 4; если k = 1, то 7 + 1 6 4. Значит, случай m = 1 не
реализуется.

Ответ : {( − 1, − 3), (1, − 1)}.
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Задача 28. Решите систему уравнений



















(√
3 cos

πx

4
+ sin

π(x − 2y)

12

)(

√

11 − x2 − y2 − 4x − 2y − 6
)

= 0,

1

2
+ 2 sin

πx

12
cos

πy

6
= 2 cos

πx

12
sin

πy

6
+ sin2 πx

8
.

(29)

Решение. Поскольку

11− x2 − y2 − 4x − 2y = − (x2 + 4x + 4) − (y2 + 2y + 1) + 16 =

= 16− (x + 2)2 − (y + 1)2 6 16 ∀x, y ∈ R,

то
√

11− x2 − y2 − 4x − 2y − 6 6 4 − 6 < 0 ∀x, y ∈ R

и система (29) равносильна системе



































(x + 2)2 + (y + 1)2 6 16,

√
3 cos

πx

4
+ sin

π(x − 2y)

12
= 0,

1

2

(

1 − 2 sin2 πx

8

)

+ 2
(

sin
πx

12
cos

πy

6
− cos

πx

12
sin

πy

6

)

= 0

⇐⇒

⇐⇒































(x + 2)2 + (y + 1)2 6 16,

√
3 cos

πx

4
+ sin

π(x − 2y)

12
= 0,

1

2
cos

πx

4
+ 2 sin

π(x − 2y)

12
= 0

⇐⇒
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⇐⇒



























(x + 2)2 + (y + 1)2 6 16,

cos
πx

4
= 0,

sin
π(x − 2y)

12
= 0

⇐⇒











(x + 2)2 + (y + 1)2 6 16,

x = 2 + 4m,

y = 1 + 2m − 6n

⇐⇒

⇐⇒ 5(m + 1)2 − 6n(m + 1) + 9n2 − 4 6 0.

Полученное квадратичное неравенство (относительно m + 1) воз-
можно, лишь когда дискриминант D > 0, то есть

− 144n2 + 80 > 0 ⇐⇒ n2 6
5

9
=⇒ n2 < 1 =⇒ n = 0, ибо n ∈ Z.

Стало быть, решениями системы (29) будут x = − 2, y = − 1.

Ответ : {( − 2, − 1)}.

2. Показательные и логарифмические
уравнения и неравенства

2.1. Уравнения

Задача 1. Решите уравнение

(

(

√

2

3

)x−1
)x+3

= 5

√

(3

2

)x+3

. (1)

Решение. Преобразуем выражения в правой и левой частях уравне-
ния (1) при любом действительном x :

5

√

(3

2

)x+3

=
(3

2

)

x+3
5

;

(

(

√

2

3

)x−1
)x+3

=
(2

3

)

(x−1)(x+3)
2

=
(3

2

)

(1−x)(x+3)
2

.
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Тогда уравнение (1) равносильно уравнению

(3

2

)

(1−x)(x+3)
2

=
(3

2

)

x+3
5

⇐⇒ (1 − x)(x + 3)

2
=

x + 3

5
⇐⇒

⇔ 2(x+3)+5(x−1)(x+3) = 0 ⇔ (x+3)(5x−3) = 0 ⇔
[

x = − 3,

x = 0,6.

Ответ: { − 3; 0,6}.

Задача 2. Решите уравнение

√

2x ·
3

√

4x · (0,125)
1
x = 4 · 3

√
2 . (2)

Решение. Учитывая, что

4 · 3
√

2 = 22 · 2
1
3 = 2

7
3 , 0,125 =

1

8
= 2−3,

√

2x ·
3

√

4x · (0,125)
1
x =

6
√

23x · 22x · 2−
3
x =

6
√

2
5x− 3

x = 2
5x2−3

6x ,

уравнение (2) приводим к равносильному уравнению

2
5x2−3

6x = 2
7
3 ⇐⇒ 5x2 − 3

6x
=

7

3
⇐⇒

⇐⇒ 5x2 − 3

2x
− 7 = 0 ⇐⇒ 5x2 − 14x − 3

x
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ (5x + 1)(x − 3)

x
= 6 ⇐⇒

[

x = − 0,2,

x = 3.

Ответ :
{

− 0,2; 3
}

.
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Задача 3. Решите уравнение
√

2x−1 ·
3

√

4x · (0,125)
1
x = 4 · 6

√

1

2
. (3)

Решение. Учитывая, что

4 · 6

√

1

2
= 22 · 2

− 1
6 = 2

11
6 , 0,125 =

1

8
= 2−3,

√

2x−1 ·
3

√

4x · (0,125)
1
x =

6
√

2
3(x−1) · 22x · 2−

3
x =

=
6
√

2
5x−3− 3

x = 2
5x2−3x−3

6x ,

уравнение (3) приводим к равносильному уравнению

2
5x

2−3x−3
6x = 2

11
6 ⇐⇒ 5x2 − 3x − 3

6x
=

11

6
⇐⇒

⇐⇒ 5x2 − 3x − 3

x
− 11 = 0 ⇐⇒ 5x2 − 14x − 3

x
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ (5x + 1)(x − 3)

x
= 6 ⇐⇒

[

x = − 0,2,

x = 3.
Ответ :

{

− 0,2; 3
}

.

Задача 4. Решите уpавнение

3
2
√

x
+ 3

2
√

x−1 − 9
√

x−1
= 11.

Решение. Показательное уравнение

3
2
√

x
+ 3

2
√

x−1 − 9
√

x−1
= 11 ⇔ 3

2
√

x
+ 3

2
√

x−1 − 3
2
√

x−2
= 11 ⇔

⇐⇒ 3
2
√

x−2 · (32 + 3 − 1) = 11 ⇐⇒ 3
2
√

x−2
= 1 ⇐⇒

⇐⇒ 2
√

x − 2 = 0 ⇐⇒ √
x = 1 ⇐⇒ x = 1. Ответ : {1}.
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Задача 5. Решите уравнение

5
√

(

0,(1)
)20−0,5x

+ 2
5√

3x−35 = 21. (4)

Решение. Поскольку при любом действительном x

(

0,(1)
)20−0,5x

=
(1

9

)20−0,5x

= 3x−40,

то уравнение (4) равносильно уравнению

5√
3x−40 + 2

5√
3x−35 = 21 ⇐⇒ 5√

3x−40 + 2
5√

3(x−40)+5 = 21 ⇐⇒

⇐⇒ 5√
3x−40

(

1 + 2
5√

35
)

= 21 ⇐⇒ 5√
3x−40 = 3 ⇐⇒

⇐⇒ 3
x−40

5 = 3 ⇐⇒ x − 40

5
= 1 ⇐⇒ x = 45. Ответ : {45}.

Задача 6. Найдите x, если

16 ·
√

0,25
5−x

4 = 2
√

x+1
. (5)

а) 15; б) 17; в) 16,2; г) 0; д) 24.

Решение. Так как при любом x ∈ R

16 ·
√

0,25
5−x

4 = 24 ·
√

(1

4

)5−x
4

= 24 ·
(1

2

)5−x
4

= 24 · 2
x
4 −5

= 2
x
4−1

,

то уравнение (5) равносильно уравнению

2
x
4 −1

= 2
√

x+1 ⇐⇒
√

x + 1 =
x

4
− 1 ⇐⇒ 4

√
x + 1 = x − 4 ⇐⇒

⇐⇒
{

x − 4 > 0,

16(x + 1) = x2 − 8x + 16
⇐⇒

{

x > 4,

x(x − 24) = 0
⇐⇒ x = 24.

Ответ : д).
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Задача 7. Решите уравнение

4
1
2 · 2

√
1−2x+x2

=
(1

2

)−4

. (6)

Решение. Так как

4
1
2 = 2, а

(1

2

)−4

= 24,

то уравнение (6) равносильно уравнению

2
√

1−2x+x2

= 23 ⇐⇒
√

1 − 2x + x2 = 3 ⇐⇒
√

(x − 1)2 = 3 ⇐⇒

⇐⇒ |x − 1| = 3 ⇐⇒
[

x − 1 = − 3,

x − 1 = 3
⇐⇒

[

x = − 2,

x = 4.
Ответ : {−2; 4}.

Задача 8. Решите уравнение

3
√

x2−4x+4 · 27
1
3 =

(1

3

)−2

. (7)

Решение. Так как

27
1
3 =

(

33
)

1
3

= 3, а
(1

3

)−2

= 9,

то уравнение (7) равносильно уравнению

3
√

x2−4x+4
= 3 ⇐⇒

√
x2 − 4x + 4 = 1 ⇐⇒

⇐⇒
√

(x − 2)2 = 1 ⇐⇒ |x−2| = 1 ⇐⇒
[

x − 2 = − 1,

x − 2 = 1
⇐⇒

[

x = 1,

x = 3.

Ответ : {1; 3}.

Задача 9. Решите уравнение

9x + 2
√

x · 3x = 10 · √x + 25. (8)

а) 0; б)
√

5 ; в) 5; г) log9 5; д) log3 5.
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Решение. Уравнение (8) решим методом разложения на множители.
Для этого к обеим частям уравнения (8) прибавим x и выделим полные
квадраты. Будем иметь:

9x + 2 · 3x · √x + x = x + 10 · √x + 25 ⇐⇒

⇐⇒
(

3x +
√

x
)2

=
(√

x + 5
)2 ⇐⇒

[

3x +
√

x =
√

x + 5,

3x +
√

x = −
(√

x + 5
)

.

Из первого уравнения получаем x = log3 5, а второе не имеет кор-
ней (левая часть положительна, а правая отрицательна). Ответ : д).

Задача 10. Сумма корней уравнения

√
x + 1 · (4 · 2x + 2 · 2−x − 9) = 0 (9)

равна:

1) 0; 2) − 3; 3) − 1; 4) − 2; 5) 4.

Решение. Произведение двух выражений равно нулю тогда и только
тогда, когда хотя бы один из сомножителей равен нулю, при условии, что
произведение имеет смысл.

Уравнение (9) равносильно совокупности уравнения и системы.
Уравнение

√
x + 1 = 0 ⇐⇒ x + 1 = 0 ⇐⇒ x = − 1.

Система1

1С учётом равносильности

af(x) +
b

f(x)
= ac +

b

c
⇐⇒





f(x) = c,

f(x) =
b

ac

(abc 6= 0, b 6= ac2)

при a = 4, b = 2, c = 2 уравнение

4 · 2x + 2 · 2−x − 9 = 0 ⇐⇒ 4 · 2x +
2

2x
= 4 · 2 +

2

2
⇐⇒





2x =
1

4
,

2x = 2.
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{

x + 1 > 0,

4 · 2x + 2 · 2−x − 9 = 0
⇐⇒







x + 1 > 0,

4 · (2x)2 − 9 · 2x + 2

2x
= 0

⇐⇒

⇐⇒
{

x + 1 > 0,

(4 · 2x − 1)(2x − 2) = 0
⇐⇒



















x > − 1,




2x =
1

4
,

2x = 2

⇐⇒

⇐⇒











x > − 1,
[

x = − 2,

x = 1

⇐⇒ x = 1.

Итак, уравнение (9) имеет два корня x = − 1 и x = 1.

Их сумма − 1 + 1 = 0. Ответ : 1).

Задача 11. Решите уравнение

√
x
(

9
6
√

x2−3 − 3
6
√

x2−3
)

= 3
2 6
√

x2−3+1 − 3
6
√

x2−3+1
+ 6

√
x − 18. (10)

Решение. Уравнение (10) равносильно уравнению

√
x
(

3
2 6
√

x2−3 −3
6
√

x2−3
)

−3
(

3
2 6
√

x2−3 −3
6
√

x2−3
)

−6
(√

x−3
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

x − 3
)

(

3
2 6
√

x2−3 − 3
6
√

x2−3 − 6
)

= 0.

Полученное уравнение, а значит, и уравнение (10), равносильно со-
вокупности двух уравнений при условии, что оно имеет смысл:

{

x2 − 3 > 0,
√

x − 3 = 0
⇐⇒

{

x2 − 3 > 0,

x = 9
⇐⇒ x = 9;







x > 0,

3
2 6
√

x2−3 − 3
6
√

x2−3 − 6 = 0
⇐⇒
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⇐⇒







x > 0,

(

3
6
√

x2−3
+ 2
)(

3
6
√

x2−3 − 3
)

= 0
⇐⇒







x > 0,

3
6
√

x2−3
= 3

⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

6
√

x2 − 3 = 1
⇐⇒

{

x > 0,

x2 = 4
⇐⇒ x = 2. Ответ : {2; 9}.

Задача 12. Решите уравнение

9
2
√

x−1 − 4 · 32
√

x−1
+ 3 = 0. (11)

Решение. Уравнение (11) равносильно уравнению

3
2(2

√
x−1 ) − 4 · 32

√
x−1

+ 3 = 0.

Пусть 3
2
√

x−1
= t. Тогда

t2 − 4t + 3 = 0 ⇐⇒ (t − 1)(t − 3) = 0 ⇐⇒
[

t = 1,

t = 3.

Таким образом, множество решений уравнения (11) состоит из ре-
шений уравнений

3
2
√

x−1
= 1 ⇐⇒ 2

√
x − 1 = 0 ⇐⇒ x = 1

и

3
2
√

x−1
= 3 ⇐⇒ 2

√
x − 1 = 1 ⇐⇒ 4(x − 1) = 1 ⇐⇒ x = 1

1

4
.

Ответ :
{

1; 1
1

4

}

.

Задача 13. Решите уравнение

x

√
x

= x

x
2 . (12)

Решение. Уравнение (12) имеет смысл при x > 0.

Логарифмированием получаем равносильное уравнение

√
x ln x =

x

2
ln x ⇐⇒

(√
x − x

2

)

ln x = 0 ⇐⇒
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⇐⇒ √
x
(

2 −√
x
)

ln x = 0 ⇐⇒
(

2 −√
x
)

ln x = 0.

Произведение двух выражений равно нулю, если и только если хотя
бы один из сомножителей равен нулю, а произведение имеет смысл.

Поэтому уравнение (12) равносильно совокупности







ln x = 0,
{

x > 0,

2 −√
x = 0

⇐⇒







x = 1,
{

x > 0,
√

x = 2

⇐⇒
[

x = 1,

x = 4.

Ответ : {1; 4}.

Задача 14. Решите уравнение

5x · x
√

8x−1 = 500. (13)

Решение. В задании уравнения (13) предполагается извлечение кор-
ня степени x. Поэтому x — натуральное число, большее или равное 2.

Логарифмированием по основанию 5 уравнение (13) приводим к
равносильному при условии, что x ∈ N, x > 2, уравнению

x + log5 2

3(x−1)
x = log5(2

2 · 53) ⇐⇒

⇐⇒ x +
3(x − 1)

x
log5 2 − 3 − 2 log5 2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ x2 + 3x log5 2 − 3 log5 2 − 3x − 2x log5 2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x − 3)(x + log5 2) = 0.

Число log5 2 ненатуральное1. Поэтому уравнение (13) имеет одно

решение 3. Ответ : {3}.

1Число log5 2 не является натуральным, так как

0 = log5 1 < log5 2 < log5 5 = 1.
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Задача 15. Решите уравнение

log2

(√
x − 5) = 3. (14)

Решение. Уравнение (14) равносильно уравнению
√

x − 5 = 8 ⇐⇒ √
x = 13 ⇐⇒ x = 169. Ответ : {169}.

Задача 16. Решите уравнение

log3

√
x + 1 +

1

2
log3(x

2 − x + 1) = 1. (15)

Решение. Учитывая, что

x2 − x + 1 =
(

x − 1

2

)2

+
3

4
> 0 ∀x ∈ R,

уравнение (15) имеет смысл, когда x > − 1.

Имеет место тождество

log3

√
x + 1 =

1

2
log3(x + 1) ∀x ∈ ( − 1; + ∞).

Следовательно, уравнение (15) равносильно уравнению

1

2
log3(x + 1) +

1

2
log3(x

2 − x + 1) = 1 ⇐⇒

⇐⇒ log3(x + 1) + log3(x
2 − x + 1) = 2 ⇐⇒

⇐⇒ log3

(

(x + 1)(x2 − x + 1)
)

= 2 ⇐⇒ log3(x
3 + 1) = 2 ⇐⇒

⇐⇒ x3 + 1 = 9 ⇐⇒ x3 = 8 ⇐⇒ x = 2. Ответ : {2}.

Задача 17. Решите уравнение

log3 x − 3
√

log3 x + 2 = 0. (16)

Решение. Уравнение (16) равносильно уравнению

(√

log3 x
)2 − 3

√

log3 x + 2 = 0 ⇔
(√

log3 x − 1
)(√

log3 x − 2
)

= 0 ⇔
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⇐⇒





√

log3 x = 1,

√

log3 x = 2
⇐⇒

[

log3 x = 1,

log3 x = 4
⇐⇒

[

x = 3,

x = 81.
Ответ : {3; 81}.

Задача 18. Решите уравнение

(lg x − 8) · lg√x = 10.

Решение. Уравнение

(lg x − 8) · lg√x = 10 ⇐⇒ (lg x − 8) · 1

2
lg x = 10 ⇐⇒

⇐⇒ lg2 x − 8 lg x − 20 = 0 ⇐⇒ (lg x + 2) · (lg x − 10) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

lg x = − 2,

lg x = 10
⇐⇒

[

x = 10−2,

x = 1010.
Ответ :

{

10−2; 1010
}

.

Задача 19. Решите уpавнение

2 log2
4(8x) + 3 log2

√

x

2
= 3

9
4 log

3
√

3

4

. (17)

Решение. Так как

2 log2
4(8x) = 2

(1

2
log2(8x)

)2

=
1

2
(log2 8 + log2 x)2 =

1

2
(3 + log2 x)2,

3 log2

√

x

2
=

3

2
log2

x

2
=

3

2
(log2 x − 1),

9

4
log

3
√

3
4 =

9

4
log

3
3

2

22 =
9

4
· 2

3
· 2 log3 2 = 3 log3 2,

3

9
4 log

3
√

3

4

= 3
3 log

3
2

= 3
log

3
8

= 8,

то уравнение (17) равносильно уравнению
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log2
2 x + 9 log2 x − 10 = 0 ⇐⇒

[

log2 x = − 10,

log2 x = 1
⇐⇒

[

x = 2−10,

x = 2.

Ответ : {2−10, 2}.
Задача 20. Решите уравнение

1

2
log3( − x − 16) − log3(

√
− x − 4) = 1. (18)

Решение. Уравнение (18) имеет смысл при
{ − x − 16 > 0,
√− x − 4 > 0

⇐⇒
{

x < − 16,
√

− x > 4
⇐⇒

⇐⇒
{

x < − 16,

− x > 16
⇐⇒ x < − 16.

Тогда уравнение (18) равносильно уравнению

log3

√
− x − 16− log3(

√− x−4) = 1 ⇐⇒ log3

√
− x − 16√
− x − 4

= 1 ⇐⇒

⇐⇒
√

− x − 16√− x − 4
= 3 ⇐⇒

{

x < − 16,
√

− x − 16 = 3(
√− x − 4)

⇐⇒

⇔
{

x < − 16,

− x − 16 = 9( − x − 8
√

− x + 16)
⇔
{

x < − 16,

− x − 9
√

− x + 20 = 0
⇔

⇐⇒
{

x < − 16,

(
√− x − 4)(

√− x − 5) = 0
⇐⇒ x = −25. Ответ : {−25}.

Задача 21. Решите уравнение

(x2 − 1)
log

√

23

√
x+2

= (x2 − 1)
log

23
(2x−1)

. (19)
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Решение. Система






x2 − 1 > 0,

log√
23

√
x + 2 = log

23
(2x − 1)

⇐⇒

⇐⇒
{

x2 > 1,

log
23

(x + 2) = log
23

(2x − 1)
⇐⇒

⇐⇒
{

|x| > 1,

x + 2 = 2x − 1
⇐⇒ x = 3.

Уравнение

x2 − 1 = 1 ⇐⇒ x2 = 2 ⇐⇒ |x| =
√

2 ⇐⇒ x = ±
√

2 .

Показатели степеней

log√
23

√
x + 2 и log

23
(2x − 1)

определены при

{

x + 2 > 0,

2x − 1 > 0
⇐⇒

{

x > − 2,

x > 0,5
⇐⇒ x > 0,5.

Поскольку −
√

2 < 0,5, а
√

2 > 0,5, то x = −
√

2 корнем урав-

нения (19) не является, а x =
√

2 будет корнем уравнения (19).

Итак, уравнение (19) имеет два корня x =
√

2 и x = 3.

Ответ :
{√

2 , 3
}

.

Задача 22. Решите уравнение

√

log5 x + 3
√

log5 x = 2. (20)

Решение. Корни
√

log5 x и 3
√

log5 x приведём к общему показа-
телю:

√

log5 x = 6
√

log3
5 x и 3

√

log5 x = 6
√

log2
5 x .
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С помощью подстановки

6
√

log5 x = w

уравнение (20) приводим к алгебраическому уравнению

w3 + w2 − 2 = 0 ⇐⇒ (w − 1)(w2 + 2w + 2) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (w − 1)
(

(w + 1)2 + 1
)

= 0 ⇐⇒ w − 1 = 0 ⇐⇒ w = 1.

Следовательно, уравнение (20) равносильно уравнению

6
√

log5 x = 1 ⇐⇒ log5 x = 1 ⇐⇒ x = 5. Ответ : {5}.

2.2. Неравенства

Задача 23. Решите неравенство

0,3
√

x
> 0,3x.

Решение. Учитывая, что при 0 < a < 1 показательная функция

y(x) = ax, D(y) = R,

убывает, получаем:

0,3
√

x
> 0,3x ⇐⇒ √

x 6 x ⇐⇒ 0 6 x 6 x2 ⇐⇒

⇐⇒
{

x > 0,

x(x − 1) > 0
⇐⇒







x = 0,
{

x > 0,

x − 1 > 0

⇐⇒
[

x = 0,

x > 1.

Ответ : {0} ∪ [1; + ∞).

Задача 24. Решите неравенство

(0,3)
√

x
6 (0,3)x. Ответ : [0; 1].

Задача 25. Найдите сумму целых решений неравенства

(

tg2 π

3

)

√
3x+17

< 92. (21)
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Решение. Так как tg
π

3
=

√
3 , то неравенство (21) равносильно

неравенству

3
√

3x+17
< 34 ⇐⇒

√
3x + 17 < 4 ⇐⇒

⇐⇒ 0 6 3x + 17 < 16 ⇐⇒ − 17 6 3x < − 1 ⇐⇒

⇐⇒ − 17

3
6 x < − 1

3
⇐⇒ − 5

2

3
6 x < − 1

3
.

Целыми решениями неравенства (21) будут:

x = − 5, x = − 4, x = − 3, x = − 2, x = − 1.

Их сумма

− 5 − 4 − 3 − 2 − 1 = − 15. Ответ : − 15.

Задача 26. Решите неpавенство

√
5 − 4x > 2x − 1. (22)

Решение. Способ 1. Hеpавенство (22) равносильно совокупности
двух систем.

Первая система

{

5 − 4x > 0,

2x − 1 < 0
⇐⇒

{

22x 6 5,

2x < 1
⇐⇒

{

2x 6 log2 5,

x < 0
⇐⇒ x < 0,

так как log2 5 > 0.

Вторая система
{

2x − 1 > 0,

5 − 4x > (2x − 1)2
⇐⇒

{

2x > 1,

5 − 22x > 22x − 2 · 2x + 1
⇐⇒

⇐⇒
{

2x > 1,

22x − 2x − 2 < 0
⇐⇒

{

2x > 1,

(2x + 1)(2x − 2) < 0
⇐⇒

⇐⇒
{

2x > 1,

2x − 2 < 0
⇐⇒ 1 6 2x < 2 ⇐⇒ 0 6 x < 1.
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Следовательно, множеством решений неравенства (22) будет

( −∞; 0) ∪ [0; 1) = ( −∞; 1).

Способ 2. Рассмотрим функцию

f(x) =
√

5 − 4x − 2x + 1

с областью определения D(f) =
(

−∞;
1

2
log2 5

]

, так как

5 − 4x > 0 ⇐⇒ 22x 6 5 ⇐⇒ 2x 6 log2 5 ⇐⇒ x 6
1

2
log2 5.

Неравенство (22) будет иметь вид

f(x) > 0,

а множество решений неравенства (22) состоит из тех x, при которых
функция f принимает положительные значения.

Известно, что показательная функция с основанием, большим еди-
ницы, возрастает. Поэтому функция f является убывающей.

Заметим, что x = 1 — нуль функции f :

f(1) =
√

5 − 4 − 2 + 1 = 0.

Следовательно,

f(x) > 0 ∀x ∈ ( −∞; 1),

f(x) < 0 ∀x ∈
(

1;
1

2
log2 5

]

,

а значит, множеством решений неравенства (22) будет ( −∞; 1).

Ответ : ( −∞; 1).

Задача 27. Решите неpавенство

√
10− 9x > 4 − 3x. Ответ : (0; 1).

Задача 28. Решите неравенство

√
9x + 2 · 3x − 3 > 2 − 3x. (23)
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Решение. Неравенство (23) равносильно неравенству

√
32x + 2 · 3x − 3 > 2 − 3x ⇐⇒











{

2 − 3x < 0,

32x + 2 · 3x − 3 > 0,
{

2 − 3x > 0,

32x + 2 · 3x − 3 > (2 − 3x)2

⇐⇒

⇐⇒











{

3x > 2,

(3x + 3)(3x − 1) > 0,
{

3x 6 2,

32x + 2 · 3x − 3 > 4 − 4 · 3x + 32x

⇐⇒

⇐⇒











{

3x > 2,

3x > 1,
{

3x 6 2,

6 · 3x − 7 > 0

⇐⇒





3x > 2,

7

6
< 3x 6 2

⇐⇒

⇐⇒ 3x >
7

6
⇐⇒ x > log3

7

6
⇐⇒ x > log3 7 − log3 2 − 1.

Ответ : (log3 7 − log3 2− 1; + ∞).

Задача 29. Решите неравенство

3
√

x
+ 3

√
x−1 − 3

√
x−2

< 11. (24)

Решение. Неравенство (24) равносильно неравенству

3
√

x−2
(32 + 3 − 1) < 11 ⇐⇒ 3

√
x−2

< 1 ⇐⇒

⇐⇒ √
x − 2 < 0 ⇐⇒ √

x < 2 ⇐⇒ 0 6 x < 4. Ответ : [0; 4).

Задача 30. Решите неравенство

5
2
√

x
+ 5 < 5

√
x+1

+ 5
√

x
. (25)
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Решение. Так как при x > 0 сумма

5
√

x+1
+ 5

√
x

= 5 · 5
√

x
+ 5

√
x

= 6 · 5
√

x
,

то показательное неравенство (25) равносильно неравенству

5
2
√

x − 6 · 5
√

x
+ 5 < 0 ⇐⇒

(

5
√

x − 1
)(

5
√

x − 5
)

< 0 ⇐⇒

⇐⇒ 1 < 5
√

x
< 5 ⇐⇒ 0 <

√
x < 1 ⇐⇒ 0 < x < 1. Ответ : (0; 1).

Задача 31. Решите неpавенство

2
x+

√
x

+ 4
x

6 6 · 4
√

x
. (26)

Решение. Hеpавенство (26) равносильно неравенству

4
x

+ 2 · 1

2
· 2x · 2

√
x

+
1

4
· 4

√
x

6
25

4
· 4

√
x ⇐⇒

⇐⇒
(

2
x

+
1

2
· 2

√
x
)2

−
(5

2
· 2

√
x
)2

6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(

2
x − 2 · 2

√
x
)(

2
x

+ 3 · 2
√

x
)

6 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2
x − 2 · 2

√
x

6 0 ⇐⇒ 2
x

6 2 · 2
√

x ⇐⇒ x 6
√

x + 1 ⇐⇒

⇐⇒ x−√
x−1 6 0 ⇐⇒

(√
x− 1 −

√
5

2

)(√
x− 1 +

√
5

2

)

6 0 ⇐⇒

⇐⇒ 1 −
√

5

2
6

√
x 6

1 +
√

5

2
⇐⇒ 0 6

√
x 6

1 +
√

5

2
⇐⇒

⇐⇒ 0 6 x 6
3 +

√
5

2
. Ответ :

[

0;
3 +

√
5

2

]

.
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Задача 32. Решите неравенство

9
√

x
6 8 · 3

√
x+ 4

√
x

+ 9
4
√

x+1
.

Решение. Неравенство

9
√

x
6 8 ·3

√
x+ 4

√
x

+9
4
√

x+1 ⇐⇒ 8 ·3
√

x+ 4
√

x
+9 ·32 4

√
x −3

2
√

x
> 0 ⇐⇒

⇐⇒ 8 · 3
√

x+ 4
√

x−2 4
√

x
+ 9 − 3

2
√

x−2 4
√

x
> 0 ⇐⇒

⇐⇒ 3
2(

√
x− 4

√
x ) − 8 · 3

√
x− 4

√
x − 9 6 0 ⇐⇒

⇐⇒
(

3
√

x− 4
√

x
+ 1
)(

3
√

x− 4
√

x − 9
)

6 0 ⇐⇒

⇐⇒ 3
√

x− 4
√

x − 9 6 0 ⇐⇒ 3
√

x− 4
√

x
6 32 ⇐⇒ √

x − 4
√

x 6 2 ⇐⇒

⇐⇒ ( 4
√

x )2 − 4
√

x − 2 6 0 ⇐⇒ ( 4
√

x + 1)( 4
√

x − 2) 6 0 ⇐⇒

⇐⇒ 4
√

x − 2 6 0 ⇐⇒ 4
√

x 6 2 ⇒ 0 6 x 6 24 ⇐⇒ 0 6 x 6 16.

Ответ : [0; 16].

Задача 33. Решите неравенство

4
√

42x + 16 + 4

√

(1

4

)2x

+ 1 6 3.

Решение. Неравенство не имеет решений.
Действительно,

42x + 16 > 16 ∀x ∈ R, а
(1

4

)2x

+ 1 > 1 ∀x ∈ R.

Следовательно,

4
√

42x + 16 + 4

√

(1

4

)2x

+ 1 >
4
√

16 + 4
√

1 = 3 ∀x ∈ R.

Ответ: Ø.
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Задача 34. Решите неравенство

√
3x + 3 +

√

(1

3

)x

+
1

3
>

4
√

3

3
.

Решение. Решением неравенства является любое действительное число.
Действительно,

3x + 3 > 3 и
(1

3

)x

+
1

3
>

1

3

при любом действительном x, а поэтому

√
3x + 3 +

√

(1

3

)x

+
1

3
>

√
3 +

1√
3

=
4
√

3

3
∀x ∈ R. Ответ : R.

Задача 35. Решите неpавенство

√
3 − x +

√
x − 1 > 32−x + 3x−2. (27)

Решение. Способ 1. Рассмотрим функции

f(x) =
√

3 − x +
√

x − 1

с областью определения D(f) = [1; 3], так как

{

3− x > 0,

x − 1 > 0
⇐⇒

{

x 6 3,

x > 1
⇐⇒ 1 6 x 6 3,

и

g(x) = 32−x + 3x−2 ∀x ∈ R.

Неравенство (27) будет иметь вид

f(x) > g(x),

и надо найти все те x, при которых значения функции g не больше со-
ответствующих значений функции f.

Сумма двух взаимно обратных положительных чисел не меньше 2 и
равна 2, когда эти числа равны единице.

Поэтому функция
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g(x) = 32−x +
1

32−x
> 2 ∀x ∈ R

и g(x) = 2 при тех x, которые являются корнями уравнения

32−x = 1 ⇐⇒ 2 − x = 0 ⇐⇒ x = 2.

Итак, наименьшее значение

min
R

g(x) = g(2) = 2,

а

g(x) > 2 ∀x ∈ ( −∞; 2) ∪ (2; + ∞). (28)

Производная функция

f ′(x) = − 1

2
√

3 − x
+

1

2
√

x − 1
=

√
3 − x −

√
x − 1

2
√

(3 − x)(x − 1)
∀x ∈ (1; 3)

равна нулю, когда
{

1 < x < 3,
√

3 − x =
√

x − 1
⇐⇒

{

1 < x < 3,

3 − x = x − 1
⇐⇒ x = 2.

Так как
{

1 < x < 3,
√

3 − x >
√

x − 1
⇔
{

1 < x < 3,

3 − x > x − 1
⇔
{

1 < x < 3,

x < 2
⇔ 1 < x < 2,

а
{

1 < x < 3,
√

3 − x <
√

x − 1
⇔
{

1 < x < 3,

3 − x < x − 1
⇔
{

1 < x < 3,

x > 2
⇔ 2 < x < 3,

то при переходе через точку x = 2 производная функция меняет знак с
плюса на минус.

Следовательно, критическая точка x = 2 является точкой макси-
мума функции f. А учитывая, что x = 2 — единственная критическая
точка функции f, заключаем, что при x = 2 функция f принимает
наибольшее значение:

max
[1;3]

f(x) = f(2) = 2.
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При этом

f(x) < 2 ∀x ∈ [1; 2) ∪ (2; 3]. (29)

Из того, что

f(2) = g(2),

и оценок (28) и (29) следует, что неравенство (27) выполняется в един-
ственном случае, когда

f(x) = g(x),

и это имеет место, когда x = 2.

Итак, x = 2 — единственное решение неравенства (27).
Способ 2. Сумма двух взаимно обратных положительных чисел не

меньше 2:

32−x + 3x−2 = 32−x +
1

32−x
> 2 ∀x ∈ R.

Тогда из неpавенства (27) следует, что

√
3 − x +

√
x − 1 > 2 ⇐⇒











3 − x > 0,

x − 1 > 0,

3 − x + 2
√

(3 − x)(x − 1) + x − 1 > 4

⇐⇒

⇐⇒











x 6 3,

x > 1,
√

(3 − x)(x − 1) > 1

⇐⇒
{

1 6 x 6 3,

(3 − x)(x − 1) > 1
⇐⇒

⇐⇒
{

1 6 x 6 3,

x2 − 4x + 4 6 0
⇐⇒

{

1 6 x 6 3,

(x − 2)2 6 0
⇐⇒

⇐⇒
{

1 6 x 6 3,

x − 2 = 0
⇐⇒ x = 2.

Пpи x = 2 из неpавенства (27) получаем верное неравенство:
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√
3 − 2 +

√
2− 1 > 32−2 + 32−2 ⇐⇒ 1 + 1 > 1 + 1 ⇐⇒ 2 > 2.

Значит, множество pешений состоит из одного числа 2.

Ответ : {2}.

Задача 36. Решите неpавенство

3
√

1−x
+ 3

√
2−x

+ 3
√

6−2x
> 13. (30)

Решение. Рассмотрим функцию

f(x) = 3
√

1−x
+ 3

√
2−x

+ 3
√

6−2x − 13

с областью определения D(f) = ( −∞; 1], так как











1 − x > 0,

2 − x > 0,

6 − 2x > 0

⇐⇒











x 6 1,

x 6 2,

x 6 3

⇐⇒ x 6 1.

Тогда неравенство (30) будет иметь вид

f(x) > 0,

а его решениями будут все те x, при которых функция f является по-
ложительной.

При x = 1 функция f принимает нулевое значение:

f(1) = 30 + 31 + 32 − 13 = 0.

А поскольку функция f убывает, то

f(x) > f(1) = 0 ∀x ∈ ( −∞; 1).

Таким образом, функция f является положительной на числовом
луче (−∞; 1), который и будет множеством решений неравенства (30).

Ответ : ( −∞; 1).

Задача 37. Решите неравенство

0,64 <
√

0,8x(x−3) < 1. (31)
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Решение. Неравенство (31) равносильно неравенству

(0,8)2 < (0,8)
x2−3x

2 < 1 ⇔















x2 − 3x

2
> 0,

x2 − 3x

2
< 2

⇔
{

x2 − 3x > 0,

x2 − 3x − 4 < 0
⇔

−1

0 3

4
x

+ − +

+ − +

Рис. 1

⇐⇒
{

x(x − 3) > 0,

(x + 1)(x − 4) < 0
⇐⇒

⇐⇒
[ − 1 < x < 0,

3 < x < 4,

что устанавливаем с помощью числовой прямой (рис. 1), дважды ис-
пользуя метод числовых промежутков. Ответ : ( − 1; 0) ∪ (3; 4).

Задача 38. Hайдите число целых pешений неpавенства

12
x+2 − 3

2x · 44x−4

√
x + 1

> 0. (32)

Решение. Неравенство (32) равносильно системе
{

x + 1 > 0,

12
x+2 − 3

2x · 44x−4
> 0

⇐⇒
{

x + 1 > 0,

3
2x · 44x−4

6 12
x+2

.

Разделив показательное неравенство системы на

12
x+2

= 3
x+2 · 4x+2

> 0 ∀x ∈ R,

получим равносильное неравенство

3
2x−(x+2) · 4(4x−4)−(x+2)

6 1 ⇐⇒ 3
x−2 · 43(x−2)

6 1 ⇐⇒

⇐⇒
(

3 · 43
)
x−2

6 1 ⇐⇒ x − 2 6 0 ⇐⇒ x 6 2.

Таким образом, неравенство (32) равносильно системе
{

x + 1 > 0,

x 6 2
⇐⇒

{

x > − 1,

x 6 2
⇐⇒ − 1 < x 6 2.
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Полуинтервалу ( − 1; 2] принадлежит три целых числа: 0, 1, 2.

Ответ : 3.

Задача 39. Решите неравенство

(1

2

)

√
(x2−2x−15)3

·7(x+3)2(x−5)
6 1. (33)

Решение. В левой и правой частях неравенства (33) расположены
положительные выражения при условии их существования. Это позво-
ляет прологарифмировать неравенство (33) по основанию 2.

Тогда с учётом возрастания логарифмической функции с основани-
ем 2 неравенство (33) приведём к равносильному неравенству

−
√

(x2 − 2x − 15)3 + (x + 3)2(x − 5) log2 7 6 0 ⇐⇒

⇐⇒
√

(

(x + 3)(x − 5)
)3 − (x + 3)2(x − 5) log2 7 > 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x + 3)(x − 5)
(
√

(x + 3)(x − 5) − (x + 3) log2 7
)

> 0. (34)

Неравенство (34) имеет смысл, когда

(x + 3)(x − 5) > 0 ⇐⇒
[

x 6 − 3,

x > 5.

При x = − 3 и при x = 5 неравенство (34) выполняется.
На множестве (−∞; −3)∪(5; +∞) неравенство (34) равносильно

неравенству
√

(x + 3)(x − 5) − (x + 3) log2 7 > 0. (35)

Если x < − 3, то выражение в левой части неравенства (35) поло-
жительное, а значит, неравенство (35) справедливо при любом x < −3.

При x > 5 неравенство (35) равносильно неравенству

√
x + 3(

√
x − 5 −

√
x + 3 log2 7) > 0 ⇐⇒

⇐⇒
√

x − 5 >
√

x + 3 log2 7 ⇐⇒

⇐⇒ x − 5 > (x + 3) log2
2 7 ⇐⇒ (log2

2 7 − 1)x + (5 + 3 log2
2 7) 6 0
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и не выполняется, так как выражение

(log2
2 7 − 1)x > 0 ∀x ∈ (5; + ∞)

и число 5 + 3 log2
2 7 — положительное.

Итак, ( −∞; − 3] ∪ {5} — множество решений неравенства (33).

Ответ : ( −∞; − 3] ∪ {5}.

Задача 40. Решите неравенство

√

log
1
2

(x2 + 4x − 4) < 1. (36)

Решение. Неравенство (36) равносильно неравенству

0 6 log
1
2

(x2 + 4x − 4) < 1 ⇐⇒ 1

2
< x2 + 4x − 4 6 1 ⇐⇒

⇐⇒
{

2x2 + 8x − 9 > 0,

x2 + 4x − 5 6 0
⇐⇒













































x < − 4 +
√

34

2
,

x >
− 4 +

√
34

2
,

− 5 6 x 6 1

⇐⇒

⇐⇒











− 5 6 x < − 4 +
√

34

2
,

− 4 +
√

34

2
< x 6 1.

Ответ :
[

− 5; − 4 +
√

34

2

)

∪
( − 4 +

√
34

2
; 1

]

.

Задача 41. Решите неравенство
√

x
log

2

√
x

> 2.
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Решение. Неравенство

√

x
log

2

√
x

> 2 ⇐⇒ x

1
2 log

2

√
x

> 2 ⇐⇒ x

1
4 log

2
x

> 2 ⇐⇒

⇐⇒ 1

4
log2

2 x > log2 2 ⇐⇒ log2
2 x > 4 ⇐⇒

∣

∣log2 x
∣

∣ > 2 ⇐⇒

⇐⇒
[

log2 x < − 2,

log2 x > 2
⇐⇒

[

0 < x < 0,25,

x > 4.

Ответ : (0; 0,25) ∪ (4; + ∞).

Задача 42. Решите неравенство

x
lg

√
x

> x. (37)

Решение. Неравенство (37) имеет смысл при x > 0. Поскольку
неравенство (37) строгое, то достаточно рассмотреть два1 случая:

1) 0 < x < 1; 2) x > 1.

При 0 < x < 1 неравенство (37) равносильно системе
{

0 < x < 1,

x
lg

√
x

> x
⇐⇒

{

0 < x < 1,

lg
√

x < 1
⇐⇒

{

0 < x < 1,

0 <
√

x < 10
⇐⇒

⇐⇒
{

0 < x < 1,

0 < x < 100
⇐⇒ 0 < x < 1.

При x > 1 неравенство (37) равносильно системе
{

x > 1,

x
lg

√
x

> x
⇐⇒

{

x > 1,

lg
√

x > 1
⇐⇒

{

x > 1,
√

x > 10
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

x > 100
⇐⇒ x > 100. Ответ : (0; 1) ∪ (100; + ∞).

1При h(x) = 1 строгое неравенство hf(x)(x) > hg(x)(x) не выполняется.
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Задача 43. Решите неравенство

(3

7

)

√

log√
3

ctg x−1

> 1.

Решение. Показательная функция

y(x) = ax ∀x ∈ R

при 0 < a < 1 убывает; квадратный корень

y(x) =
√

x ∀x ∈ [0; + ∞)

возрастает; логарифмическая функция

y(x) = logb x ∀x ∈ (0; + ∞)

с основанием b > 1 возрастает; котангенс

y(x) = ctg x ∀x ∈ (πn; π(n + 1)), ∀n ∈ Z

убывает на каждом интервале (πn; π(n + 1)).

Последовательно, основываясь на свойстве монотонности этих
функций, решаем неравенство:

(3

7

)

√

log√
3

ctg x−1

> 1 ⇐⇒
√

log√
3

ctg x − 1 6 0 ⇐⇒

⇐⇒
√

log√
3
ctg x 6 1 ⇐⇒ 0 6 log√

3
ctg x 6 1 ⇐⇒

⇐⇒ 1 6 ctg x 6
√

3 ⇐⇒ π

6
+ πn 6 x 6

π

4
+ πn ∀n ∈ Z.

Ответ :
[π

6
+ πn;

π

4
+ πn

]

∀n ∈ Z.

Задача 44. Решите неравенство
√

log2 x − log4

√
2x > 0,5. (38)
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Решение. Так как

log4

√
2x =

1

4
log2 2x =

1

4

(

1 + log2 x
)

∀x ∈ (0; + ∞),

то неpавенство (38) равносильно неравенству

√

log2 x − 1

4

(

1 + log2 x
)

> 0,5 ⇐⇒ log2 x − 4
√

log2 x + 3 < 0 ⇐⇒

⇐⇒
(√

log2 x − 1
)(√

log2 x − 3
)

< 0 ⇐⇒ 1 <
√

log2 x < 3 ⇐⇒

⇐⇒ 1 < log2 x < 9 ⇐⇒ 2 < x < 29. Ответ :
(

2; 29
)

.

Задача 45. Решите неравенство

√
lg x +

√
20 − lg x 6 6. (39)

Решение. Неравенство (39) равносильно системе











lg x > 0,

20 − lg x > 0,

lg x + 2
√

lg x(20 − lg x) + 20− lg x 6 36

⇐⇒

⇐⇒
{

0 6 lg x 6 20,
√

lg x(20 − lg x) 6 8
⇐⇒

{

0 6 lg x 6 20,

lg x(20 − lg x) 6 64
⇐⇒

⇐⇒
{

0 6 lg x 6 20,

lg2 x − 20 lgx + 64 > 0
⇐⇒

{

0 6 lg x 6 20,

(lg x − 4)(lg x − 16) > 0
⇐⇒

⇐⇒











0 6 lg x 6 20,
[

lg x 6 4,

lg x > 16

⇐⇒
[

0 6 lg x 6 4,

16 6 lg x 6 20
⇐⇒

[

1 6 x 6 104,

1016 6 x 6 1020.

Ответ :
[

1; 104
]

∪
[

1016; 1020
]

.
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Задача 46. Решите неравенство

log2

(

3 +
√

x2 − 4x
)

> 1 + log
1
2

2

1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1
. (40)

Решение. Поскольку1

1 + log
1
2

2

1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1
=

= log
1
2

1

2
+ log

1
2

2

1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1
=

= log
1
2

1

1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1
= log2

(

1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1
)

,

то неравенство (40) равносильно неравенству

log2

(

3 +
√

x2 − 4x
)

> log2

(

1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1
)

⇐⇒

⇐⇒ 3 +
√

x2 − 4x > 1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1 ⇐⇒

⇐⇒
{

x2 − 4x > 0,
√

x + 1 < 2
⇐⇒











x(x − 4) > 0,

x + 1 > 0,

x + 1 < 4

⇐⇒

⇐⇒











[

x 6 0,

x > 4,

− 1 6 x < 3

⇐⇒ − 1 6 x 6 0. Ответ : [ − 1; 0].

1Иначе:

1 + log
1
2

2

1 +
√

x2 − 4x +
√

x + 1
=

= 1+log
1
2

2−log
1
2

(

1+
√

x2 − 4x+
√

x + 1
)

= log2

(

1+
√

x2 − 4x+
√

x + 1
)

.
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Задача 47. Решите неравенство

log
1
3

(

3 +
√

9x − x2
)

> − 3 + log3

27

2 +
√

9x − x2 +
√

5 − x2
.

Ответ : [0; 2).

Задача 48. Решите неравенство

(√
x2 − 4x + 3 + 1

)

log5

x

5
+

1

x

(√
8x − 2x2 − 6 + 1

)

6 0. (41)

Решение. Неравенство (41) имеет смысл при














x2 − 4x + 3 > 0,

− 2(x2 − 4x + 3) > 0,

x > 0

⇐⇒















x2 − 4x + 3 > 0,

x2 − 4x + 3 6 0,

x > 0

⇐⇒

⇐⇒
{

x2 − 4x + 3 = 0,

x > 0
⇐⇒

{

(x − 1)(x − 3) = 0,

x > 0
⇐⇒

[

x = 1,

x = 3.

Выражение в левой части неравенства (41) при x = 1 принимает
значение

log5

1

5
+ 1 = − 1 + 1 = 0,

а при x = 3 — значение

log5

3

5
+

1

3
=

1

3

(

3 log5

3

5
+ 1
)

=
1

3
log5

27

25
> 0.

Стало быть, решением неравенства (41) является одно число — 1.

Ответ : {1}.

Задача 49. Решите неравенство

√

log2(x − 1)

x2 − 3x − 4
> 0. (42)
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Решение. Неравенство (42) выполняется в двух случаях, когда
{

log2(x − 1) = 0,

x2 − 3x − 4 6= 0
⇐⇒

{

x − 1 = 1,

(x + 1)(x − 4) 6= 0
⇐⇒ x = 2,

и когда
{

log2(x − 1) > 0,

x2 − 3x − 4 > 0
⇔
{

x − 1 > 1,

(x + 1)(x − 4) > 0
⇔
{

x > 2,

x − 4 > 0
⇔ x > 4.

Ответ : {2} ∪ (4; + ∞).

Задача 50. Решите неравенство

log5(x
2 − 4x + 11)2 − log11(x

2 − 4x − 11)3√
2 − 5x − 3x2

> 0. (43)

Решение. Выражение
√

2 − 5x − 3x2 не принимает отрицательных
значений, а поскольку оно является знаменателем дроби, то должно быть
положительным:

2−5x−3x2 > 0 ⇐⇒ 3x2 +5x−2 < 0 ⇐⇒ (x+2)(3x−1) < 0 ⇐⇒

⇐⇒ − 2 < x <
1

3
.

Таким образом, неравенство (43) надо рассматривать на интервале
(

− 2;
1

3

)

, на котором оно равносильно неравенству

log5(x
2 − 4x + 11)2 − 3 log11(x

2 − 4x − 11) > 0. (44)

Квадратный трёхчлен

x2 − 4x + 11 = (x2 − 4x + 4) + 7 = (x − 2)2 + 7 > 0 ∀x ∈ R,

а квадратный трёхчлен

x2 − 4x − 11 > 0 ⇐⇒ (x − 2)2 − 15 > 0 ⇐⇒ |x − 2| >
√

15 ⇐⇒

⇐⇒
[

x < 2 −
√

15 ,

x > 2 +
√

15 .
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В соответствии с определением логарифмической функции устанав-
ливаем, что неравенство (43) равносильно неравенству (44) на интервале
(

− 2; 2 −
√

15
)

.

Квадратичная функция

y(x) = x2 − 4x − 11 ∀x ∈ R

на числовом луче ( −∞; 2] убывает.
Поэтому функция

f(x) = x2 − 4x − 11 ∀x ∈
(

− 2; 2−
√

15
)

убывает.
Её множество значений

E(f) =
(

f
(

2−
√

15
)

; f( − 2)
)

.

Поскольку f
(

2 −
√

15
)

= 0, а f( − 2) = 4 + 8 − 11 = 1, то

E(f) = (0; 1).

Тогда сложная логарифмическая функция

g(x) = log11(x
2 − 4x − 11) ∀x ∈

(

− 2; 2−
√

15
)

является отрицательной.
Квадратный трёхчлен

x2 − 4x + 11 = (x − 2)2 + 7 > 1 ∀x ∈ R

значит,

log11(x
2 − 4x − 11)2 > log5 1 > 0 ∀x ∈ R.

Итак, в левой части неравенства (44) расположено положительное
выражение, и, следовательно, неравенство (44) выполняется на интер-

вале
(

− 2; 2−
√

15
)

.

Интервал
(

−2; 2−
√

15
)

— множество решений неравенства (43).

Ответ :
(

− 2; 2−
√

15
)

.
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Задача 51. Решите неравенство

log2

√
x2 + 2x + 1 6 4

−1+log
4
12

. (45)

Решение. Учитывая, что

4
−1+log

4
12

= 4−1 · 4log
4
12

= 4−1 · 12 = 3,

а при любом действительном x квадратный корень
√

x2 + 2x + 1 =
√

(x + 1)2 = |x + 1|,

неравенство (45) приводим к равносильному неравенству

log2 |x + 1| > 3 ⇐⇒
{

|x + 1| 6= 0,

|x + 1| 6 8
⇐⇒

{

x + 1 6= 0,

− 8 6 x + 1 6 8
⇐⇒

⇐⇒
{

x 6= − 1,

− 9 6 x 6 7
⇐⇒

[

− 9 6 x < − 1,

− 1 < x 6 7.

Ответ : [ − 9; − 1) ∪ ( − 1; 7].

Задача 52. Решите неравенство

log|x|
(√

9 − x2 − x − 1
)

> 1. (46)

Решение. В соответствии с определением логарифма и монотон-
ностью логарифмической функции неравенство (46) равносильно сово-
купности двух систем:

{

0 < |x| < 1,

0 <
√

9 − x2 − x − 1 6 |x|
(47)

и
{ |x| > 1,
√

9 − x2 − x − 1 > |x|.
(48)

Система (47) равносильна совокупности двух систем.
Первая система не имеет решений:
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{ − 1 < x < 0,

0 <
√

9 − x2 − x − 1 6 − x
⇐⇒















− 1 < x < 0,
√

9 − x2 > x + 1,
√

9 − x2 6 1

⇐⇒

⇐⇒















− 1 < x < 0,

9 − x2 > (x + 1)2,

9 − x2 6 1

⇐⇒















− 1 < x < 0,

x2 + x − 4 < 0,

x2 > 8

⇐⇒

⇐⇒



























− 1 < x < 0,

(

x +
1 +

√
17

2

)(

x − − 1 +
√

17

2

)

< 0,

|x| > 2
√

2

⇐⇒

⇐⇒























− 1 < x < 0,

x +
1 +

√
17

2
> 0 ,

− x > 2
√

2

⇐⇒























− 1 < x < 0,

x > − 1 +
√

17

2
,

x 6 − 2
√

2.

Вторая система

{

0 < x < 1,

0 <
√

9 − x2 − x − 1 6 x
⇐⇒















0 < x < 1,
√

9 − x2 > x + 1,

√
9 − x2 6 2x + 1

⇐⇒

⇐⇒















0 < x < 1,

9 − x2 > (x + 1)2,

9 − x2 6 (2x + 1)2

⇐⇒















0 < x < 1,

x2 + x − 4 < 0,

5x2 + 4x − 8 > 0

⇐⇒
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⇐⇒



































0 < x < 1,

(

x +
1 +

√
17

2

)(

x − − 1 +
√

17

2

)

< 0,

(

x +
2(1 +

√
11)

5

)(

x − 2(
√

11 − 1)

5

)

> 0

⇐⇒

⇐⇒



























0 < x < 1,

x − − 1 +
√

17

2
< 0,

x − 2(
√

11− 1)

5
> 0

⇐⇒

⇐⇒































0 < x < 1,

x <
− 1 +

√
17

2
,

x >
2(
√

11− 1)

5

⇐⇒ 2(
√

11 − 1)

5
6 x < 1,

так как
− 1 +

√
17

2
> 1, а

2(
√

11 − 1)

5
< 1.

Система (48) равносильна совокупности двух систем.
Первая система
{

x < − 1,
√

9 − x2 − x − 1 > − x
⇐⇒

{

x < − 1,
√

9 − x2 > 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x < − 1,

9 − x2 > 1
⇐⇒

{

x < − 1,

x2 6 8
⇐⇒

{

x < − 1,

|x| 6 2
√

2
⇐⇒

⇐⇒
{

x < − 1,

− x 6 2
√

2
⇐⇒ − 2

√
2 6 x < − 1.
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Вторая система не имеет решений:

{

x > 1,
√

9 − x2 − x − 1 > x
⇐⇒

{

x > 1,
√

9 − x2 > 2x + 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

9 − x2 > (2x + 1)2
⇐⇒

{

x > 1,

5x2 + 4x − 8 6 0
⇐⇒

⇐⇒











x > 1,

(

x +
2
(

1 +
√

11
)

5

)(

x − 2
(√

11− 1
)

5

)

6 0
⇐⇒

⇐⇒











x > 1,

x − 2
(√

11− 1
)

5
6 0

⇐⇒











x > 1,

x 6
2
(√

11− 1
)

5
,

так как

2(
√

11− 1)

5
< 1.

Итак, множеством решений неравенства (46) будет объединение по-

луинтервалов [ − 2
√

2; − 1) и
[

2(
√

11 − 1)

5
; 1

)

.

Ответ : [ − 2
√

2; − 1) ∪
[

2(
√

11− 1)

5
; 1

)

.

Задача 53. Решите неравенство

∣

∣

∣

∣

log√
x2−x−2

3 − 3
√

x2−x−1
∣

∣

∣

∣

+ 2 log
x
2−x−2

3 > 3
√

x2−x−1
. (49)

Решение. Неравенство имеет смысл, когда
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













x2 − x − 2 > 0,

x2 − x − 2 6= 1,

x2 − x − 1 > 0

⇐⇒















x2 − x − 2 > 0,

x2 − x − 3 6= 0,

(x2 − x − 2) + 1 > 0

⇐⇒

⇐⇒











(x + 1)(x − 2) > 0,

(

x − 1 −
√

13

2

)(

x − 1 +
√

13

2

)

6= 0,

то есть на множестве A, равном объединению

(

−∞;
1 −

√
13

2

)

∪
(

1 −
√

13

2
;−1

)

∪
(

2;
1 +

√
13

2

)

∪
(

1 +
√

13

2
; +∞

)

.

Пусть

f(x) = 3
√

x2−x−1 − 2 log
x2−x−2

3.

Тогда с учётом того, что

log√
x2−x−2

3 = 2 log
x2−x−2

3,

неравенство (49) будет иметь вид

|f(x)| > f(x) (50)

и выполняется при любом x из области определения функции f.
Действительно, если f(x) < 0, то неравенство (50) имеет место,

так как |f(x)| > 0 ∀x ∈ D(f).

Если же f(x) > 0, то модуль |f(x)| = f(x), и неравенство (50)
примет вид f(x) > f(x), что верно при любом x из области определе-
ния функции f.

Значит, и при f(x) > 0 неравенство (50) выполняется.
Таким образом, неравенство (49) выполняется при всех тех x, при

которых оно имеет смысл. Поэтому A — множество его решений.
Ответ :

(

−∞;
1 −

√
13

2

)

∪
(

1 −
√

13

2
;−1

)

∪
(

2;
1 +

√
13

2

)

∪
(

1 +
√

13

2
; +∞

)

.
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Задача 54. Решите неравенство

| lg x| − 3√
2 − x

< 0. (51)

Решение. Неравенство (51) равносильно системе
{

2 − x > 0,

| lg x| − 3 < 0
⇐⇒

{

x < 2,

| lg x| < 3
⇐⇒

{

x < 2,

− 3 < lg x < 3
⇐⇒

⇐⇒
{

x < 2,

10−3 < x < 103
⇐⇒ 10−3 < x < 2. Ответ :

(

10−3; 2
)

.

Задача 55. Решите неравенство

|2 − x| <

√

lg2 x

lg x
. (52)

Решение. Из неравенства (52) следует, что

lg x > 0 ⇐⇒ x > 1.

В этом случае
√

lg2 x

lg x
=

lg x

lg x
= 1.

Стало быть, неравенство (52) равносильно системе
{

x > 1,

|2 − x| < 1
⇐⇒

{

x > 1,

|x − 2| < 1
⇐⇒

{

x > 1,

− 1 < x − 2 < 1
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 1,

1 < x < 3
⇐⇒ 1 < x < 3. Ответ : (1; 3).

Задача 56. Решите неравенство

log2
3 |x| + 4√

x + 4 − x + 2
> 0. (53)

Решение. Числитель

log2
3 |x| + 4 > 0 ∀x ∈ ( −∞; 0) ∪ (0; + ∞).
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Поэтому неравенство (53) равносильно системе
{

x 6= 0,
√

x + 4 − x + 2 > 0
⇐⇒

{

x 6= 0,
√

x + 4 > x − 2.

Иррациональное неравенство

√
x + 4 > x − 2 (54)

равносильно совокупности двух систем:
{

x − 2 < 0,

x + 4 > 0
⇐⇒

{

x < 2,

x > − 4
⇐⇒ − 4 6 x < 2;

{

x − 2 > 0,

x + 4 > (x − 2)2
⇐⇒

{

x > 2,

x(x − 5) < 0
⇐⇒

{

x > 2,

x − 5 < 0
⇐⇒

⇐⇒ 2 6 x < 5.

Объединение

[ − 4; 2) ∪ [2; 5) = [ − 4; 5)

является множеством решений неравенства (54).

Тогда множество [− 4; 0)∪ (0; 5) будет множеством решений нера-

венства (53). Ответ : [ − 4; 0) ∪ (0; 5).

Задача 57. Решите неравенство

√

x2 − |x|
x

+ log3 7

lg2 x − 4 log2 x · lg 2 + 3
< 0. (55)

Решение. Выражение log2 x определено, когда x > 0.
При этом

|x|
x

= 1, а lg 2 · log2 x = lg x.

Получаем равносильное неравенство
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√
x2 − 1 + log3 7

lg2 x − 4 lg x + 3
< 0.

Числитель дроби определён, когда x2 − 1 > 0, и является положи-
тельным.

Поэтому неравенство (55) равносильно системе
{

x2 − 1 > 0,

lg2 x − 4 lg x + 3 < 0
⇐⇒

{

x2 > 1,

(lg x − 1)(lg x − 3) < 0
⇐⇒

⇐⇒
{

|x| > 1,

1 < lg x < 3
⇐⇒

{

x > 1,

10 < x < 103
⇐⇒ 10 < x < 103.

Ответ : (10; 103).

Задача 58. Решите неpавенство

√

1 − log5(x + 2) < log5(5x + 10). (56)

Решение. Так как

log5(5x + 10) = log5(5(x + 2)) = 1 + log5(x + 2) ∀x ∈ ( − 2; + ∞),

то неpавенство (56) равносильно неравенству

√

1 − log5(x + 2) < 1 + log5(x + 2).

Пусть z = log5(x + 2). Тогда

√
1 − z < 1 + z ⇐⇒











1 − z > 0,

1 + z > 0,

1 − z < 1 + 2z + z2

⇐⇒

⇐⇒











z 6 1,

z > − 1,

z(z + 3) > 0

⇐⇒
{ − 1 < z 6 1,

z > 0
⇐⇒ 0 < z 6 1.

Стало быть, неравенство (56) равносильно двойному неравенству

231



§3. Трансцендентные уравнения и неравенства с радикалами

0 < log5(x + 2) 6 1 ⇐⇒ 1 < x + 2 6 5 ⇐⇒ − 1 < x 6 3.

Ответ : ( − 1; 3].

Задача 59. Решите неравенство

log
1
2

x +
√

1 − 4 log2

1
2

x 6 1. (57)

Решение. Заменим log
1
2

x на y и решим неравенство

y +
√

1 − 4y2 6 1 ⇐⇒
√

1 − 4y2 6 1 − y ⇐⇒

⇐⇒











1 − 4y2 > 0,

1 − y > 0,

1 − 4y2 6 (1 − y)2
⇐⇒















y2 6
1

4
,

y 6 1,

y(5y − 2) > 0

⇐⇒

⇐⇒























− 1

2
6 y 6

1

2
,





y 6 0,

y >
2

5

⇐⇒







− 1

2
6 y 6 0,

2

5
6 y 6

1

2
.

Неравенство (57) равносильно совокупности неравенств













− 1

2
6 log

1
2

x 6 0,

2

5
6 log

1
2

x 6
1

2

⇐⇒















1 6 x 6

(1

2

)

− 1
2

,

(1

2

)

1
2

6 x 6

(1

2

)

2
5

⇐⇒







1 6 x 6
√

2,

√
2

2
6 x 6

5√
44

4
.

Ответ :

[√
2

2
;

5√
44

4

]

∪
[

1;
√

2
]

.

Задача 60. Решите неравенство
√

7 − log2 x2 + log2 x4 > 4. (58)
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Решение. Неравенство (58) равносильно неравенству
√

7 − log2 x2 + 2 log2 x2 > 4. (59)

Пусть log2 x2 = t. Тогда из неравенства (59) получаем:

√
7 − t > 4 − 2t ⇐⇒











{

4 − 2t < 0,

7 − t > 0,
{

4 − 2t > 0,

7 − t > (4 − 2t)2

⇐⇒

⇐⇒







2 < t 6 7,
{

t 6 2,

4t2 − 15t + 9 < 0

⇐⇒







2 < t 6 7,
{

t 6 2,

(4t − 3)(t − 3) < 0,

⇐⇒

⇐⇒











2 < t 6 7,






t 6 2,

3

4
< t < 3

⇐⇒





2 < t 6 7,

3

4
< t 6 2

⇐⇒ 3

4
< t 6 7.

Следовательно, неравенство (58) равносильно неравенству

3

4
< log2 x2 6 7 ⇐⇒ 3

4
< 2 log2 |x| 6 7 ⇐⇒ 3

8
< log2 |x| 6

7

2
⇐⇒

⇐⇒















x 6= 0,

|x| > 8
√

8 ,

|x| 6 8
√

2

⇐⇒



























x 6= 0,
[

x < − 8
√

8 ,

x > 8
√

8 ,

− 8
√

2 6 x 6 8
√

2

⇐⇒

⇐⇒
[

− 8
√

2 6 x < − 8
√

8 ,

8
√

8 < x 6 8
√

2 .
Ответ :

[

−8
√

2 ; − 8
√

8
)

∪
( 8
√

8 ; 8
√

2
]

.
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Задача 61. Решите неравенство

√

1 − 9 log2

1
8

x > 1 − 4 log
1
8

x. (60)

Решение. Обозначим log
1
8

x переменной y и решим неравенство

√

1 − 9y2 > 1 − 4y ⇔













{

1 − 4y < 0,

1 − 9y2 > 0,
{

1 − 4y > 0,

1 − 9y2 > (1 − 4y)2

⇔





































y >
1

4
,

y2 6
1

9
,







y 6
1

4
,

y(25y − 8) < 0

⇔

⇐⇒









































y >
1

4
,

− 1

3
6 y 6

1

3
,















y 6
1

4
,

0 < y <
8

25

⇐⇒









1

4
< y 6

1

3
,

0 < y 6
1

4

⇐⇒ 0 < y 6
1

3
.

Неравенство (60) равносильно двойному неравенству

0 < log
1
8

x 6
1

3
⇐⇒

(1

8

)

1
3

6 x < 1 ⇐⇒ 1

2
6 x < 1.

Ответ :
[1

2
; 1
)

.

Задача 62. Hайдите область опpеделения функции

y(x) =

√

−
log0,3(x − 1)√
− x2 + 2x + 8

. (61)
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Решение. Областью определения функции y является множество
pешений неpавенства

−
log0,3(x − 1)√
−x2 + 2x + 8

> 0 ⇐⇒
log0,3(x − 1)√
−x2 + 2x + 8

6 0 ⇐⇒

⇐⇒
{

log0,3(x − 1) 6 0,

− x2 + 2x + 8 > 0
⇐⇒

{

x − 1 > 1,

(x + 2)(x − 4) < 0
⇐⇒

⇐⇒
{

x > 2,

− 2 < x < 4
⇐⇒ 2 6 x < 4.

Следовательно, D(y) = [2; 4). Ответ : [2; 4).

Задача 63. Найдите область определения функции

y(x) =
√√

3x − 2 − x + 4 − 3 lg
3 − x

x − 5
.

В ответе укажите наибольшее целое значение x из этой
области.

а) 4; б) 5; в) 9; г) 3; д) 2.

Решение. Функция y определена при







√
3x − 2 > x − 4,

3 − x

x − 5
> 0.

Первое неравенство равносильно совокупности систем











{

x − 4 < 0,

3x − 2 > 0,
{

x − 4 > 0,

3x − 2 > x2 − 8x + 16

⇐⇒





















x < 4,

x >
2

3
,

{

x > 4,

x2 − 11x + 18 6 0

⇐⇒
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⇐⇒











2

3
6 x < 4,

{

x > 4,

(x − 2)(x − 9) 6 0

⇐⇒





2

3
6 x < 4,

4 6 x 6 9

⇐⇒ 2

3
6 x 6 9.

Второе неравенство равносильно неравенству

x − 3

x − 5
< 0 ⇐⇒ (x − 3)(x − 5) < 0 ⇐⇒ 3 < x < 5.

Следовательно, областью определения функции y является мно-
жество

[2

3
; 9
]

∩ (3; 5) = (3; 5).

Число 4 — наибольшее целое число из интервала (3; 5).

Ответ : a).

Задача 64. Найдите множество допустимых значений и все
целые значения x, удовлетворяющие неравенству

log
2 tg

π
5 −x+13

√
16− x√

x + 11 + 1
6 0. (62)

Решение. Множество допустимых значений неравенства (62) состо-
ит из всех тех x, при которых

16− x > 0 ⇐⇒ x < 16,

x + 11 > 0 ⇐⇒ x > − 11,

2 tg
π

5
− x + 13 > 0 ⇐⇒ x < 2 tg

π

5
+ 13,

2 tg
π

5
− x + 13 6= 1 ⇐⇒ x 6= 2 tg

π

5
+ 12.

Поскольку

tg
π

5
< tg

π

4
= 1 <

3

2
,

то
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2 tg
π

5
< 3 ⇐⇒ 2 tg

π

5
+ 13 < 16.

Следовательно, множеством допустимых значений неравенства (62)
будет множество

[

− 11; 12 + 2 tg
π

5

)

∪
(

12 + 2 tg
π

5
; 13 + 2 tg

π

5

)

.

Преобразуем неравенство (62), используя свойство логарифма
частного, к равносильному неравенству

log
2 tg

π
5 −x+13

√
16 − x 6 log

2 tg
π
5 −x+13

(√
x + 11 + 1

)

. (63)

Так как

− 11 6 x < 12 + 2 tg
π

5
⇐⇒ − 12 − 2 tg

π

5
< − x 6 11 ⇐⇒

⇐⇒ 1 < 2 tg
π

5
− x + 13 6 2 tg

π

5
+ 24,

12 + 2 tg
π

5
< x < 13 + 2 tg

π

5
⇐⇒

⇐⇒ − 13 − 2 tg
π

5
< − x < − 12− 2 tg

π

5
⇐⇒

⇐⇒ 0 < 2 tg
π

5
− x + 13 < 1,

то на полуинтервале
[

− 11; 12+ 2 tg
π

5

)

основание логарифмов в нера-

венстве (63) больше 1, а на интервале
(

12 + 2 tg
π

5
; 13 + 2 tg

π

5

)

осно-

вание логарифмов в неравенстве (63) больше 0, но меньше 1.

Стало быть, неравенство (63) равносильно совокупности, состоя-
щей из двух систем







− 11 6 x < 12 + 2 tg
π

5
,

√
16− x 6

√
x + 11 + 1

(64)

и
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





12 + 2 tg
π

5
< x < 13 + 2 tg

π

5
,

√
16− x >

√
x + 11 + 1.

(65)

Способ 1. Для решения систем (64) и (65) введём в рассмотрение
функции

f(x) =
√

16− x ∀x ∈ ( −∞; 16]

и

g(x) =
√

x + 11 + 1 ∀x ∈ [ − 11; + ∞),

графики которых схематически изображены на рисунке 2.
При этом учтено, что

f(0) = 4 < g(0) =
√

11 + 1,

функция f убывает; функция g возрастает. А значит, графики функций
f и g пересекаются только в одной точке, абсцисса x = x0 которой
является отрицательной.

x16O-1-2-11

x
0

1

4

y

Γg
Γf

Рис. 2

На полуинтервале [ − 11; x0)
график функции f лежит выше
графика функции g :

f(x) > g(x) ∀x ∈ [ − 11; x0], (66)

а на полуинтервале (x0; 16] график
функции f лежит ниже графика
функции g :

f(x) 6 g(x) ∀x ∈ [x0; 16]. (67)

Учитывая неравенство (66),
заключаем, что система (65)
решений не имеет.

Найдём целые решения системы (64) с учётом неравенства (67).
Так как

tg
π

6
< tg

π

5
< tg

π

4
⇐⇒ 1√

3
< tg

π

5
< 1 ⇐⇒

⇐⇒ 2√
3

< 2 tg
π

5
< 2 ⇐⇒ 12 +

2√
3

< 12 + 2 tg
π

5
< 14,

то
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13 < 12 + 2 tg
π

5
< 14.

Следовательно, целые решения системы (64) принадлежат отрезку

[x0; 13].

При x = − 1 значения функций f и g связаны неравенством

f( − 1) =
√

17 < g( − 1) =
√

10 + 1,

ибо

9 < 10 ⇐⇒ 3 <
√

10 ⇐⇒ 6 < 2
√

10 ⇐⇒

⇐⇒ 17 < 10+2
√

10+1 ⇐⇒ 17 <
(√

10+1
)2 ⇐⇒

√
17 <

√
10+1.

При x = − 2 значения функций f и g связаны неравенством

f( − 2) =
√

18 > g( − 2) = 4.

Поэтому − 2 < x0 < − 1, а целыми решениями системы (64) будут
целые числа из отрезка [ − 1; 13].

Таким образом, целыми решениями неравенства (62) будут числа

− 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13.

Способ 2. Решим систему (64).

Неравенство
√

16 − x 6
√

x + 11 + 1 (68)

имеет смысл, когда
{

16− x > 0,

x + 11 > 0
⇐⇒

{

x 6 16,

x > − 11
⇐⇒ − 11 6 x 6 16.

В левой и правой частях неравенства (68) расположены неотрица-
тельные выражения.

Поэтому неравенство (68) равносильно системе

{ − 11 6 x 6 16,

16− x 6 x + 11 + 2
√

x + 11 + 1
⇐⇒

{ − 11 6 x 6 16,
√

x + 11 > 2 − x.

Иррациональное неравенство
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√
x + 11 > 2 − x (69)

равносильно совокупности двух систем.
Первая система

{

x + 11 > 0,

2 − x < 0
⇐⇒

{

x > − 11,

x > 2
⇐⇒ x > 2.

Вторая система
{

2 − x > 0,

x + 11 > (2 − x)2
⇐⇒

{

x 6 2,

x2 − 5x − 7 6 0
⇐⇒

⇐⇒











x 6 2,

(

x − 5 −
√

53

2

)(

x − 5 +
√

53

2

)

6 0
⇐⇒

⇐⇒











x 6 2,

5 −
√

53

2
6 x 6

5 +
√

53

2

⇐⇒ 5 −
√

53

2
6 x 6 2.

Объединяя множества решений этих систем, получим множество
решений неравенства (69):

[

5 −
√

53

2
; 2

]

∪ (2; + ∞) =

[

5 −
√

53

2
; + ∞

)

.

Множество решений неравенства (68) состоит из решений неравен-
ства (69), которые принадлежат отрезку [ − 11; 16].

Учитывая, что

− 11 <
5 −

√
53

2
< 16,

находим множество решений неравенства (68):

[ − 11; 16] ∩
[

5−
√

53

2
; + ∞

)

=

[

5 −
√

53

2
; 16

]

.
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Если теперь учесть, что 0 < 12 + 2 tg
π

5
< 16, то множеством ре-

шений системы (64) будет

[

− 11; 12 + 2 tg
π

5

)

∩
[

5 −
√

53

2
; 16

]

=

[

5 −
√

53

2
; 12 + 2 tg

π

5

)

.

Найдём целые числа, которые принадлежат полуинтервалу

[

5−
√

53

2
; 12 + 2 tg

π

5

)

.

Так как

49 < 53 < 81 ⇐⇒ 7 <
√

53 < 9 ⇐⇒ − 9 < −
√

53 < − 7 ⇐⇒

⇐⇒ − 4 < 5 −
√

53 < − 2 ⇐⇒ − 2 <
5 −

√
53

2
< − 1,

а

tg
π

6
<tg

π

5
<tg

π

4
⇐⇒ 1√

3
<tg

π

5
<1 ⇐⇒ 2√

3
<2 tg

π

5
<2 ⇐⇒

⇐⇒ 12 +
2√
3

< 12 + 2 tg
π

5
< 14 =⇒ 13 < 12 + 2 tg

π

5
< 14,

то целыми числами, принадлежащими полуинтервалу

[

5−
√

53

2
; 12 + 2 tg

π

5

)

,

будут

− 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13.

Решим систему (65).
Как и неравенство (68), неравенство

√
16 − x >

√
x + 11 + 1 (70)

имеет смысл на отрезке [ − 11; 16].
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Множеством решений неравенства (68) является отрезок

[

5 −
√

53

2
; 16

]

.

Уравнение
√

16 − x =
√

x + 11 + 1

имеет один корень x =
5 −

√
53

2
.

Следовательно, множеством решений строгого неравенства
√

16 − x <
√

x + 11 + 1 (71)

будет полуинтервал
(

5 −
√

53

2
; 16

]

.

Тогда решениями неравенства (70) будут те x, которые принадле-
жат отрезку [ − 11; 16], но не являются решениями неравенства (71).

Стало быть, множеством решений1 неравенства (70) будет отрезок

1Решим неравенство (70), учитывая, что оно имеет смысл на [ − 11; 16].
В левой и правой частях неравенства (70) расположены неотрицательные вы-

ражения.
Поэтому неравенство (70) равносильно системе
{ − 11 6 x 6 16,

16 − x > x + 11 + 2
√

x + 11 + 1
⇐⇒

{ − 11 6 x 6 16,
√

x + 11 6 2 − x
⇐⇒

⇐⇒











− 11 6 x 6 16,

2 − x > 0,

x + 11 6 (2 − x)2

⇐⇒
{ − 11 6 x 6 2,

x2 − 5x − 7 > 0.

Квадратичное неравенство

x2 − 5x − 7 > 0 ⇐⇒
(

x − 5 −
√

53

2

)(

x − 5 +
√

53

2

)

> 0

и имеет множество решений
(

−∞;
5 −

√
53

2

]

∪
[

5 +
√

53

2
; + ∞

)

.
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[

− 11;
5 −

√
53

2

]

.

Заметим, что решения неравенства (70) суть отрицательные числа,

а интервал
(

12+2 tg
π

5
; 13+2 tg

π

5

)

состоит из чисел положительных.

Следовательно, система (65) не имеет решений.
Таким образом, множество целых решений неравенства (62) состоит

из целых решений системы (64).

Ответ :
[

− 11; 12 + 2 tg
π

5

)

∪
(

12 + 2 tg
π

5
; 13 + 2 tg

π

5

)

;

− 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13.

Задача 65. Найдите множество допустимых значений и все
целые значения x, удовлетворяющие неравенству:

a) log
2 ctg

2π
7 −x+7

√
x + 6 − 1√

9 − x
> 0; б) log

2 cos
2π
7 −x+8

√
x + 5 − 1√
10 − x

> 0;

в) log
4 sin

π
5 −x+10

√
15 − x

1 +
√

x + 12
6 0.

Ответ : a)
(

−5; 6+2 ctg
2π

7

)

∪
(

6+2 ctg
2π

7
; 7+2 ctg

2π

7

)

, 5, 6, 7;

б)
(

−4; 7+2 cos
2π

7

)

∪
(

7+2 cos
2π

7
; 8+2 cos

2π

7

)

, 6, 7, 8;

в)
[

− 12; 9 + 4 sin
π

5

)

∪
(

9 + 4 sin
π

5
; 10 + 4 sin

π

5

)

,

− 2, − 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11.

Отрезку [ − 11; 2] принадлежат лишь те решения этого квадратичного нера-

венства, которые принадлежат отрезку
[

− 11;
5 −

√
53

2

]

.

Значит,
[

− 11;
5 −

√
53

2

]

— множество решений неравенства (70).
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