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Введение 
Изменения в ЕГЭ 2014/15 по математи-

ке в большей мере относятся к изменению 
типа задачи С4 (в новой версии задание 
18). Если в вариантах 2010-2013 задача С4 
была многовариантной, т.е. содержала в 
условии некоторую неопределенность, 
позволявшую трактовать условие неодно-
значно, что приводило к возможности по-
строения нескольких чертежей, удовле-
творяющих условию задачи. Перебор воз-
никающих вариантов являлся частью ре-
шения задач такого типа.  

В подготовительный период и на са-
мом экзамене ЕГЭ 2014 предлагались за-
дачи на доказательство и вычисление, 
решение которых состояло из двух час-
тей. В первой части решения было необ-
ходимо проанализировать имеющуюся в 
условии задачи геометрическую конфи-
гурацию и доказать, что она обладает оп-
ределенным свойством. Во второй части 
решения, опираясь на доказанное свойст-
во или возможно и без него, было необ-
ходимо решить задачу на нахождение ве-
личин (линейных, угловых, отношений 
отрезков, площадей фигур). Соответст-
вующая структура задания сохраняется и 
в задании 18 ЕГЭ 2015. 

Отметим некоторые особенности, от-
носящиеся к первому и второму пункту 
задачи 18 (С4) образца 2014 и 2015 гг. 

Особенности первого пункта задачи 
Первый пункт задачи предполагает 

доказательство свойства описанной в ус-
ловии геометрической конфигурации. 

Комментарий 1. В случае если задан-
ная конфигурация не является однознач-
ной, должны быть рассмотрены все ее 
реализации и должно быть доказано, что 
в каждой из них выполняется указанное 
свойство. Рассмотрим, например, сле-
дующую задачу. 
   Пример (Агентство «Лидер», вариант 
№271, 2013/14). Две окружности 1  и 2  
пересекаются в точках A  и B . Через 
точку M  (не совпадающей с точками A  
и B ) окружности 1  проведены прямые 
MA  и MB , пересекающие окружность 

2  в точках K  и L  соответственно. 

а) Докажите, что прямая KL , парал-
лельна касательной, проведенной к ок-
ружности 1  в точке M .  

б) Радиус окружности 1 , проведен-
ный в точку M , продолжили до пересе-
чения с прямой KL  в точке C . Извест-
но, что радиус окружности 1  равен 6, 

18ML , 15MC . Найдите MB . 

Комментарий. В данной задаче мож-
но построить два рисунка, удовлетво-
ряющих условию (см. рис. 1а, б). Доказа-
тельство пункта а) следует провести в 
обоих случаях. 

В рассматриваемой задаче ответ пунк-
та б) получается одинаковым для обеих 
конфигураций 10MB . 

Комментарий 2. Следует обратить 
внимание на то, что в условии, описы-
вающей геометрическую конфигурацию, 
возможны две ситуации. 

1. Условие задачи, приведенное до 
первого пункта, не содержит числовых 
данных. В этом случае свойство, которое 
нужно доказать в первом пункте, являет-
ся общим и выполняется для всех конфи-
гураций описанных в условии. 

2. Условие задачи, приведенное до 
первого пункта, содержит числовые дан-
ные. В этом случае доказываемое свойст-
во обычно является частным и выполня-
ется только для приведенного в условии 
набора числовых данных и доказательст-
во основывается на вычислениях, то есть 
сводится к проверке указанного свойства 
(см. пример 1). 

Комментарий 3. При подготовке к 
сдаче ЕГЭ и обучении решению задач С4 
следует отметить, что для выполнения 
первого пункта задачи нужно помнить 
основные определения, теоремы и след-
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ствия из них, а также признаки и свойст-
ва геометрических фигур. В основном 
первая часть решения сводится к доказа-
тельству одного из следующих свойств 
приведенной в условии геометрической 
конфигурации: 

а) подобия указанных треугольников; 
б) параллельность или перпендику-

лярность указанных прямых; 
в) равенство указанных углов, отрезков, 

площадей или их заданное отношение; 
г) принадлежность указанной фигуры 

к определенному типу: 
 треугольник является прямоуголь-

ным, равнобедренным и т.д.; 
 четырехугольник является описан-

ным или вписанным; 
 четырехугольник обладает призна-

ками параллелограмма, ромба, тра-
пеции и т.д.; 

 точка равноудалена от вершин или 
сторон многоугольника, то есть яв-
ляется центром вписанной или опи-
санной окружностей; 

 прямая содержит указанные точку 
или отрезок. 

Комментарий 4. Обучение доказа-
тельству в геометрии начинается с пер-
вых уроков изучения предмета, поэтому 
основные приемы доказательств геомет-
рических фактов должны быть показаны 
еще в основной школе при доказательст-
ве теорем и выводах формул. В старшей 
школе при подготовке к сдаче ЕГЭ ак-
цент должен быть направлен на примене-
ние этих приемов к более сложным кон-
фигурациям геометрических фигур.  

Желательно на уроках повторения да-
вать учащимся задачи блоками, напомнив 
основные теоретические факты, которые 
могут оказаться полезными для решения 
предложенных задач. Причем их набор 
должен быть шире, чем требуется для 
решения каждой отдельной задачи из 
предложенного блока. 

Необходимо обращать внимание уча-
щихся на поиски пути решения задачи. 
Обоснование выбора пути можно осуще-
ствлять в виде предварительного рассуж-
дения, либо после проведения доказа-
тельства. Вопросы для учащихся могут 
быть примерно такого содержания:  

Какое определение (теорему, следст-
вие) мы вспомнили?  

Почему рассмотрены такие-то фигуры?  
Чего мы достигли, проведя такое-то 

дополнительное построение? И т.п.  

Особенности второго пункта задачи 
Комментарий 1. Для выполнения 

второго пункта задачи на нахождение 
требуемых величин в заданной геометри-
ческой фигурации нужно помнить основ-
ные формулы для вычисления соответст-
вующих элементов: 

а) для линейных – это теоремы: Пифа-
гора, косинусов, синусов, о секущих и 
касательных, о хордах; формулы: длины 
медианы, биссектрисы и т.д.; 

б) для угловых – это теоремы: косину-
сов, синусов, об измерении углов, свя-
занных с окружностью (центральных, 
вписанных, не вписанных, между хордой 
и касательной) и т.д.; 

в) для площадей – это теоремы: об от-
ношении площадей подобных фигур; об 
отношении площадей фигур, имеющих 
равные элементы; формулы вычисления 
площадей треугольника и многоугольни-
ков, круга и его частей и т.д.  

г) отношений отрезков или площадей 
фигур – это теоремы: Фалеса, о пропор-
циональных отрезках, о метрических со-
отношениях в треугольнике и круге, об 
отношении соответствующих элементов 
подобных фигур и т.д. 

Комментарий 2. Может оказаться, что 
имеется несколько способов для решения 
второго пункта задачи. В частности, может 
быть использован способ вычисления, не 
опирающийся на свойство, сформулиро-
ванное в первом пункте. В этом случае без 
выполнения первого пункта работа будет 
оценена только за вычислительную часть 
задачи в два балла из трех возможных. 

Можно предложить учащимся некото-
рый алгоритм общего характера для ре-
шения геометрических задач.  

1. Понять условие задачи. 
1.1. Повторить определение основных 

геометрических понятий, которые упо-
мянуты в условии задачи. 

1.2. Выполнить примерный чертеж, 
соответствующий условию задачи. 
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1.3. Отметить данные и искомые вели-
чины на чертеже.  

2. План решения. 
2.1. Вспомнить теоремы о соотноше-

ниях между данными и искомыми вели-
чинами. 

2.2. Рассмотреть вспомогательные фи-
гуры (треугольники, четырехугольники, 
окружности), в которых связаны данные 
и искомые величины. 

2.3. Провести дополнительное по-
строение для получения новых геометри-
ческих фигур. 

2.4. Вспомнить методы решения по-
добных задач. 

В пособии будет рассмотрена сле-
дующая классификация планиметриче-
ских задач на доказательство и вычисле-
ния: треугольники и окружности, связан-
ные с ними; окружности и различные 
геометрические конфигурации, связан-
ные с ними; многоугольники и связанные 
с ними окружности. 

Настоящая лекция посвящена рас-
смотрению геометрических конфигура-
ций, связанных с треугольником (линей-
ные и угловые величины треугольников; 
подобие треугольников; площадь тре-
угольника; окружности, связанные с тре-
угольником).  

§ 1. Треугольники 
Приведем основные теоретические 

сведения, необходимые для решения за-

дач, связанных с треугольником. При 
формулировании теоретических сведений 
для треугольника будем использовать 
стандартные обозначения (см. рис. 2). 

Соотношения между сторонами 
и углами треугольника 

Теорема. Во всяком треугольнике: 
1) против равных сторон лежат равные 

углы (и наоборот): ВAba ; 

2) против большей стороны лежит 
больший угол (и наоборот):  

ВAba . 
Теорема косинусов: 

;cos2222 Abccba
;cos2222 Baccab
.cos2222 Cabbaс  

Следствие 1. Пусть c – наибольшая 
сторона. Тогда: 

а) если 222 bac , то треугольник 
остроугольный; 

б) если 222 bac , то треугольник 
прямоугольный; 

в) если 222 bac , то треугольник 
тупоугольный.  

Следствие 2. Формулы для вычисле-
ния углов треугольника с известными 
сторонами: 

;
2

cos
222

bc
acbA  ;

2
cos

222

ac
bcaB  

ab
cbaC

2
cos

222

. 

Теорема Пифагора. В прямоугольном 
треугольнике АВС )90( С  квадрат 
гипотенузы равен сумме квадратов кате-
тов, то есть .222 baс  

Теорема, обратная теореме Пифаго-
ра. Если квадрат одной стороны тре-
угольника равен сумме квадратов двух 
других сторон, то этот треугольник пря-
моугольный.  

Теорема синусов:  

2
sin sin sin

a b c R
A B C

, 

где R  – радиус описанной около тре-
угольника окружности. 

Следствие 1. Отношение двух сторон 
треугольника равно отношению синусов 
противолежащих им углов: 

;
sin
sin

B
A

b
a  ;

sin
sin

C
A

c
a  sin .

sin
b B
c C

 

Следствие 2. В прямоугольном тре-
угольнике катет, противолежащий углу в 
30 , равен половине гипотенузы (и об-
ратно). 
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Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство. 
1. Докажите, что сумма квадратов диа-

гоналей параллелограмма равна сумме 
квадратов его сторон. 

2. Докажите, что если в треугольнике 
отношение тангенсов двух углов равно 
отношению квадратов синусов этих уг-
лов, то треугольник либо равнобедрен-
ный, либо прямоугольный. 

3. Докажите, что если в треугольнике 

выполняется соотношение 
cos cos

a b
A B

, 

то треугольник равнобедренный. 
Задачи на вычисление. 
4. В треугольнике АВС известно: 

3 2AC , 5BC  и 45A . Найдите 
АВ. 

5. В треугольнике даны стороны 
3a , 2 3b . Угол A , противолежа-

щий стороне a , равен 30 . Найдите тре-
тью сторону. 

6. В треугольнике ABC  найдите от-
ношение :BC AC , если известно, что 

120A  и : 2AB AC . 
7. В треугольнике ABC  найдите угол 

B , если известно, что 135C  и 
: ( 3 1) : 2BC AC . 

8. В равнобедренном треугольнике 
ABC  угол B  равен 110 . Внутри тре-
угольника взята точка M  так, что 

30MAC , 25MCA . Найдите 
угол BMC .  

9. В равнобедренном треугольнике 
АВС ( AB BC ) на стороне BC  выбрана 
точка D  так, что : 1: 4BD DC . В каком 
отношении прямая AD  делит высоту 
BM  треугольника ABC ? 

10. На сторонах АС и BC  треугольни-
ка ABC  взяты точки K и N так, что  

: 2 :3CK KA , : 4 :3CN NB . В каком 
отношении точка пересечения отрезков 
AN и BK делит отрезок KB? 

Ответы. 4. 7. 5. 3. 6. . 7. 30 . 8. 85 .  
9. 1:2. 10. 4 :5 . 

Рассмотрим задачи на доказательство и 
вычисление. 

Пример 1. Треугольник ABC  вписан в 
окружность радиуса 12. Известно, что 

6AB  и 4BC .  
а) Доказать, что треугольник ABC  – 

тупоугольный.  
б) Найти АС, если в треугольнике 

ABC  угол B  тупой. 
Решение. а) Используя теорему сину-

сов, найдем  
1sin ,

2 6
BCA

R
 1sin .

2 4
ABC

R
 

Пусть углы A  и C  острые. Тогда они 

меньше 30 , так как 1 1 1 sin 30
6 4 2

. 

Значит, угол B  больше 120 , то есть яв-
ляется тупым. Отсюда следует, что все 
три угла треугольника не могут быть од-
новременно острыми. 

б) Так как CAB 180 , то  

sin sin 180 ( )B A C  
sin( )A C . 

Из условия следует, что углы A  и C  
треугольника АВС острые. Тогда  

,
6
35cos A  .

4
15cos C  

Используя формулу синуса суммы, 
получим 

)sin(sin CAB

.
24

1535
4
1

6
35

4
15

6
1

 

Искомую величину находим по формуле  

BRAC sin2

.1535
24

153524  

Ответ: 35 15 . 

Пример 2. Точки KM ,  и N  лежат 
на сторонах соответственно ,AB BC  и 
AC  треугольника ABC, причем AMKN  – 
параллелограмм, площадь которого со-

ставляет 
9
4  площади треугольника ABC. 

а) Доказать, что существует два по-
ложения точки K , удовлетворяющих 
условию задачи. 

б) Для каждого такого положения 
точки K  найти диагональ MN  паралле-
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лограмма AMKN , если 21AB , 12AC  
и .120BAC   

Решение. а) Пусть площадь треуголь-

ника ABC  равна S , а k
BC
BK . Тогда 

треугольники MBK  и ABC  подобны с 
коэффициентом подобия k , а треуголь-
ники NKC  и ABC  подобны с коэффици-
ентом подобия k1 . Поскольку 

NKCMBKAMKNABC SSSS , то имеем 

SkSkSS 22 )1(
9
4 ; 0

9
22 kk . 

Отсюда получаем: 
3
2k  или 

3
1k , то 

есть имеется два положения точки K , 
удовлетворяющих условию задачи. 

1. Пусть 
3
2k  (см. рис. 3а), то есть 

3
2

BC
BK  и 

3
1

BC
KC . Тогда AM  

7
3
1 ABNK , 8

3
2 ACMKAN . 

Используя теорему косинусов для тре-
угольника NAM , получаем 

13120cos87287 22MN . 

2. Пусть 
3
1k (см. рис. 3б), то есть 

3
1

BC
BK  и 

3
2

BC
KC . Тогда AM NK   

2 14
3

AB , 4
3
1 ACMKAN , 

.672120cos4142414 22MN
Ответ: 13 или 672 . 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Точка D делит сторону AC  в отно-
шении : 1: 2AD DC . 

а) Докажите, что в треугольнике ABD  
найдется медиана, равная одной из меди-
ан треугольника DBC . 

б) Найдите длину этой медианы в слу-
чае, если 7, 8AB BC  и 9AC . 

2. В треугольнике ABC на биссектрисе 
BD выбрана точка K. Через точку K про-
ведены прямые CK и AK, пересекающие 
стороны AB  и BC  в точках F  и E  со-
ответственно. Отношение площадей тре-
угольников ABE  и AEC  равно отноше-
нию сторон AB  и AC .  

а) Докажите, что CF  – биссектриса 
угла ACB. 

б) Найдите длину отрезка FE , если 

2AC , 4BC  и 11arccos
16

ACB . 

3 (Лидер, 2013/14). В треугольнике 
ABC  проведены медианы 1AA  и 1BB , 
причем 1 1CAA CBB . 

а) Докажите, что AC BC . 
б) Найдите длину 1AB , если радиус 

описанной окружности вокруг четырех-

угольника 1 1ABA B  равен 9 34
8

, а 

1
8sin

3 34
CAA . 

4. В окружность вписан четырёх-
угольник ABCD , диагонали которого 
взаимно перпендикулярны и пересекают-
ся в точке E . Прямая, проходящая через 
точку E  и перпендикулярная к AB , пе-
ресекает сторону CD  в точке M . 

а) Докажите, что EM  – медиана тре-
угольника CED . 

б) Найдите длину EM , если 8AD , 
4AB  и 60CDB . 

5 (МИОО, 14.11.13). Биссектриса угла 
ADC  параллелограмма ABCD  пересека-
ет прямую AB  в точке E . В треугольник 
ADE  вписана окружность, касающаяся 
стороны AE  в точке K  и стороны AD  в 
точке T . 

а) Докажите, что прямые KT  и DE  
параллельны. 

B

A

C

M

K

N

 
Рис. 3а 

K

A

B

M

C

N

 
Рис. 3б 
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б) Найдите угол BAD , если известно, 
что 6AD  и 3KT . 

Ответы: 1. 2 5 . 2. 34
5

. 3. 9 или 306
4

. 

4. 2 15 . 5. 60 . 
Равенство и подобие треугольников 
Признаки равенства треугольников: 

 первый признак – по двум сторонам и 
углу между ними; 

 второй признак – по стороне и двум 
прилежащим углам; 

 третий признак – по трем сторонам. 
Подобие треугольников – важный тех-

нический прием решения задач, который 
достаточно часто применяется для вы-
числений, связанных с пропорциональ-
ными отрезками и площадями. Все соот-
ветственные угловые величины подоб-
ных треугольников равны, все соответст-
венные линейные величины отличаются в 
k  раз, где k  – коэффициент подобия, а 
площади – в 2k  раз. 

Признаки подобия треугольников: 
 первый признак – по двум углам; 
 второй признак – по двум пропорцио-

нальным сторонам и углу между ни-
ми; 

 третий признак – по трем пропорцио-
нальным сторонам. 
Методические указания. Необходимо 

научить учащихся распознавать стандарт-
ные конфигурации, связанные с подобны-
ми треугольниками. Приведем основные 
из них. 

1. Фалесово подобие (см. рис. 4а,б; 
1 1||BC B C ). Такое подобие часто возника-

ет в задачах, связанных с параллелограм-
мом или трапецией. На рис. 4 треуголь-
ники ABC  и 1 1AB C  подобны. 

2. Подобие в конфигурации «угол со 
сторонами, пересекающими окруж-
ность».  

Из этого подобия следуют теоремы о 
секущих, о пересекающихся хордах ок-
ружности. На рис. 5 треугольники ABC  и 

1 1AB C  подобны. На рис. 5а четырех-
угольник с вершинами в точках пересе-
чения сторон угла и окружности является 
вписанным. 

Касательная – предельное положение 
секущей (см. рис. 6). В этом случае из 
подобия треугольников ABC  и 1AC B  
следует теорема о секущей и 
касательной. 

3. Треугольник 1 1AB C , образованный 
основаниями двух высот и вершиной (см. 
рис. 7, 1BB , 1CC  – высоты треугольника 
ABC ), подобен треугольнику ABC .  

A

BC

C1 B1
A

BC

C1B1

 
 а б 

Рис. 4 

 
 а б 

Рис. 5 

 
Рис. 6 

A

BC

C1
B1 A

BC

C1
B1

 
 а б 

Рис. 7 
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Задачи на доказательство 
1. Докажите, что диагонали трапеции 

вместе с основаниями образуют два по-
добных треугольника. 

2. Для прямоугольного треугольника 
АВС построен ему симметричный тре-
угольник 1ABC  относительно гипотенузы 
АВ. Пусть точка М – середина высоты 

1C D  треугольника 1ABC  и N – середина 
стороны BC  треугольника АВС. Докажи-
те, что треугольник AMN  подобен тре-
угольнику АВС. 

3. Точки М и N являются соответст-
венно серединами сторон CD и BC  па-
раллелограмма ABCD. Докажите, что 
прямые AM  и AN  делят диагональ BD  
на три равные части. 

4. В прямоугольном треугольнике 
ABC  из вершины прямого угла проведе-
на высота CD . Точки M  и N  делят со-
ответственно стороны AC  и CB  в рав-
ных отношениях (считая от вершин A  и 
C ). Докажите, что треугольник DMN  
подобен данному треугольнику. 

5. В треугольнике АВС проведены ме-
дианы 1AA , 1BB  и 1CC , пересекающие-
ся в точке М. Точки P, Q и R являются 
соответственно серединами отрезков АМ, 
ВМ и СМ. Через точки P, Q и R проведе-
ны соответственно прямые, параллель-
ные сторонам ВС, АС, АВ. Докажите, что 
в пересечении этих прямых образуется 
треугольник, равный треугольнику АВС. 

Задачи на вычисление 
6. Средняя линия равнобедренного 

треугольника, параллельная основанию, 
равна 4 см. Найдите стороны треугольни-
ка, если его периметр равен 18 см. 

7. Прямая, параллельная основанию 
треугольника с площадью 108 см2, отсека-
ет от него треугольник с площадью 12 см2. 
Найдите площадь четырехугольника, три 
вершины которого совпадают с вершинами 
малого треугольника, а четвертая лежит на 
основании большего треугольника. 

8. В треугольник со сторонами 10, 17 и 
21 см вписан прямоугольник с перимет-
ром 24 см так, что одна из его сторон ле-
жит на большей стороне треугольника. 
Найдите стороны прямоугольника. 

9. В прямоугольный треугольник впи-
сан квадрат, имеющий с ним общий угол. 
Найдите площадь квадрата, если катеты 
треугольника равны 10 м и 15 м. 

10. В треугольнике АВС стороны  
АВ = 14 см, АС = 18 см, угол А вдвое 
больше угла В. Найдите третью сторону 
треугольника. 

Ответы: 6. 8 см, 5 см, 5 см. 7. 36 см2. 

8. 72
13

 и 84
13

 см. 9. 36 м2. 10. 24 см. 

Рассмотрим задачу на доказательство и 
вычисление. 

Пример 3. Точки 1A , 1B , 1C  – осно-
вания высот остроугольного треуголь-
ника ABC .  

а) Доказать, что треугольники 1 1A BC , 
1 1A B C  и 1 1AB C  подобны треугольни-

ку ABC . 
б) Найти углы треугольника ABC , ес-

ли углы треугольника 111 CBA  равны 90°, 
60° и 30°.  

Решение. а) Так как треугольник АВС 
– остроугольный, то его высоты пересе-
каются в точке H , лежащей внутри тре-
угольника, а основания высот 1A , 1B , 

1C  лежат на сторонах треугольника (см. 
рис. 8). Докажем, что треугольник 11BCA  
подобен треугольнику АВС.  

Рассмотрим прямоугольные треуголь-
ники 1BAA  и 1BCC . Угол B  у них общий.  

Следовательно, они подобны и 
1

1

BA AB
BC BC

. Отсюда получаем 1 1BA BC
AB BC

.  

Так как треугольники 11BCA  и АВС со-
держат общий угол B  и их соответствен-
ные стороны, заключающие этот угол,  

B

A

C

H
C1

B1

A1  
Рис. 8 

Ягуб
ов

.Р
Ф



 9 

пропорциональны, то по второму призна-
ку они подобны и 1 1BC A BCA, а 

1 1BAC BAC . 
Аналогично предыдущему доказыва-

ются остальные случаи подобных тре-
угольников. 

б) Найдем угол C  треугольника АВС. 
Из доказанного выше имеем: 

1 1BC A BCA , .11 BCABAC  
Развернутый угол при вершине 1C  со-

ставлен из суммы углов ,11ABC  11BAC  и 

1 1 1B C A . Отсюда получаем соотношение  

1 1 12 180BCA B C A  или 

1 1 1
190 .
2

BCA B C A  

Такие же равенства можно получить 
для других острых углов. Используя дан-
ные в условии задачи углы, имеем: 

,4590
2
190  ,6060

2
190   

.7530
2
190  

Ответ: 45°, 75°, 60°. 
Пример 4. Две окружности разного 

радиуса касаются внешним образом в 
точке B . Через точку B  проведена пря-
мая, пересекающая второй раз меньшую 
окружность в точке A , а большую – в 
точке C .  

а) Доказать, что треугольники BAO2  
и BCO1  подобны, где 1O  и 2O  – центры 
большей и меньшей окружностей соот-
ветственно.  

б) Найти BC , если радиусы окружно-
стей равны 2 и 4, а 23AC .  

Решение. а) Так как треугольники 
BAO2  и BCO1  равнобедренные (см. рис. 

9) и BCOBAO 12 , то они подобны по 
первому признаку подобия. 

б) Для подобных треугольников BAO2  
и BCO1  можем записать  

.
2
1

4
2

1

2

BO
BO

BC
AB  

Отсюда .2223
3
2

3
2 ACBC  

Ответ: .22  

Задачи для самостоятельного решения 
1. Через вершины А и В треугольника 

АВС проведена окружность, пересекаю-
щая стороны ВС и АС в точках D и Е со-
ответственно.  

а) Докажите подобие треугольников 
CAB  и CDE . 

б) Найдите DE  и радиус данной ок-
ружности, если 4AB , 45C , пло-
щадь треугольника CDE  в 7 раз меньше 
площади четырехугольника ABDE . 

2. В прямоугольном треугольнике АВС 
( 90 )С  проведена высота CD. Радиу-
сы окружностей, вписанных в треуголь-
ники ACD и BCD, равны 0,6 и 0,8.  

а) Докажите подобие треугольников 
ACD и BCD, ACD и АВС. 

б) Найдите радиус окружности, впи-
санной в треугольник АВС. 

3. (ЕГЭ, 05.06.2014) Высоты 1BB  и 

1CC  остроугольного треугольника АВС 
пересекаются в точке Н.  

а) Докажите, что 1AHB ACB . 
б) Найдите ВС, если 21AH  и 

30BAC . 
4. (ЕГЭ, 05.06.2014) В остроугольном  

треугольнике ABC  провели высоту BH . 
Из точки H  на стороны AB  и BC  опус-
тили перпендикуляры HK  и HM  соот-
ветственно.  

а) Докажите, что треугольник MBK  
подобен треугольнику ABC . 

б) Найдите отношение площади тре-
угольника MBK  к площади четырех-
угольника AKMC , если 2BH , а ради-
ус окружности, описанной около тре-
угольника ABC , равен 4. 

5. Продолжение медианы АЕ тре-
угольника АВС пересекает описанную 
около треугольника окружность в точке 
D.  

A

B

C

O2

O1

 
Рис. 9 
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а) Докажите подобие треугольников 
BCD и DEC, если AС DC . 

б) Найдите длину отрезка BC , если 
длина каждой из хорд AC  и DC  равна 1. 
Ответы. 1. 2 , 5R . 2. 1. 3. 7 3 .  

4. 1
15

. 5. 2 . 

Площадь треугольника 
Полезно помнить пять основных фор-

мул для вычисления площади треуголь-
ника 

1 1 sin
2 2 4a

abcS ah ab C pr
R

 

( )( )( )p p a p b p c , 

где r  и R  – радиусы соответственно впи-
санной и описанной окружностей тре-

угольника, 
2

cbap  – полупериметр. 

Эти формулы важны сами по себе, а 
также при использовании метода площа-
дей.  

Полезно также помнить, что отноше-
ние площадей подобных треугольников 
равно квадрату отношения соответст-
вующих линейных величин этих тре-
угольников. 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство. 
1. Докажите, что если точка M  лежит 

на стороне BC  треугольника ABC , то 
площади треугольников AMB  и AMC  
пропорциональны отрезкам BM  и CM , 

то есть AMB

AMC

S BM
S CM

.  

2. Докажите, что если прямая пересека-
ет стороны AB  и AC  треугольника ABC  
в точках P  и Q  соответственно, то  

APQ

ABC

S AP AQ
S AB AC

. 

3. Докажите, что если площади двух 
прямоугольных треугольников относятся 
как квадраты гипотенуз, то эти треуголь-
ники подобны. 

4. Внутри прямоугольного треугольни-
ка ABC  ( 90C ) выбрана точка O  так, 

что площади треугольников AOB , BOC  
и AOC  равны. Докажите, что  

2 2 25OA OB OC . 

Задачи на вычисление. 
5. Стороны треугольника равны 7, 24 и 

25. Найдите его высоты.  
6. В треугольнике АВС на стороне АС 

взята точка В1 так, что АВ1: В1С = 2:3. 
Найдите площадь треугольника ВВ1С, 
если 30ABCS . 

7. На сторонах CA, AB, BC треуголь-
ника ABC соответственно взяты точки M, 

N, P так, что m
AB
AN , n

BC
BP , k

AC
AM . 

Найдите площадь треугольника MNP, ес-
ли площадь треугольника ABC равна S. 

8. Определите площадь треугольника, 
если две его стороны равны 1 и 15  см, а 
медиана третьей стороны равна 2 см. 

9. (ЕГЭ, 2005). В прямоугольном тре-
угольнике ABC  с прямым углом C  про-
ведена биссектриса BK . Найдите пло-
щадь треугольника CBK , если площадь 
треугольника ABC  равна 18, а синус угла 
A  равен 0,8. 

10. Точка М лежит внутри равносто-
роннего треугольника на расстоянии 33  
от двух его сторон и на расстоянии 34  
от третьей стороны. Найдите длину сто-
роны данного треугольника. 

Ответы: 5. 7; 24; 
25

168 . 6. 18. 7. MNPS  

( ).S mn mk k nk  8. 15
2

 2см . 9. 8. 10. 

20. Указание. Используйте метод площадей. 
Рассмотрим задачи на доказательство и 

вычисление. 

Пример 5. Окружность, вписанная в 
треугольник ABC , касается его средней 
линии, параллельной стороне BC .  

а) Доказать, что 3AC AB BC . 
б) Найти большую сторону треуголь-

ника ABC , если известно, что его пло-
щадь равна 36 и 9BC .  

Решение. а) Пусть точки M  и N  – 
середины сторон AB  и AC  соответст-

венно (см. рис. 10). Тогда  1
2

MN BC .  
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В трапецию BMNC  вписана окруж-
ность, поэтому  

3
2

CN BM BC MN BC . 

Отсюда 3AC AB BC . 
б) Обозначим xAB , yAC , p  

полупериметр треугольника ABC . Тогда 
3 27x y AB AC BC ; 

18
2

9
2

yxBCACABp . 

По формуле Герона 

))()(( BCpACpABppSABC  

)918)(18)(18(18 yx
36)18)(18(29 yx .  

Получаем уравнение  

4)18)(18(2 yx . 

Возводя обе его части в квадрат и учи-
тывая равенство 27yx , имеем  

8)18)(18( yx , 
8)2718)(18( xx  

.0170272 xx   

Отсюда находим, что 10x  или .17x  
Получаем 17y  при 10x  и 10y  при 

10x . Это означает, что условию задачи 
соответствует треугольник со сторонами 
10, 17, 9. Наибольшая сторона равна 17. 

Ответ:  17.  

Пример 6. Площадь треугольника 
ABC  равна 10; площадь треугольника 
AHB , где H  – точка пересечения высот, 
равна 8. На прямой CH  взята такая 
точка K , что треугольник ABK  – пря-
моугольный.  

а) Доказать, что 2
ABK ABC AHBS S S . 

б) Найти площадь треугольника ABK . 

Решение. а) Пусть ,AM BP  и CN  – 
высоты треугольника ABC  (см. рис. 11). 

Используя для вычисления площадей 
треугольников формулы  

1
2ABKS AB KN , 1

2ABCS AB CN  и 

1
2AHBS AB HN  

получаем, что для доказательства тре-
буемого равенства достаточно доказать 
равенство 2KN CN NH . 

Поскольку в прямоугольном треуголь-
нике высота, опущенная на гипотенузу, 
есть среднее пропорциональное между 
проекциями катетов на гипотенузу, то 

2KN BN AN  (*). 
Заметим, что CAN CHP  

BHN . Тогда подобны прямоугольные 
треугольники CNA  и BHN . Отсюда по-
лучаем  

CN NA
BN HN

 или CN HN BN NA . 

Заменяя множители в правой части ра-
венства (*), получаем доказываемое ра-
венство, то есть 2KN CN NH , из кото-
рого следует 2

ABK ABC AHBS S S .  
В случае, когда точка K  лежит вне 

треугольника АВС, доказательство про-
водится аналогично. 

б) Учитывая, что ранее доказано, что 
2
ABK ABC AHBS S S  и по условию 

10ABCS , 8AHBS , получаем 
80 4 5ABKS . 

Ответ: 4 5 . 

O

A

B

M

C

N

 
Рис. 10 

AB

C
P

K

N

H
M

 
Рис. 11 

Ягуб
ов

.Р
Ф



 12 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Окружность, вписанная в треуголь-

ник ABC , касается его средней линии, 
параллельной стороне BC .  

а) Докажите, что 3AC AB BC . 
б) Найдите меньшую из сторон AB  и 

AC  треугольника ABC , если известно, 
что его площадь равна 28,5 и 9,5BC .  

2. (МИОО). В треугольнике ABC  
проведены биссектрисы 1AA  и 1CC . Точ-
ки K  и M  – основания перпендикуля-
ров, опущенных из точки B  на прямые 

1AA  и 1CC . 
а) Докажите, что ||MK AC . 
б) Найдите площадь треугольника 

KBM , если известно, что 13AC , 
5BC  и 12AB . 

3. Высоты треугольника ABC, где 
45BAC  и 12 2AB , пересекаются 

в точке H и 4 2CH , а медианы – в 
точке M.  

а) Докажите, что отрезок MH паралле-
лен AC . 

б) Найдите площадь треугольника 
CBK, где точка K – середина MH.  

4. В треугольнике АВС на сторонах 
АВ, ВС и СА соответственно отложены 
отрезки 

1
3

AD AB , 1
3

BE BC , 1
3

CF CA . 

а) Докажите, что AMC ANB BKCS S S , 
где ,M AE CD  ,K CD BF  
N AE BF . 

б) Найдите, какую часть от площади 
треугольника АВС составляет площадь 
треугольника MNK. 

5. На каждой стороне равностороннего 
треугольника взято по точке. Стороны 
треугольника с вершинами в этих точках 
соответственно перпендикулярны сторо-
нам исходного треугольника. 

а) Докажите, что треугольник с верши-
нами в указанных точках также равно-
сторонний. 

б) Найдите отношение площади этого 
треугольника к площади исходного. 

Ответы: 1. 10. 2. 30
13

. 3. 24. 4. 1
7

. 5. 1:3 . 

Медианы, высоты и биссектрисы  
треугольника 

Высоты треугольника пересекаются в 
одной точке (ее называют ортоцентром 
треугольника). 

Медианы треугольника пересекаются в 
одной точке (ее называют центром тя-
жести или центроидом треугольника), 
и точкой пересечения делятся в отноше-
нии 2:1, считая от вершины угла. 

Медиана cm  треугольника, проведен-
ная из вершины C , вычисляется по фор-

муле: 2 2 2 21 (2 2 )
4cm a b c . 

Биссектрисы треугольника пересека-
ются в одной точке, которая является 
центром окружности, вписанной в этот  
треугольник. 

Биссектриса cl  треугольника, прове-
денная из вершины C , вычисляется по 
формулам:  

2 cos
2

c

ab
l

a b
  или  2

c a bl ab c c , 

где ac  и bc  – отрезки, на которые биссек-
триса делит сторону c . 

Теорема о биссектрисе: a

b

c a
c b

. 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство. 
1. Докажите, что длина стороны тре-

угольника по известным трем медианам 
вычисляется по формуле: 

acb mmma 222 22
3
2 . 

2. Биссектриса треугольника делит его 
на два треугольника, в которые вписаны 
окружности. Докажите, что если радиусы 
этих окружностей равны, то треугольник 
равнобедренный. 

3. Докажите, что: 
а) в прямоугольном треугольнике ме-

диана, проведенная из вершины прямого 
угла равна половине гипотенузы; 

б) если медиана, проведенная из вер-
шины некоторого угла треугольника равна 
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Рис. 12 Рис. 13 

половине противоположной ему стороны, 
то этот угол – прямой. 

4. На гипотенузу AB  прямоугольного 
треугольника ABC  опущена высота CH . 
В треугольнике ACH  проведена биссек-
триса CE . Докажите, что BE BC . 

5. Докажите, что если 1AA , 1BB и 1CC  
– высоты остроугольного треугольника 
ABC  (см. рис. 12), то:  
а) 1AHB 1BHA ;  б) 1BA H 1ВВ C ; 
в) 1AВ H 1ВВ C ;  г) 1AAC 1ВВ C ; 

6. Докажите соотношения, связанные с 
высотой прямоугольного треугольника, 
проведенной из вершины прямого угла 
(см. рис. 13): 1) 2

c c ch a b ; 2) 2
ca c a ; 

2
cb c b ; 3) c

a bh
c

, где ca , cb  – проек-

ции катетов a  и b  на гипотенузу c ; ch  – 
высота, опущенная на гипотенузу. 

Задачи на вычисление. 
7. (ЕГЭ, 2003). В треугольнике АВС 

проведена медиана AM . Найдите пло-
щадь треугольника АВС, если 23АС , 

10BC , 45МАС . 
8. На стороне BC  остроугольного тре-

угольника ABC  ( AB BC ) как на диа-
метре построена полуокружность, пересе-
кающая высоту AD  в точку M . Найдите 
AH , если 85AD , 68MD , а H  – точ-
ка пересечения высот треугольника ABC .  

9. Одна из биссектрис треугольника де-
лится точкой пересечения биссектрис в 
отношении 25:1, считая от вершины. Най-
дите периметр треугольника, если длина 
стороны треугольника, к которой эта бис-
сектриса проведена, равна 17. 

10. В равнобедренном треугольнике 
основание равно 8, высота к основанию 
равна 3. Найдите расстояние между точ-

кой пересечения медиан и точкой пересе-
чения биссектрис треугольника. 

Ответы: 7. 21. 8. 30,6. 9. 442. 10. 1
3

.  

Рассмотрим задачу на доказательство и 
вычисление. 

Пример 7. Медианы 1 1,AA BB  и 1CC  
треугольника ABC  пересекаются в точ-
ке O . Известно, что 3AC OB .  

а) Доказать, что треугольник ABC  
прямоугольный. 

б) Найти сумму квадратов медиан 
1AA  и 1CC , если 10AC . 

Решение. а) Медианы треугольника 
пересекаются в одной точке и делятся ею 
в отношении 2 :1, считая от вершины. 

Значит 1
3 3 1 1
2 2 3 2

BB BO AC AC  (см. 

рис. 14). Отсюда получаем, что треуголь-
ники 1AB B  и 1CB B  равнобедренные, 
причем 1 1B AB ABB  и 

1 1B CB CBB .  

Сумма этих четырех углов равна 180 . 
Значит 1 1 90ABC ABB CBB . 
Отсюда следует, что треугольник ABC  
прямоугольный. 

б) Треугольник 1A BA  прямоугольный. 

Поэтому 2 2 2 2 2
1 1

1 .
4

AA A B BA CB BA  

Аналогично из прямоугольного тре-
угольника 1C BC  находим: 

2 2 2 2 2
1 1

1 .
4

CC C B BC AB BC  

Складывая полученные равенства, 
имеем: 

2 2 2 2
1 1

5 5
4 4

AA CC BA BC  

A

A1

B

CO
C1

B1
 

Рис. 14 
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A

K2

B

C

OK1

K3

ML

Q

 
Рис. 16 

2 2 25 5( ) 125
4 4

BA BC AC . 

Ответ: 125. 

Пример 8. В треугольнике АВС с уг-
лом B , равным 120 , проведены биссек-
трисы 1AA , 1BB  и 1CC . 

а) Доказать, что треугольник 1 1 1A B C  
прямоугольный. 

б) Найти угол 1 1B C C . 

Решение. а) Пусть точка D лежит на 
продолжении стороны АВ (см. рис. 15). 
Так как 1 1 60ABB CBB DBC , 
то ВС – биссектриса угла 1DBB .  

Точка 1A  (точка пересечения биссек-
трис 1AA  и ВС) – центр вневписанной ок-
ружности, касающейся стороны 1BB  и 
продолжений сторон АВ и 1AB  треуголь-
ника 1ABB . Отсюда 1 1B A  – биссектриса 
угла 1BB C . Аналогично получаем, что 1C  
– центр вневписанной окружности, ка-
сающейся стороны 1BB  и продолжений 
сторон СВ и 1CB  треугольника 1BB C . 
Поэтому 1 1B C  – биссектриса угла 1BB A . 
Значит, 1 1 1 90A B C . 

б) В треугольнике 1BB C  точку пересе-
чения биссектрис углов 1B  и С обозначим 
через Р. Тогда  

1
1 90 120

2
B BCB PC . 

Так как для прямоугольного треуголь-
ника 1 1PB C  угол 1B PC  является внеш-
ним, то 1 1 120 90 30B C C . 

Ответ: 30 . 
Пример 9 (МИОО). Дан треугольник 

ABC  со сторонами 4AB , 5BC  и 
6AC .  

а) Доказать, что прямая, проходящая 
через точку пересечения медиан и центр 
вписанной окружности, параллельна 
стороне BC . 

б) Найти длину биссектрисы треуголь-
ника ABC , проведенной из вершины A . 

Решение. а) Полупериметр p  тре-

угольника ABC  равен 4 5 6 15
2 2

p  

(см. рис. 16). По формуле Герона найдем 
площадь S  треугольника ABC  

15 7 5 3 15 7
2 2 2 2 4

S . Отсюда по 

формуле Sr
p

 находим радиус вписан-

ной в треугольник ABC  окружности 
15 7 15 7:

4 2 2
r . Следовательно, центр 

O  этой окружности находится на рас-

стоянии 7
2

 от стороны BC . 

Пусть Q  точка пересечения медиан. 
Высота, опущенная из вершины A  на 
сторону BC , равна  

2 2 15 7 3 7
4 5 2

Sh
BC

. 

Так как медиана AM  делится точкой Q  
в отношении 2 :1, считая от вершины A , 
то расстояние от точки Q  до стороны 

BC  равно 1 7
3 2

h .  

Поскольку точки O  и Q  находятся на 
одинаковом расстоянии от стороны BC , 
то прямая OQ  параллельна стороне BC .  

б) Прямая OQ  отсекает от треуголь-
ника ABC  подобный ему треугольник с 

коэффициентом подобия 2
3

. В этом тре-

угольнике AO  есть биссектриса, кото-

 
Рис. 15 
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рую можно найти, например, по теореме 
Пифагора для прямоугольного треуголь-
ника 1AK O , где 1K  – точка касания впи-
санной окружности стороны AB .  

Найдем отрезок 1AK : 

1
15 5 2,5
2ABCAK p BC . 

Тогда 
2 2

1 1
25 7 2 2
4 4

AO AK OK  

и биссектриса 3 3 2
2

AL AO . 

Ответ: 3 2 . 

Пример 10 (ЕГЭ, 08.05.14). В равно-
бедренном треугольнике ABC  с углом 
120  при вершине A  проведена биссек-
триса BD . В треугольник ABC  вписан 
прямоугольник DEFH  так, что сторона 
FH  лежит на отрезке BC , а вершина 
E  – на отрезке AB . 

а) Доказать, что 2FH DH . 
б) Найти площадь прямоугольника 

DEFH , если 4AB . 

Решение. а) В равнобедренном тре-
угольнике ABC  30B C . Пусть  
AC AB a  (см. рис. 17). Высота AM  
является биссектрисой и медианой. Тогда  

1sin ,
2

AM CA C a   

2 2 cos 3 .CB CM CA C a  

Из теоремы о биссектрисе следует 
3 3CD CB a

DA AB a
. Отсюда  

3CD DA , 1
1 3

DA DA
CA CD DA

, 

1 3
aDA , 3

1 3
aCD . 

Тогда из прямоугольного треугольни-
ка CDH  получаем  

1 3sin .
2 2(1 3)

aDH CD C CD  

Треугольники ABC  и AED  подобны 

( ||DE CB ) 1
1 3

DE DA
CB CA

. Тогда  

3 2
1 3 1 3

CB aFH DE DH . 

б) Площадь прямоугольника DEFH  
найдем по формуле: 

3 3
2(1 3) 1 3DEFH

a aS DH DE  

21 3 12 12(2 3)
2 4 2 3 2 3

a . 

Ответ: 24 12 3 . 
Задачи для самостоятельного решения 

1. Медианы AM  и BN  треугольника 
ABC  перпендикулярны и пересекаются в 
точке P . 

а) Докажите, что CP AB . 
б) Найдите площадь треугольника 

ABC , если известно, что 3AC  и 
4BC . 

2. Медианы 1 1,AA BB  и 1CC  треуголь-
ника ABC  пересекаются в точке M . Из-
вестно, что 3AB MC .  

а) Докажите, что треугольник ABC  
прямоугольный. 

б) Найдите длину отрезка DN , где 
D точка касания AC  и вписанной в 
треугольник ABC  окружности, N  – точ-
ка касания стороны AC  и окружности, 
касающейся стороны AC  и продолжений 
сторон BA  и BC  треугольника ABC , 
если известно, что 6AC , 8BC . 

3. В треугольнике ABC  проведена 
биссектриса 1BB . В образовавшиеся тре-
угольники 1ABB  и 1CBB  вписаны окруж-
ности, которые касаются отрезка 1BB  в 
одной и той же точке. Расстояние между 
центрами этих окружностей в 3 раза 
меньше стороны AC . 

а) Докажите что треугольник ABC  
равнобедренный. 

б) Найдите радиус окружности, впи-
санной в треугольник ABC , если его 
площадь равна 96. 

A

BC

D

H

E

M F  
Рис. 17 Ягуб
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Рис. 18 

4. В треугольнике ABC  12AC , 
10AB BC . Биссектриса угла BAC  

пересекает сторону BC  в точке D  и опи-
санную около треугольника окружность в 
точке P . 

а) Докажите, что ABP BDP .  
б) Найдите отношение площадей тре-

угольников ADB  и BDP . 
5. Медиана AM  и высота CH  равно-

бедренного треугольника ABC  
( )AB BC  пересекаются в точке K . Из-
вестно, что 5CK , 1KH . 

а) Докажите, что : 1: 4AH BH . 
б) Найдите площадь треугольника ABC . 

Ответы: 1. 11 . 2. 2. 3. 3 2 . 4. 96
25

. 5. 

30.  

Треугольник и окружности 
С каждым треугольником связаны опи-

санная, вписанная и три вневписанных 
окружности. 

 Центр окружности, вписанной в 
треугольник, совпадает с точкой пересе-
чения биссектрис. Ее радиус находится по 

формуле Sr
p

, где S  и p  – площадь и 

полупериметр треугольника соответст-
венно;  для прямоугольного треугольника 

2
cbar  90C ; для равносто-

роннего треугольника со стороной а 

;
6

3ar  
2
Rr . 

 Центр окружности, описанной око-
ло треугольника, совпадает с точкой пере-
сечения серединных перпендикуляров. Ее 

радиус находится по формуле 
4
abcR

S
 

или 
ch

abR
2

,  
2sin

aR
A

; для прямо-

угольного треугольника ;
2
cR  cmR  

90C ; для равностороннего тре-

угольника ;
3

3aR rR 2 . 

 Центр вневписанной окружности  
треугольника совпадает с точкой пересе-

чения биссектрис внешних углов при 
вершинах стороны, которой она касается, 
и биссектрисы внутреннего угла тре-
угольника при вершине, противополож-
ной этой стороне. Их радиусы находятся 
по формулам: 

a
Sr

p a
, b

Sr
p b

, c
Sr

p c
. 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство. 
1. Пусть радиус окружности вписанной 

в данный прямоугольный треугольник с 
катетами a  и b , равен r , а радиус опи-
санной окружности R . Докажите, что 

2( )a b R r . 
2. Докажите, что площадь прямоуголь-

ного треугольника равна произведению 
отрезков, на которые делит гипотенузу 
точка касания вписанной окружности. 

3. Докажите, что центр описанной око-
ло треугольника окружности, лежит вне 
этого треугольника в том и только том 
случае, когда треугольник тупоугольный. 

4. Пусть 1A , 1B  и 1C  – точки касания 
вневписанных окружностей соответствен-
но сторон a BC , b AC , c AB  тре-
угольника ABC . Докажите, что: 

а) 1AB p c ; б) 1 1AB AC a . 
5. Докажите формулу для вычисления 

отрезков касательных (см. рис. 18): 

2
b c ax p a . 

Задачи на вычисление. 
6. В равнобедренном треугольнике 

ABC  с основанием AC  вписанная ок-
ружность касается боковой стороны BC  в 
точке Q , отрезок AQ  пересекает вписан-
ную окружность в точке P . Найти пло-
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щадь треугольника ABC , если известно, 
что 15AC , 1PQ . 

7. Две касающиеся внешним образом в 
точке K  окружности, радиусы которых 
равны 22 и 33, касаются сторон угла с 
вершиной A . Общая касательная к этим 
окружностям, проходящая через точку K , 
пересекает стороны угла в точках B  и C . 
Найдите радиус окружности, описанной 
около треугольника ABC . 

8. (ЕГЭ, 2002). В равнобедренном тре-
угольнике боковая сторона делится точ-
кой касания с вписанной окружностью в 
отношении 8:5 , считая от вершины, ле-
жащей против основания. Найдите осно-
вание треугольника, если радиус вписан-
ной окружности равен 10. 

9. (ЕГЭ, 2003). Высоты АН и ВK остро-
угольного треугольника АВС пересекаются 
в точке М, 105AMB . Найдите градус-
ную меру угла АВО, где O  – центр окруж-
ности, описанной около треугольника АВС. 

10. (ЕГЭ, 2004). Треугольник ВМР с 
углом B , равным 45 , вписан в окруж-
ность радиуса 26 . Найдите длину ме-
дианы ВK, если луч ВK пересекает ок-
ружность в точке C  и 3CK . 

Ответы: 6. 3 11
4

. 7. 275
4

. 8. 30. 9. 150 . 

10. 12. 
Рассмотрим задачи на доказательство и 

вычисление. 
Пример 11. В треугольнике ABC  

точка D  лежит на продолжении отрез-
ка BC  за точку B . Окружности, впи-
санные в каждый из треугольников ADC  
и ADB , касаются стороны AD  в точках 
E  и F .  

а) Доказать, что расстояние от вер-
шины треугольника до точки касания 
окружности сторон, содержащих эту 
вершину, равно разности полупериметра 
треугольника и противолежащей ей 
стороны. 

б) Найти длину отрезка EF , если 
12AB , 5BC , 10CA  и 

9:4: DCBD .  
Решение. а) См. задачу 6 на доказа-

тельство (см. рис. 18). 

б) Точка D  лежит вне отрезка BC  (см. 
рис. 19). Пусть dAD , xBD , yDC . 
Тогда для окружности, вписанной в тре-

угольник ADC , имеем 
2

10ydDE , а 

для окружности, вписанной в треуголь-

ник ADB , 
2

12xdDF . 

По условию 4
5 9

BD x x
DC y x

, тогда 

4x , 4 5 9y . Значит,  
| |EF DE DF  

9 10 4 12 3,5.
2 2

d d  

Замечание. Так как в решении не ис-
следовано расположение точек E  и F  на 
отрезке AD , то при вычислении длины 
отрезка EF использован знак модуля. 

Ответ: 3,5 . 

Пример 12. В треугольник ABC с уг-
лом C , равным 90 , вписана окруж-
ность. Вторая окружность, лежащая 
вне треугольника, касается стороны BC 
и продолжений двух других сторон.  

а) Доказать, что треугольник aOCO  
прямоугольный, где O  и aO  – центры 
вписанной и вневписанной окружностей 
соответственно. 

б) Найти aOO , если угол A равен 60 , 
а радиус вписанной окружности равен r .  

Решение. Пусть вписанная и вневпи-
санная окружности касаются прямой АС 
в точках 2B  и 1B  соответственно (см. 
рис. 20).  

а) Так как CO  и aCO  – биссектрисы, 
делящие пополам прямые углы ACB  и  

1B CB , то угол aOCO  прямой. 

CB

E

A

D

F

 
Рис. 19 
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A

B

C

OE

K

D  
Рис. 21 

б) В прямоугольном треугольнике 
1 aB AO  угол 1 aB O A  равен 60 , в прямо-

угольном треугольнике 1 aCB O  

1 1 45a aB O C B CO . Тогда в прямо-
угольном треугольнике aOCO  

60 45 15aOO C . 

Так как 6 2sin15 sin(45 30 )
4

, 

то 2 ( 3 1)
sin15a

OCOO r . 

Ответ: 2 ( 3 1)r . 

Пример 13 (МИОО 24.09.13). В тре-
угольник ABC  вписана окружность ра-
диуса R , касающаяся стороны AC  в 
точке D , причём AD R .  

а) Доказать, что треугольник ABC  
прямоугольный.  

б) Вписанная окружность касается 
сторон AB  и BC  в точках E  и K  соот-
ветственно. Найти площадь треуголь-
ника BEK , если известно, что 5R  и 

15CD . 

Решение. а) Пусть O  – центр вписан-
ной в треугольник ABC  окружности.  

Треугольник AOD  прямоугольный и 
равнобедренный AD DO R  (см. рис. 

21). Следовательно, 45DAO . Так 
как центр вписанной в угол окружности 
лежит на биссектрисе этого угла, то AO  
– биссектриса угла A  и 

45OAE DAO . Значит 
90CAB .  

б) Пусть BK x . По теореме о равен-
стве отрезков касательных, проведенных 
к окружности из одной точки, 

5AE AD , 15CK CD  и 
BE BK x . Тогда 15BC x , 

5AB x  и 20AC . По теореме Пифа-
гора для треугольника ABC  имеем 

2 2 2BC AB AC , или  
2 2 2(15 ) (5 ) 20x x . 

Отсюда 10x . Тогда  

25BC , 20 4sin
25 5

ACABC
BC

. 

Следовательно,  
1 sin
2BEKS BE BK ABC  

1 410 10 40
2 5

. 

Ответ: 40. 

Пример 14. Высоты остроугольного 
треугольника ABC  пересекаются в точ-
ке H . 

а) Доказать, что радиусы окружно-
стей, описанных около треугольников 
ABC , ABH , BCH , ACH  равны. 

б) Найти угол ACB , если известно, 
что отрезок CH  равен радиусу окруж-
ности, описанной около треугольника 
ABC . 

Решение. а) Так как в четырехуголь-
нике AEHD углы E и D прямые (см. рис. 
22), то 180A DHE . Отсюда по-
лучаем 180BHC DHE A . Ра-
диус окружности, описанной около тре-
угольника ВНС, равен  

C B

A

B1

B2

Oa

O

 
Рис. 20 

A

C

B

H

D

E

 
Рис. 22 
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.
2sin(180 ) 2sin 2sin

BC BC a
A A  

Значит радиусы окружностей, описан-
ных около треугольников АВС и ВСН 
равны между собой. Аналогично доказы-
вается для других треугольников. 

б) Пусть R  – радиус окружности, опи-
санной около треугольника ABC . Так как 
радиусы окружностей, описанных около 
треугольников ABC и BCH  равны между 
собой, то для треугольника BCH  имеем 

2 sinCH R HBC , т.е. 2 sinR R HBC . 

Отсюда 1sin
2

HBC . Значит, 

30HBC  (треугольник АВС остро-
угольный). 

Из треугольника BEC находим 
90 30 60C . 

Ответ: 60 . 
Задачи для самостоятельного решения 

1. Точка N на стороне BC является ос-
нованием высоты треугольника ABC. Ок-
ружность, описанная около треугольника 
ANC, пересекает отрезок AB в точке M, 
отличной от точек A  и B.  

а) Докажите, что BAC BNM . 
б) Найдите MN , если 2AC , 3AB , 

: 2 :5AM AB . 
2. (С-Петербург, 15.04.14). Окруж-

ность с центром O , вписанная в тре-
угольник ABC , касается стороны BC  в 
точке P  и пересекает отрезок BO  в точ-
ке Q . При этом отрезки OC  и QP  па-
раллельны.  

а) Докажите, что треугольник ABC  – 
равнобедренный треугольник.  

б) Найдите площадь треугольника 
BQP , если точка O  делит высоту BD  
треугольника в отношении : 3:1BO OD  
и 2AC a .  

3. (МИОО, 16.05.14, 10 класс). В тре-
угольник ABC  вписана окружность ра-
диуса R , касающаяся стороны AC  в 
точке D , причём AD R .  

а) Докажите, что треугольник ABC  
прямоугольный. 

б) Вписанная окружность касается сто-
рон AB  и BC  в точках E  и F . Найдите 

площадь треугольника BEF , если из-
вестно, что 2R  и 10CD . 

4. Основание и боковая сторона рав-
нобедренного треугольника равны 26 и 
38 соответственно. 

а) Докажите, что средняя линия тре-
угольника, параллельная основанию, пе-
ресекает окружность, вписанную в тре-
угольник. 

б) Найдите длину отрезка этой средней 
линии, заключенного внутри окружности. 

5. Вневписанная окружность равно-
бедренного треугольника касается его 
боковой стороны.  

а) Докажите, что радиус этой окружно-
сти равен высоте треугольника, опущен-
ной на основание. 

б) Найдите отношение, в котором бо-
ковая сторона треугольника делится точ-
кой касания с вписанной окружностью, 
если ее радиус в пять раз меньше радиуса 
вневписанной окружности, касающейся 
этой же стороны. 

Ответы: 1. 18
145

. 2. 
2 2
3

a . 3. 54
13

. 4. 5. 

5. 1:3. 
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§ 2. Окружности 
Свойства дуг, хорд и углов окружности 

Если хорды равноудалены от центра 
окружности, то они равны, и наоборот. 

Бóльшая из двух хорд находится бли-
же к центру окружности. 

Если диаметр делит хорду пополам, то 
он перпендикулярен ей, и наоборот. 

Равные дуги стягиваются равными 
хордами. 

Дуги, заключенные между параллель-
ными хордами, равны. 

Вписанные углы, опирающиеся на: 
 одну и ту же дугу, равны; 
 диаметр, прямые. 
 одну и ту же хорду, вершины ко-

торых лежат по одну сторону от этой 
хорды, равны; 
 одну и ту же хорду, вершины ко-

торых лежат по разные стороны хор-
ды, составляют в сумме 180 . 
Теорема (о хордах). Если хорды ок-

ружности AB  и CD  пересекаются в точ-
ке K , то справедливо равенство 
AK KB CK KD . 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство. 
1. Угол АВС вписан в окружность. До-

кажите, что биссектриса этого угла делит 
дугу АС пополам. 

2. Докажите, что угол между касатель-
ной и хордой окружности, проведенной из 
точки касания, измеряется половиной ду-
ги, стягиваемой этой хордой. 

3. Вершины четырехугольника распо-
ложены на окружности. Докажите, что 
сумма двух противоположных углов этого 
четырехугольника равна 180 . 

4. На окружности взяты четыре произ-
вольные точки. Докажите, что прямые, 
соединяющие середины противополож-
ных дуг, взаимно перпендикулярны. 

5. В окружности с центром О проведен 
диаметр; А и В – точки окружности, рас-
положенные по одну сторону от этого 
диаметра. На диаметре взята точка М та-
кая, что АМ и ВМ образуют равные углы с 

диаметром. Докажите, что 
AOB AMB . 
Задачи на вычисление. 
6. Точки A , B , C  и D  делят окруж-

ность на части, отношение которых 
1:3:5:6 . Найдите углы между касатель-
ными к окружности, проведенными в 
точках A , B , C  и D . 

7. Найдите углы четырехугольника 
ABCD , вершины которого расположены 
на окружности, если 74ABD , 

38DBC , 65BDC . 
8. Окружность проходит через верши-

ны A  и C  треугольника ABC , пересекая 
сторону AB  в точке E  и сторону BC  в 
точке F . Угол AEC  в 5 раз больше угла 
BAF , а угол ABC  равен 72 . Найдите 
радиус окружности, если 6AC . 

9. Диаметр CD параллелен хорде AB 
той же окружности. Найдите длину хор-
ды AB , если AC b  и BC a  ( )a b . 

10. В треугольнике ABC  угол ABC  
равен , угол BCA  равен 2 . Окруж-
ность, проходящая через точки A , C  и 
центр описанной около треугольника 
ABC  окружности, пересекает сторону 
AB  в точке M . Найдите отношение AM  
к AB . 
Ответы: 6. 36 ; 60 ; 108 ; 156 . 7. 

112ABC ; 77BCD ; 68CDA ; 

103DAB . 8. 3. 9. 
22

22

ba
ba . 10. 

2

1
4cos

. 

Рассмотрим задачи на доказательство и 
вычисление. 

Пример 15. На основании BC  трапе-
ции ABCD  взята точка E , лежащая на 
одной окружности с точками ,A C  и D . 
Другая окружность, проходящая через 
точки ,A B  и C , касается прямой CD .  

а) Доказать, что треугольник ACD  
подобен треугольнику ABE . 

б) Найти BC , если 12AB  и 
: 4 :5BE EC . 

Решение. а) Вписанный угол ABC  и 
угол ACD  между хордой AC  и каса-
тельной к окружности CD  опираются на 
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A

B C

D
O

E
M

 
Рис. 24 

одну дугу (см. рис. 23). Следовательно, 
они равны, т.е. ABE ACD .  

Поскольку трапеция AECD  ( ||AD EC ) 
вписана в окружность, то она – равно-
бедренная. Значит, ее углы при основа-
ниях равны ADC DAE . Также 

BEA EAD  как внутренние накрест 
лежащие при параллельных прямых. То-
гда BEA DAE .  

Следовательно, треугольники ACD  и 
ABE  подобны по первому признаку.  

б) Заметим, что треугольники ABE  и 
ABC  также подобны по первому призна-
ку, поскольку угол B  у них общий, а 

BCA CAD  как внутренние накрест 
лежащие при параллельных прямых, т.е. 

BCA BAE . Записывая отношение 
сторон этих треугольников, лежащих 
против равных углов, получаем 
BA BE
BC BA

 или 12 4
9 12

x
x

. Отсюда находим 

2x . Значит, 9 18BC x .  
Ответ. 18. 

Пример 16 (МИОО). Окружность, 
построенная на стороне AD  параллело-
грамма ABCD  как на диаметре, прохо-
дит через точку пересечения диагоналей 
параллелограмма. 

а) Доказать, что ABCD  – ромб. 
б) Эта окружность пересекает сто-

рону AB  в точке M , причем 
: 1: 2AM MB . Найти диагональ AC , 

если 2 3AD . 

Решение. а) Так как E  – точка пересе-
чения лежит на окружности, и угол AED  
опирается на диаметр AD , то 

90AED  (см. рис. 24). Значит, диаго-
нали параллелограмма ABCD  перпенди-
кулярны. Следовательно, ABCD  – ромб. 

б) Все стороны ромба ABCD  равны, 
поэтому 2 3AB AD . Тогда 

1 2 3
3 3

AM AB . 

Треугольник AMD  прямоугольный, 
поскольку вписанный угол AMD  опира-
ется на диаметр AD . Тогда из прямо-
угольного треугольника AMD  находим 

1cos
3

AMA
AD

. Поскольку в ромбе 

ABCD  сумма смежных углов равна 180 , 

то 1cos cos
3

D A . Тогда по тео-

реме косинусов для треугольника ACD  
находим 

2 2 2 2 cos 32AC AB AD AB AD D ,  
т.е. 4 2AC . 

Ответ: 4 2 . 

Задачи для самостоятельного решения 
1 (Лидер, 2013/14). Две окружности 

1  и 2  пересекаются в точках A  и P . 
Через точку A  к окружности 1  прове-
дена касательная AB , а через точку P  
прямая CD , параллельная AB  (точки B  
и C  лежат на окружность 2 , точка D  
на окружности 1 ). 

а) Докажите, что ABCD  параллело-
грамм. 

б) В треугольнике ABC  высота, опу-
щенная на AB  из вершины C , равна 6, 

8BC . Найдите радиус окружности 1 . 
2 (Лидер, 2013/14). Две окружности 

пересекаются в точках M  и Q . Через 

A

B C

O1

D

E

12

4x 5x

 
Рис. 23 
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точку M  проведена касательная MA  к 
первой окружности, а через точку Q  
прямая KL , параллельная MA  (точки A  
и L  лежат на второй окружности, точка 
K  на первой. 

а) Докажите, что ||AL KM . 
б) Известно, что 8MQ , и в паралле-

лограмме AMKL  синус острого угла ра-
вен 0,8. Найдите площадь треугольника 
KMQ . 

3. Диагонали выпуклого четырех-
угольника ABCD пересекаются в точке Е, 
AB AD , СА – биссектриса угла С. 

а) Докажите, что четырехугольник 
ABCD вписанный. 

б) Найдите угол CDB, если 
140BAD , 110BEA . 

4. Диагональ АС прямоугольника 
ABCD с центром О образует со стороной 
АВ угол 30 . Точка Е лежит вне прямо-
угольника, причем 120BEС .  

а) Докажите, что СBE СOE . 
б) Прямая ОЕ пересекает сторону AD 

прямоугольника в точке K. Найдите EK, 
если известно, что 40BE  и 24CE . 

5. В окружности проведены хорды АС 
и BD, пересекающиеся в точке Е, причем 
касательная к окружности, проходящая 
через точку С, параллельна BD.  

а) Докажите подобие треугольников 
BAE  и CDE , CDE  и CAD . 

б) Найдите площадь треугольника 
CDE , если известно, что : 3:1AB BE  и 

18ADCS . 

Ответы: 1. 16
3

. 2. 30,72. 3. 50 . 4. 113. 5. 

2. 

Секущие и касательные 
Если к окружности из одной точки 

проведены две касательных, то длины 
отрезков касательных от этой точки до 
точек касания с окружностью равны. 

Теорема (о секущей и касательной). 
Если к окружности из одной точки A  
проведены касательная AB  и секущая, 
пересекающая окружность в точках C  и 
D , то справедливо равенство 

2AB AC AD . 

Теорема (о секущих). Если к окружно-
сти из одной точки A  проведены две се-
кущих, пересекающие соответственно 
окружность в точках B , C  и D , E , то 
справедливо равенство 

AB AC AD AE . 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство. 
1. Докажите, что длина отрезка внеш-

ней касательной к двум окружностям, за-
ключенного между общими внутренними 
касательными, равна длине общей внут-
ренней касательной. 

2. Расстояние между центрами непере-
секающихся окружностей равно a . Дока-
жите, что четыре точки пересечения об-
щих внешних касательных с общими 
внутренними касательными лежат на од-

ной окружности радиуса 
2
a . 

3. К двум окружностям касающимся 
внешним образом в точке P , проведена 
общая внешняя касательная BC . Докажи-
те, что угол BPC  – прямой. 

4. Дана окружность и точка P  вне ее; 
PB  и PC  – касательные к окружности. 
Докажите, что центр окружности, вписан-
ной в треугольник PBC  лежит на данной 
окружности. 

5. Две окружности имеют единствен-
ную общую точку М . Через эту точку 
проведены две секущие, пересекающие 
одну окружность в точках А и 1A , а дру-
гую – в точках В и 1B . Докажите, что 

1 1AA BB . 
Задачи на вычисление. 
6. К двум окружностям радиусов 6 и 3 

проведена общая касательная. Найдите 
расстояние между точками касания, если 
расстояние между центрами окружностей 
равно 15, для:  

а) внутренней касательной; 
б) внешней касательной. 
7. На стороне BA  угла ABC , равного 

30°, взята такая точка D , что 2AD  и 
1BD . Найдите радиус окружности, 

проходящей через точки A , D  и касаю-
щейся луча BC . 
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8. Окружности радиусов 4 и 9 касают-
ся внешним образом, лежат по одну сто-
рону от некоторой прямой и касаются 
этой прямой. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся каждой из двух данных 
и той же прямой.  

9. Прямая касается окружностей ра-
диусов R  и r . Известно, что расстояние 
между их центрами равно a , причем 

rR  и Rra . Найдите расстояние 
между точками касания. 

10. Из внешней точки проведены к ок-
ружности секущая длиной 12 и касатель-

ная, длина которой составляет 2
3

 внут-

реннего отрезка секущей. Найдите длину 
касательной. 
Ответы: 6. а) 66 ; б) 12. 7. 1. 8. 1,44 

или 36. 9. 2 2( )a R r . 10. 6. 

Пример 17. (Демоверсия 2014). Две 
окружности касаются внешним образом 
в точке K. Прямая AB касается первой 
окружности в точке A, а второй – в точ-
ке B. Прямая BK пересекает первую ок-
ружность в точке D, прямая AK пересе-
кает вторую окружность в точке C. 

а) Доказать, что прямые AD и BC па-
раллельны.  

б) Найти площадь треугольника AKB, 
если известно, что радиусы окружно-
стей равны 4 и 1. 

Решение. а) Обозначим центры ок-
ружностей 1O  и 2O  соответственно (см. 
рис. 25). Пусть общая касательная, про-
ведённая к окружностям в точке K, пере-
секает AB в точке M. По свойству каса-
тельных, проведённых из одной точки, 
MA MK  и MK MB .  

Треугольник AKB, у которого медиана 
равна половине стороны, к которой она 
проведена, – прямоугольный. Вписанный 
угол AKD прямой, поэтому он опирается 
на диаметр AD. Значит, AD AB . Ана-
логично получаем, что BC AB . Следо-
вательно, прямые AD и BC параллельны. 

б) Пусть, для определенности, первая 
окружность имеет радиус 4, а радиус вто-
рой равен 1.  

Треугольники BKC и AKD подобны, 

поэтому 4AD
BC

. Пусть BKCS S , тогда 

16AKDS S .  

У треугольников AKB и BKC общая 
высота и : 4 :1AK KC , следовательно, 

AKB

BKC

S AK
S KC

, то есть 4AKBS S . 

Аналогично, 4CKDS S . 
Площадь трапеции ABCD равна 25S.  
Вычислим площадь трапеции ABCD. 

Проведём к AD перпендикуляр 2O H , 
равный высоте трапеции, и найдём его из 
прямоугольного треугольника 2 1O HO :  

2 2
2 1 2 1O H O O O H 2 2(4 1) (4 1) 4 . 

Тогда 
8 2 4 20

2 2ABCD
AD BCS AB . 

Следовательно, 25 20S . Отсюда 
0,8S  и 4 0,8 3,2AKBS . 

Ответ: 3,2. 
Пример 18. Окружности 1  и 2  ра-

диусов R  и r  ( rR ) соответственно 
касаются внешним образом в точке A . 
Через точку B , лежащую на окружно-
сти 1 , проведена прямая, касающаяся 
окружности 2  в точке M .  

а) Доказать, что отношение отрезков 
прямой AB , отсекаемых окружностями, 
равно отношению их радиусов. 

б) Найти ,BM  если известно, что 
.aAB  

Решение. а) Продолжим АВ до пересе-
чения с окружностью 2  в точке E  (см. 
рис. 26). Треугольники BAO1  и EAO2  

O1

O2

BMA

K
C

D

H

 
Рис. 25 
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A rO1

R
O2

B M

R
r

a

E
 

Рис. 26 

равнобедренные и подобные, так как 
.21 EAOABO  Следовательно, 

R
r

AB
AE . 

б) Подставляя в последнее отношение 

AB a , находим arAE
R

. По теореме о 

секущей и касательной имеем 
,2 BEBABM   

)(2 AEBABABM , 

,2

R
araaBM   

.1
R
ra

R
araaBM  

Ответ: 1 ra
R

. 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Окружности 1  и 2  радиусов R  и 
r  ( rR ) соответственно касаются внут-
ренним образом в точке A . Через точку 
B , лежащую на окружности 1 , прове-
дена прямая, касающаяся окружности 2  
в точке M .  

а) Докажите, что отношение отрезков 
прямой AB , отсекаемых окружностями, 
равно отношению их радиусов. 

б) Найдите ,BM  если известно, что 
.aAB  

2 (Лидер, 2013/14). Две окружности, 
касающиеся прямой в точках A  и B , пе-
ресекаются в точках C  и D , причем 

8AB , 15CD , при этом C  ближе к 
AB , чем D . 

а) Докажите, что прямая CD  делит от-
резок AB  пополам. 

б) Найдите медиану CE  треугольника 
ABC . 

3. Окружность с центром O  вписана в 
угол равный 60 . Окружность бóльшего 
радиуса с центром в 1O  также вписана в 
этот угол и проходит через точку O . 

а) Докажите, что радиус второй ок-
ружности вдвое больше радиуса первой. 

б) Найдите длину общей хорды этих 
окружностей, если известно, что радиус 
первой окружности равен 2 15 . 

4. Две окружности с центрами 1O  и 2O  
касаются общей внешней касательной в 
точках B  и C  соответственно и сами ка-
саются внешним образом в точке A .  

а) Докажите подобие треугольников 
ABD  и 2ACO , ACD  и 1ABO , где D – 
точка пересечения внутренней касатель-
ной и внешней касательной ВС. 

б) Найдите радиусы окружностей, если 
хорды 8AB  и 6AC . 

5. На сторонах острого угла АВС взяты 
точки А и С. Одна окружность касается 
прямой АВ в точке В и проходит через 
точку С. Вторая окружность касается 
прямой ВС в точке В и проходит через 
точку А. Точка D – вторая общая точка 
окружностей. 

а) Докажите подобие треугольников 
ABD  и BCD . 

б) Найдите AD, если AB a , CD b , 
BC c . 

Ответ: 1. 1 ra
R

. 2. 1. 3. 15. 4. 15
4

, 

20
3

. 5. 
2ab

c
. 

Взаимное расположение окружностей 
Методические указания. Взаимное 

расположение окружностей можно раз-
личать по внешнему признаку (касаю-
щиеся, пересекающиеся, непересекаю-
щиеся) или по внутреннему признаку 
(взаимное расположение центров окруж-
ностей относительно общей касательной, 
общей хорды и т.д.).  

При решении задач на касающиеся ок-
ружности полезно напомнить учащимся 
следующие факты (см. рис. 27).  
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 При любом способе касания точка 
касания и центры окружностей ле-
жат на одной прямой.  
 При внешнем касании центры ок-

ружностей расположены на линии 
центров по разные стороны от точки 
касания, при внутреннем – по одну 
сторону. 
 Расстояние между центрами ка-

сающихся окружностей радиусов R  и 
r  ( rR ) равно rR  при внешнем 
касании и rR  при внутреннем. 
В случае пересекающихся окружно-

стей возможны два варианта расположе-
ния центров окружностей относительно 
их общей хорды (см. рис. 28а и 28б). 

При решении подобных задач полезно 
напомнить учащимся следующие факты.  

 Пересекающиеся окружности в 
точках А и В имеют общую хорду АВ. 
 Общая хорда перпендикулярна ли-

нии центров и делится ею пополам. 
В задачах о расположении меньшей 

окружности внутри другой и касающейся 
хорды окружности большего радиуса (см. 

рис. 29) полезно напомнить учащимся 
следующее. 

 Вычисления расстояния между 
центрами окружностей сводятся к 
применению теоремы Пифагора в тре-
угольнике О1О2С, при этом расстояние 
О1А находится из теоремы Пифагора 
для треугольника МАО1 (см. рис. 29а, 
б).  

 
Методические указания. В качестве 

подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство 
1. Через точку А общей хорды АВ двух 

окружностей проведена прямая, пересе-
кающая первую окружность в точке С, а 
вторую – в точке D. Касательная к первой 
окружности в точке С и касательная ко 
второй окружности в точке D пересека-
ются в точке М. Докажите, что точки М, 
С, В и D лежат на одной окружности. 

2. Две равные окружности касаются 
внешним образом в точке М. Секущая, 
параллельная линии центров, пересекает 
окружности последовательно в точках А, 
В, С и D. Докажите, что величина угла 
АМС не зависит от выбора секущей. 

3. Две окружности пересекаются в 
точках A  и В. Точки A  и В лежат по раз-
ные стороны от прямой l , которая пере-
секает окружности соответственно в точ-
ках С, D, Е и М. Докажите, что сумма уг-
лов DBE   и CAM  равна 180 . 

Задачи на вычисление. 
4. Найдите отрезок общей внешней ка-

сательной к двум окружностям радиусов 
r  и R , касающихся внешним образом. 

5. Две окружности радиусов R  и 
2
R  

касаются друг друга внешним образом. 
Один из концов отрезка длины R2 , обра-
зующего угол 30  с линией центров, 
совпадает с центром окружности мень-

M O1

N
A B

M O1

N
A B

O2

O2

CC

 
 а б 
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шего радиуса. Какая часть отрезка лежит 
вне окружностей? 

6. Три окружности касаются внешним 
образом. Расстояние между центрами ок-
ружностей равны 7 см, 8 см и 9 см. Най-
дите радиусы окружностей. 

7. Две окружности пересекаются в 
точках А и В, через точку А проведены 
хорды АС и AD, касающиеся данных ок-
ружностей; 2:3: ADAC . Найдите от-
ношение ВDВC : . 

8. Окружности с центрами 1O  и 2O  
пересекаются в точках A  и B . Найдите 
радиусы окружностей, если aOO 21 , 

901BAO  и 2 60AO B . 

9. Окружности радиусов 20 и 3 каса-
ются внутренним образом. Хорда AB  
большей окружности касается меньшей 
окружности в точке M . Найдите длины 
отрезков AM  и MB , если 32AB . 

10. (ЕГЭ, 2010) В окружности, радиус 
которой равен 15, проведена хорда 

.24AB  Точка C  лежит на хорде AB  
так, что : 1: 2AC BC . Найдите радиус 
окружности, касающейся данной окруж-
ности и хорды AB  в точке C . 

Ответы: 4. rR2 . 5. 
4

73 . 6. 3; 4 и 5 

см. 7. 9:4. 8. ,
13

2a
 13

2a  или 

,
13

2a
13

2a . 9. 24 и 8; 13416  и 

13416 . 10. 
3
8  и 

3
32 .  

Рассмотрим задачи на доказательство и 
вычисление. 

Пример 19 (МИОО). Две окружности 
касаются внутренним образом. Третья 
окружность касается первых двух и их 
линии центров. 

а) Доказать, что периметр треуголь-
ника с вершинами в центрах трех ок-
ружностей равен диаметру наибольшей 
из этих окружностей. 

б) Найти радиус третьей окружно-
сти, если известно, что радиусы первых 
двух равны 6 и 2. 

Решение. Пусть AB  – диаметр боль-
шей из трех окружностей, O  – ее центр, 

1O  – центр окружности радиуса r , ка-
сающейся окружности с диаметром AB  в 
точке A , 2O  – центр окружности радиуса 
R , касающейся окружности с диаметром 
AB  в точке C , окружности с центром 1O  
– в точке D , отрезка AB  – в точке E  
(см. рис. 30). 

Точки 2,O O  и C  лежат на одной пря-
мой, поэтому 2 2OO OC O C  

OC R . Аналогично 1 1OO OA O A  
OA r  и 1 2 1 2O O O D O D r R . Сле-

довательно, периметр треугольника 
1 2OO O  равен  

1 2 1 2OO OO O O
2OA r OC R r R OA . 

б) Пусть 6, 2OA r . Тогда 2O E R , 

1 2 2O O R ,  

1 1 6 2 4OO OA O A , 

2 2 6OO OC O C R . 
Из прямоугольных треугольников 

1 2O O E  и 2OO E  по теореме Пифагора на-
ходим: 

2 2
1 1 2 2O E O O O E

2 2(2 ) 4 4R R R , 
2 2
2 2OE OO O E  

2 2(6 ) 36 12R R R . 
Так как 1 1O E OO OE , то получаем 

уравнение 4 4 4 36 12R R . От-
сюда 3R  (это значит, что диаметр ис-
комой окружности равен радиусу наи-

R
O2

D

OE

C

AB O1

r

 
Рис. 30 
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большей из трех окружностей, то есть 
точка E  совпадает с точкой O ). 

Ответ: 3. 

Пример 20. Две окружности пересе-
каются в точках A  и B .  

а) Доказать, что общая хорда AB  ок-
ружностей перпендикулярна их линии 
центров.  

б) Найти расстояние между центра-
ми окружностей, если 16AB , а их ра-
диусы равны 10 и 17. 

Решение. Отрезок AB  – общая хорда 
данных окружностей. В условии не ука-
зано расположение центров окружностей 
относительно AB . Поэтому задача до-
пускает два вида чертежа. 

а) Линия центров 21OO  перпендику-
лярна хорде AB  и делит ее в точке пере-
сечения C  пополам (см. рис. 28а, б). Это 
следует из равенства треугольников 

21 AOO  и 21BOO  по трем сторонам и сов-
падения оснований высот, опущенных из 
точек A  и B .  

б) Если центры окружностей лежат по 
разные стороны от их общей хорды AB  
(см. рис. 28а), то из прямоугольных тре-
угольников ACO1

 
и ACO2  соответст-

венно получаем: 15817 22
1CO  и 

6810 22
2CO . 
Искомое расстояние между центрами 

равно .216152121 COCOOO  
Если центры окружностей лежат по 

одну сторону от хорды AB  (см. рис. 28б), 
то, аналогично поступая, находим  

.96152121 COCOOO  
Ответ: 21 или 9. 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Три окружности радиусов 2, 4 и 6 

касаются друг друга внешним образом.  
а) Докажите, что окружность, прохо-

дящая через точки касания данных ок-
ружностей является вписанной в тре-
угольник с вершинами в их центрах. 

б) Найдите радиус этой окружности. 
2. На диаметре AB  полукруга взята 

точка C  и в полукруге на отрезках AC  и 
CB  как диаметрах построены два полу-
круга. Из точки C  восставлен перпенди-

куляр к AB  и с обеих сторон (от него) 
построены два круга, касающиеся как 
этого перпендикуляра, так и обоих полу-
кругов. 

а) Докажите, что радиусы построен-
ных кругов равны. 

б) Найдите их радиус, если 12AB  и 
: 1:3AC CD . 

3. Две окружности касаются внешним 
образом в точке C . Общая внешняя каса-
тельная касается первой окружности в 
точке A , а второй – в точке B . Прямая 
AC  пересекает вторую окружность в 
точке D , отличной от C .  

а) Докажите, что прямые BD  и AB  
перпендикулярны. 

б) Найдите BC , если 4,5AC , а 
2CD . 

4. Окружности с центрами 1O  и 2O  
разных радиусов пересекаются в точках А 
и В. Хорда АС большей окружности пе-
ресекает меньшую окружность в точке М 
и делится этой пополам. 

а) Докажите, что проекция отрезка 
1 2O O  на прямую АС в четыре раза мень-

ше АС. 
б) Найдите 1 2O O , если известно, что 

радиусы окружностей равны 5 и 17, а 
16AC . 

5. Две окружности радиусов R  и r   
( R r ) касаются внешним образом. Пря-
мая касается этих окружностей в различ-
ных точках A  и .B   

а) Докажите, что 2AB Rr . 
б) Найдите радиус окружности, ка-

сающейся данных окружностей и прямой 
AB , точка касания с прямой AB  которой 
расположена между точками A  и B .  

Ответы: 1. 2 . 2. 
9
8

. 3. 3. 4. 2 85 .  

5. 2( )
Rr

R r
. 

Ягуб
ов

.Р
Ф



 28 

§ 3. Многоугольники 
Приведем несколько полезных фактов. 
 Сумма внутренних углов выпук-

лого n-угольника равна )2(180 n , или 
)2(n  радиан. 

 Площадь любого четырехугольни-
ка выражается формулой  

sin
2
1

21ddS , 

где 1d  и 2d  – диагонали, а  – угол меж-
ду ними. 

 (Теорема Вариньона). Докажите, 
что середины сторон произвольного четы-
рехугольника являются вершинами па-
раллелограмма, площадь которого равна 
половине площади четырехугольника. 

 Отрезки прямых, соединяющие 
середины противоположных сторон че-
тырехугольника в точке своего пересече-
ния делятся пополам. 

 Сумма квадратов диагоналей че-
тырехугольника равна удвоенной сумме 
квадратов отрезков, соединяющих сере-
дины противоположных сторон. 

 Если биссектрисы всех углов мно-
гоугольника пересекаются в одной точке 
O, то в него можно вписать окружность. 
Точка O будет ее центром. 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

Задачи на доказательство. 
1. Докажите, что диагонали четырех-

угольника перпендикулярны тогда и толь-
ко тогда, когда суммы квадратов его про-
тивоположных сторон равны. 

2. Докажите, что диагонали четырех-
угольника перпендикулярны тогда и толь-
ко тогда, когда проекции их точки пересе-
чения на все стороны лежат на одной ок-
ружности. 

3. Из вершин четырехугольника опу-
щены перпендикуляры на его диагонали. 
Докажите, что четырехугольник, образо-
ванный их основаниями, подобен данно-
му. 

4. Пусть отрезки, соединяющие сере-
дины противоположных сторон четырех-
угольника, равны. Докажите, что диагона-
ли этого четырехугольника перпендику-
лярны. 

5. Пусть отрезок, соединяющий сере-
дины противоположных сторон четырех-
угольника, делит его на два равновеликих 
четырехугольника. Докажите, что в этом 
случае эти стороны параллельны. 

Задачи на вычисление. 
6. В четырехугольнике ABCD  

12AC , 16BD , BDAC . Найдите 
расстояние между серединами сторон 
AB  и CD . 

7. Диагонали AC  и BD  четырех-
угольника ABCD  пересекаются в точке 
O , площади треугольников AOB  и AOD  
равны соответственно 12 и 8, 

: 4 :5AO OC . Найдите площадь четы-
рехугольника. 

8. Найдите площадь четырехугольника 
ABCD , если известны площади тре-
угольников ABDS p ,  ACDS q , AEDS r , 
где Е – точка пересечения диагоналей. 

9. (ЕГЭ, 2005). В правильном шести-
угольнике 654321 АААААА  сторона равна 

.38  Отрезок BC  соединяет середины 
сторон 43 АА  и 65 АА . Найдите длину от-
резка, соединяющего середину стороны 

21 АА  с серединой отрезка BC . 
10. (ЕГЭ, 2003). Сторона правильного 

шестиугольника ABCDEF равна .332  
Найдите радиус окружности, вписанной в 
треугольник МРK, если М, Р и K – сере-
дины сторон АВ, CD, EF соответственно. 

Ответы: 6. 10. 7. 45. 8. ABDS p . 9. 
18. 10. 24. 

Рассмотрим задачу на доказательство и 
вычисление. 

Пример 21. В выпуклом четырех-
угольнике ABCD  на сторонах AD  и CD  
взяты точки M  и N  такие, что прямые 

A

K

B
L

C

M

D
N

E

 
Рис. 31 
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Рис. 32 

A
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B

CM
C1

B1

C2
A2

B2

 
Рис. 33 

CM  и AN  делят ABCD  на две фигуры 
равных площадей.  

а) Доказать, что ||AC MN .  
б) Найти отношение площадей четы-

рехугольников ABCD  и ABCO , где O  – 
точка пересечения BD  и MN .  

Решение. а) Так как четырехугольни-
ки ABCN  и ABCM  имеют по условию 
равные площади, а площадь треугольни-
ка ABC  у них общая, то треугольники 
ACN  и ACM  равновелики (см. рис. 32). 
Поскольку эти треугольники имеют об-
щее основание AC , то и высоты, опу-
щенные из вершин N  и M  на AC , рав-
ны. Следовательно, точки N  и M  рас-
положены по одну сторону и на одинако-
вом расстоянии от прямой AC . Значит, 

||AC MN . 

б) Заметим, что площадь четырех-
угольника ABCO  равна сумме площадей 
треугольников ABC  и ACO , причем 
площадь треугольника ACO  не зависит 
от положения точки O  на отрезке MN  
(основание не меняется, а высота имеет 
одно и то же значение). Следовательно, 
площадь треугольника ACO  равна пло-
щади треугольника AMC . Тогда площадь 
четырехугольника ABCO  равна площади 
четырехугольника ABCM  и составляет 
половину площади четырехугольника 
ABCD , т.е. искомое отношение равно 
1: 2 . 

Ответ: 1: 2 . 
Пример 22 (МИОО, 12.12.13). Медиа-

ны 1 1,AA BB  и 1CC  треугольника ABC  
пересекаются в точке M . Точки 2 2,A B  и 

2C  – середины отрезков ,MA MB  и MC  
соответственно. 

а) Доказать, что площадь шести-
угольника 1 2 1 2 1 2A B C A B C  вдвое меньше 
площади треугольника ABC . 

б) Найти сумму квадратов всех сто-
рон этого шестиугольника, если извест-
но, что 5AB , 8BC  и 10AC . 

Решение. а) Пусть площадь треуголь-
ника ABC  равна S . Так как медианы 
разбивают его на шесть равновеликих 
треугольников, то площади треугольни-
ков 1AC M , 1C BM , 1MBA , 1ACM , 1MCB  

и 1B AM  равны 
6
S  (см. рис. 33).  

Медианы точкой пересечения делятся 
в отношении 2 :1, считая от вершины, 
поэтому точки 2A , 2B , и 2C  делят попо-
лам отрезки AM , BM  и CM  соответст-
венно. Тогда площадь треугольника 

2 1A C M  вдвое меньше площади треуголь-

ника 1AC M  и равна 
12
S . Аналогично по-

лучаем, что площади треугольников 
1 2C B M , 2 1MB A , 1 2AC M , 2 1MC B  и 1 2B A M  

равны 
12
S . Тогда площадь шестиугольни-

ка 1 2 1 2 1 2A B C A B C  равна 6
12 2
S S , т.е. со-

ставляет половину площади треугольника 
ABC . 

б) Обозначим длины сторон BC , AC  
и AB  треугольника ABC  через , ,a b c . 
По формуле длины медианы, получаем  

2 2 2
2
1

2 2
4

b c aAA , 
2 2 2

2
1

2 2
4

a c bBB , 

2 2 2
2

1
2 2

4
a b cCC . 

Заметим, что  

1 2 1 2 1 1
1 1 2 1
2 2 3 3

C A AC BM BB BB ,  
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1 2 1 2 1
1 1
2 3

C B B C AM AA  и 

2 1 2 1 1
1 1
2 3

B A A B CM CC  (как средние 

линии соответствующих треугольников). 
Тогда 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1C A AC C B B C B A A B

2 2 2
1 1 1

2 ( )
9

BB AA CC

2 2 2 2 2 22 1 1(2 2 ) (2 2 )
9 4 4

a c b b c a

2 2 2 2 2 21 1 63(2 2 ) ( )
4 6 2

a b c a b c . 

Ответ: 31,5 . 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Диагонали АС и BD выпуклого че-

тырехугольника ABCD делят его на че-
тыре треугольника. Площади трех из них 
равны 1, 2, 3. 

а) Докажите, что выполняется равен-
ство AOB COD BOC AODS S S S . 

б) Найдите площадь данного четырех-
угольника. 

2. (МИОО, 19.05.14). Дан четырёх-
угольник ABCD .  

а) Докажите, что отрезки LN  и KM , 
соединяющие середины его противопо-
ложных сторон, делят друг друга попо-
лам.  

б) Найдите площадь четырёхугольника 
ABCD , если 3 3LM , 6 3KM , 

60KML .  
3. В выпуклом пятиугольнике ABCDE  

диагонали BE  и CE  являются биссек-
трисами углов при вершинах B  и C  со-
ответственно. 

а) Докажите, что точка E  есть центр 
вписанной или вневписанной окружности 
для треугольника ОСВ, где О – точка пе-
ресечения прямых CD и АВ.  

б) Найдите площадь пятиугольника 
ABCDE , если 35A , 145D , а 
площадь треугольника BCE  равна 11. 

4. Каждая сторона треугольника раз-
делена на три части в отношении 

: :m n m . 

а) Докажите, что три образовавшиеся 
треугольника подобны данному тре-
угольнику. 

б) Найдите площадь образовавшегося 
шестиугольника, вершинами которого 
служат точки деления, если площадь 
данного треугольника равна 16 и 

: : 1: 2:1m n m . 
5. В выпуклом четырехугольнике дли-

ны отрезков, соединяющих середины 
противоположных сторон, равны. 

а) Докажите, что четырехугольник с 
вершинами в серединах сторон данного 
четырехугольника является прямоуголь-
ником. 

б) Найдите площадь данного четырех-
угольника, зная, что  длины его диагона-
лей 2 и 4.  

Ответы: 1. 7,5 или 12 или 20
3

. 2. 54 3 . 

3. 22. 4. 13. 5. 4. 

Параллелограмм, прямоугольник, ромб 
Свойства параллелограмма: 
1. Противоположные стороны попарно 

равны. 
2. Противоположные углы попарно 

равны. 
3. Сумма углов, прилежащих к любой 

стороне, равна 180 . 
4. Диагонали точкой пересечения де-

лятся пополам. 
5. Точка пересечения диагоналей явля-

ется центром симметрии. 
6. Сумма квадратов диагоналей равна 

сумме квадратов всех сторон. 
7. Каждая диагональ делит параллело-

грамм на два равных треугольника. 
8. Две диагонали делят параллелограмм 

на четыре равновеликих треугольника. 
9. Высоты параллелограмма, опущен-

ные из одной вершины, образуют угол, 
равный углу параллелограмма при сосед-
ней вершине. 

10. Высоты обратно пропорциональны 
соответственным сторонам. 

11. Биссектриса угла параллелограмма от-
секает от него равнобедренный треугольник. 

12. Биссектрисы смежных углов па-
раллелограмма перпендикулярны, а бис-
сектрисы противоположных углов парал-
лельны или лежат на одной прямой. 
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13. Середина любого отрезка с конца-
ми на противоположных сторонах парал-
лелограмма лежит на прямой, проходя-
щей через середины двух других сторон. 

Признаки параллелограмма. 
Четырехугольник является параллело-

граммом, если: 
1) две его стороны равны и параллель-

ны; 
2) его противоположные стороны по-

парно равны; 
3) его противоположные углы попарно 

равны; 
4) его диагонали пересекаются и точ-

кой пересечения делятся пополам. 
Формулы площади параллелограмма: 

sin
2
1sin 21ddabahS , 

где a  – основание, h  – высота; a  и b  – 
стороны, а  – угол между ними; 1d  и 2d  
– диагонали, а  – угол между ними. 

Свойства ромба:  
1. Ромб обладает всеми свойствами 

параллелограмма. 
2. Диагонали ромба перпендикулярны 

друг другу. 
3. Диагонали ромба являются биссек-

трисами его внутренних углов. 
4. Диагонали ромба являются его ося-

ми симметрии. 
5. Высоты ромба равны. 
6. В ромб можно вписать окружность. 

Признаки ромба. Параллелограмм яв-
ляется ромбом, если выполняется одно из 
следующих условий: 

1) все его стороны равны между собой; 
2) его диагонали пересекаются под 

прямым углом; 
3) одна из его диагоналей является 

биссектрисой его угла. 
Формулы площади ромба: 

ahddaS 21
2

2
1sin , 

где a  и  – сторона ромба и угол между 
сторонами соответственно, 1d  и 2d – диаго-
нали, h  – высота. 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач можно предло-
жить следующие. 

 

Задачи на доказательство. 
1. Докажите, что для произвольной 

точки X  внутри параллелограмма выпол-
няется равенство 

ABX CDX BCX ADXS S S S . 
2. Докажите, что биссектрисы внутрен-

них углов параллелограмма в пересечении 
образуют прямоугольник, длины диагона-
лей которого равны разности неравных 
сторон параллелограмма. 

3. Пусть точки , , ,P Q R T  середины 
сторон , ,AB BC CD  и DA  параллело-
грамма ABCD . Докажите, что при пере-
сечении прямых , ,AQ BR CT  и DP  обра-
зуется параллелограмм, площадь которого 
составляет пятую часть площади исходно-
го параллелограмма. 

4. Докажите, что если каждая из диаго-
налей четырехугольника делит его пло-
щадь пополам, то этот четырехугольник – 
параллелограмм. 

5. Диагонали разбивают четырехуголь-
ник на четыре треугольника. Докажите, 
что если радиусы вписанных в них ок-
ружностей равны, то четырехугольник – 
ромб. 

6. Докажите, что если четырехугольник 
диагонали разбивают его на четыре тре-
угольника с равными периметрами, то че-
тырехугольник – ромб. 

Задачи на вычисление.  
7. Дан параллелограмм ABCD . Бис-

сектрисы его углов A  и D  делят сторону 
BC  на три равные части. Найдите сторо-
ны параллелограмма, если его периметр 
равен 40. 

8. (ЕГЭ, 2007). В параллелограмме 
ABCD  биссектриса угла D  пересекает 
сторону AB  в точке K  и прямую BC  в 
точке P . Найдите периметр треугольни-
ка CDP , если 18DK , 24PK , 

15AD . 
9. Внутри параллелограмма ABCD  

взята произвольная точка M  так, что 
, . Найдите площадь 

параллелограмма. 
10. В параллелограмме со сторонами 

a  и b  и углом  проведены биссектрисы 
четырех углов. Найдите площадь четы-
рехугольника, ограниченного биссектри-
сами.  
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Ответ: 7. 5; 15 или 8; 12. 8. 112. 9. 

1 22( ).S S  10. sin
2

)( 2baS . 

Рассмотрим задачи на доказательство и 
вычисление. 

    Пример 23. В параллелограмме ABCD  
биссектриса угла A  пересекает сторону 
BC  в точке 1A , биссектриса угла C  пе-
ресекает сторону AD  в точке 1C . K  – 
точка пересечения 1BC  и 1AA , M  – точ-
ка пересечения 1A D  и 1CC . Площадь че-
тырехугольника, ограниченного прямыми 

1AA , 1CC , 1BC  и 1A D  равна 6, 
: 3:5AB BC . 

а) Доказать, что четырехугольник 
1 1KA MC  – параллелограмм. 
б) Найти площадь параллелограмма 

ABCD . 

Решение. В параллелограмме равны 
противоположные углы A C  и про-
тивоположные стороны AB CD , 
AD BC  (см. рис. 34). Так как 1AA  бис-
сектриса A , то 1 1BAA A AC  и 

1 1BA A A AC  как внутренние накрест 
лежащие углы при параллельных пря-
мых. Следовательно, треугольник 1ABA  
равнобедренный, 1AB BA . Соответст-
венно треугольник 1DC C  также равно-
бедренный, 1CD C D . Так как отрезки 

1BA  и 1C D  равны и лежат на параллель-
ных сторонах параллелограмма ABCD , 
то четырехугольник 1 1BA DC  – параллело-
грамм. Аналогично четырехугольник 

1 1AACC  – параллелограмм (отрезки 1AC  и 

1AC  равны 1 1AC BC BA  

1 1AD DC AC  и лежат на параллель-
ных сторонах параллелограмма ABCD ). 
Значит, противоположные стороны четы-
рехугольника 1 1KA MC  попарно парал-
лельны. Так как отрезки параллельных 
прямых, заключенные между двумя дру-
гими параллельными прямыми, равны, то 
в 1 1KA MC  противоположные стороны 

равны и параллельны. Следовательно, он 
– параллелограмм. 

б) Диагональ 1 1AC  параллелограмма 

1 1KA MC  разбивает его на два треугольни-
ка площади 3. Так как по условию 

: 3:5AB BC  и 1AB BA , то 

1 1: 3: 2BA AC . По теореме Фалеса 

1 1: : 3: 2BK KC BA AC . Отсюда пло-
щади треугольников 1BKA  и 1 1C KA  отно-
сятся как 

1 1 1 1: : 3: 2BKA C KAS S BK KC . 
Тогда  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 7,5
2BA C BKA C KA C KA C KAS S S S S . 

Так как 
1 1 1 1 1 1: :BA C C A CS S BA AC  

3: 2 , то 
1 1 1 1

2 5
3C A C BA CS S . Тогда  

1 1 1 1 1 1ABCD ABC BA C A C C C CDS S S S S  

1 1 1 1
2( ) 25C BA A C CS S . 

Ответ: 25. 

Пример 24. (МИОО, 26.02.2014, 10 
кл.). Точка M  середина стороны AD  
параллелограмма ABCD . Из вершины A  
проведены два луча, которые разбивают 
отрезок BM  на три равные части. 

а) Доказать, что один из лучей со-
держит диагональ параллелограмма. 

б) Найти площадь четырёхугольника, 
ограниченного двумя проведенными лу-
чами и прямыми BD  и BC , если площадь 
параллелограмма ABCD  равна 40. 

Решение. а) Пусть O  точка пересе-
чения диагоналей параллелограмма 
ABCD , R  точка пересечения отрезка 
BM  с диагональю AC  (см. рис. 35). Из 
подобия треугольников ARN  и CRB  

следует 1
2

MR AM
BR BC

. Следовательно, 

1
3

MR BM .  

A

B C

D

A1

K M

C1  
Рис. 34 
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A

B C

D

L

R

N

P
O

M  
Рис. 35 

Пусть точка P  середина BR . Тогда 
BP PR RM . Это означает, что один из 
лучей, проведенных из вершины A  и 
разбивающих отрезок BM  на три равные 
части, содержит диагональ параллело-
грамма. 

б) Пусть L  точка пересечения AN  и 
BD . Площадь четырехугольника 
LNCO  искомая. Пусть площадь парал-
лелограмма ABCD  равна S . Тогда пло-

щадь треугольника BOC  равна 
4
S . Из 

подобия треугольников APM  и NPB  

следует 1
2

BN BP
AM PM

. Отсюда 

1 1
2 4

BN AM BC . Из подобия тре-

угольников DAL  и BNL  следует 
1
4

BL BN
LD AD

. Отсюда 

1 1 2
4 5 5

BL LD BD BO . Так как  

1 sin
2
1 sin
2

LBN

BOC

BN BL LBNS
S BC BO LBN

1 2 1
4 5 10

BN BL
BC BO

. 

Отсюда 
40LBN
SS . Тогда  

4 40LNCO BOC LBN
S SS S S

9 9 40 9
40 40

S . 

Ответ: 9. 

Задачи для самостоятельного решения 
1 (МИОО, 14.11.13). Биссектриса угла 

ADC  параллелограмма ABCD  пересека-
ет прямую AB  в точке E . В треугольник 
ADE  вписана окружность, касающаяся 

стороны AE  в точке K  и стороны AD  в 
точке T . 

а) Докажите, что прямые KT  и DE  
параллельны. 

б) Найдите угол BAD , если известно, 
что 8AD  и 4KT .  

2 (МИОО, 26.02.2014, 10 кл.). На сто-
ронах AD  и BC  параллелограмма 
ABCD  взяты соответственно точки M  и 
N , причём M  – середина AD , а 

: 1:3BN NC . 
а) Докажите, что прямые AN  и AC  

делят отрезок BM  на три равные части. 
б) Найдите площадь четырёхугольни-

ка, вершины которого находятся в точках 
C , N  и точках пересечения прямой BM  
с прямыми AN  и AC , если площадь па-
раллелограмма ABCD  равна 48. 

3 (МИОО). На сторонах , ,AB BC  CD  
и AD  параллелограмма ABCD  взяты 
точки , ,K L M  и N  соответственно, 

причем AK BL CM DN
KB LC MD NA

.  

а) Докажите, что четырехугольник 
KLMN  – параллелограмм, а его центр 
совпадает с центром параллелограмма 
ABCD . 

б) Найдите отношение площадей па-
раллелограммов KLMN  и ABCD , если 
известно, что : 3: 2AK KB . 

4. В ромбе EFQH известно, что 
FEH . В ромб вписана окружность 

радиуса r . К окружности проведена ка-
сательная, пересекающая сторону ромба 
FQ  в точке A , а сторону QH в точке B .  

а) Докажите, что окружность, вписан-
ная в ромб, является вневписанной ок-
ружностью треугольника ABQ, касаю-
щейся стороны AB .  

б) Найдите длину отрезка AB , если 
площадь отсекаемого треугольника равна 
S . 

5. На сторонах AD и DC параллело-
грамма ABCD взяты соответственно точ-
ки N и M. Отрезки ВМ и CN пересекаются 
в точке О. 

а) Докажите подобие треугольников 
KNA и CND, МОС и BOK, где 
K CN BA . 
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б) Найдите отношение :OM OB , если 
: 1:3AN AD , : 1: 4DM DC . 

Ответ. 1. 60 . 2. 14. 3. 13: 25 . 4. 

ctg
2

Sr
r

. 5. 1: 2 . 

Трапеция 
Свойства трапеции: 
1. Сумма углов, прилежащих к боко-

вой стороне, равна 180 . 
2. Биссектриса угла трапеции, пересе-

кающая второе основание, отсекает от 
трапеции равнобедренный треугольник. 

3. Средняя линия трапеции делит лю-
бой отрезок с концами, лежащими на пря-
мых, содержащих основания, пополам. 

4. Диагонали трапеции разбивают ее 
на четыре треугольника, причем тре-
угольники, прилежащие к основаниям, 
подобны друг другу, а треугольники, 
прилежащие к боковым сторонам, равно-
велики, т.е. имеют равные площади.  

5. В любой трапеции следующие че-
тыре точки лежат на одной прямой: сере-
дины оснований, точка пересечения диа-
гоналей, точка пересечения продолжений 
боковых сторон. 

6. Если в трапецию вписана окруж-
ность, то отрезки, соединяющие центр 
окружности с концами боковой стороны 
трапеции, перпендикулярны. 

7. Если в трапецию вписана окруж-
ность и qpnm ,,,  длины отрезков бо-
ковых сторон от точек касания до вер-
шин, то для вычисления радиуса вписан-
ной в нее окружности можно использо-
вать формулы: pqmnr . 

Признак трапеции. Четырехугольник 
является трапецией, если его параллель-
ные стороны не равны. 

Площадь трапеции с основаниями a  и 
b , высотой h  и средней линией m  вы-
ражается формулой  

2
a bS h mh . 

Задачи на доказательство. 
1. Пусть отрезок, соединяющий сере-

дины противоположных сторон четырех-
угольника, делит его на два равновеликих 

четырехугольника. Докажите, что в этом 
случае эти стороны параллельны. 

2. Две окружности пересекаются в точ-
ках A  и B . Через эти точки проведены 
секущие MN  и KL . Докажите, что четы-
рехугольник MNKL  является трапецией. 

3. На средней линии трапеции ABCD  с 
основаниями AD  и BC  выбрали произ-
вольную точку E . Докажите, что сумма 
площадей треугольников BEC  и AED  
равна половине площади трапеции. 

4. Докажите, что прямая, соединяющая 
точку пересечения диагоналей трапеции с 
точкой пересечения продолжений ее бо-
ковых сторон, делит основания трапеции 
пополам. 

5. Сумма углов при одном из основа-
ний трапеции равна 90 . Докажите, что 
отрезок, соединяющий середины основа-
ний трапеции, равен их полуразности. 

Задачи на вычисление. 
6. Найдите длину отрезка, отсекаемого 

от прямой параллельной основаниям тра-
пеции и проходящей через точку пересе-
чения диагоналей, Если основания равны 
a  и b . 

7. В трапеции длины оснований равны 
5 и 15 см, а длины диагоналей – 12 и 16 
см. Найдите площадь трапеции. 

8. В трапеции боковые стороны равны 
17 и 25 см, а основания – 16 и 44 см. 
Найдите площадь трапеции. 

9. Основания трапеции равны a  и  b . 
Найдите длину отрезка, параллельного 
основаниям и делящего площадь трапе-
ции пополам. 

10. Окружность с центром O  описана 
около трапеции ABCD  с основаниями 
AD  и BC . Найдите площадь трапеции, 
если ее средняя линия равна 3, 

3sin
5

AOB  и точка O  лежит вне тра-

пеции.  

Ответы: 6. 2ab
a b

. 7. 96 см2. 8. 450 см2. 9. 

2/)( 22 ba . 10. 3. 

Рассмотрим задачи на доказательство и 
вычисление. 
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Рис. 37 

Пример 25. Трапеция с основаниями 
вписана в окружность.  

а) Доказать, что трапеция равнобед-
ренная. 

б) Найти высоту трапеции, если ее 
основания равны 14 и 40, радиус окруж-
ность 25, а ее центр лежит внутри 
трапеции. 

Решение. а) Так как основания трапе-
ции параллельны, то равны дуги, заклю-
ченные между параллельными прямыми, 
пересекающими окружность. Соответст-
венно равны хорды, опирающиеся на эти 
дуги. Следовательно, равны боковые сто-
роны трапеции. 

б) Пусть 14BC  – хорда окружности 
радиуса 25. Существует две хорды, па-
раллельные BC  и равные 40 (см. рис. 36). 
Соответственно, в окружность можно 
вписать две трапеции с основаниями 14 и 
40. Центр O лежит на серединном пер-
пендикуляре к BC . 

Так как по условию задачи центр O  
окружности лежит внутри трапеции 
ABCD , то высота OFEOEF . Из 
прямоугольного треугольника AOE , в 

котором 25AO , 20
2
40

2
ADAE , 

получаем  
152025 2222 AEAOEO . 

Из прямоугольного треугольника 

BFO , в котором 25BO , 7
2

BCBF , 

получаем  
24725 2222 BFBOOF . 

Тогда 392415OFEOEF . 

Ответ: 39. 
Пример 26 (МИОО, 22.04.14). На 

диагонали параллелограмма взяли точку, 

отличную от её середины. Из неё на все 
стороны параллелограмма (или их про-
должения) опустили перпендикуляры. 

а) Доказать, что четырёхугольник, 
образованный основаниями этих перпен-
дикуляров, является трапецией. 

б) Найти площадь этой трапеции, ес-
ли площадь параллелограмма равна 16, а 
один из его углов равен 60° . 

Решение. а) Возьмем на диагонали 
AC  параллелограмма ABCD  точку O  
(не посередине) и проведем через нее 
перпендикуляры MK  и NL  к сторонам 
параллелограмма (см. рис. 37). Из подо-
бия прямоугольных треугольников OMC  

и OKA  следует OK AO
MO OC

, а из подобия 

прямоугольных треугольников ANO  и 

CLO  следует NO AO
OL OC

. Тогда тре-

угольники KNO  и MLO  также подобны, 

поскольку NOK MOL  и OK NO
MO OL

. 

Следовательно, равны накрест лежащие 
углы KNO OLM , а значит пря-
мые NK  и ML  параллельны. 

Покажем, что четырехугольник 
KNML  – трапеция. Если бы KNML  был 
параллелограммом, то его диагонали точ-
кой пересечения делились бы пополам, 
т.е. выполнялось бы равенство MO OK . 
Но в этом случае AO OC , что противо-
речит условию. Значит KNML  – трапе-
ция. 

б) Пусть площадь параллелограмма 
равна S , а его острый угол – . Угол 
между диагоналями NL  и MK  трапеции 
KNML  равен углу между перпендику-
лярными им прямыми AB  и AD , т.е. 

CB

O
A

A1

D

D1

E

F
E1
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также равен . Тогда площадь трапеции 
равна  

1 sin
2

NL MK

1 ( sin ) ( sin ) sin
2

AD AB

2 2( sin ) sin sin
2 2

AD AB S . 

Так как по условию 16S , 60 , то 
216 sin 60 6

2
. 

Ответ: 6.  

Задачи для самостоятельного решения 
1. Боковые стороны трапеции лежат на 

перпендикулярных прямых.  
а) Докажите, что четырехугольник с 

вершинами в серединах диагоналей и в 
серединах оснований трапеции – прямо-
угольник.  

б) Найдите площадь трапеции, если ее 
меньшее основание равно 7, а стороны 
рассмотренного выше прямоугольника 
равны 6 и 2,5.  

2. Пусть точки M и N – середины ос-
нований трапеции, а длина отрезка MN 
равна средней линии трапеции. 

а) Докажите, что диагонали перпенди-
кулярны.  

б) Найдите площадь рассматриваемой 
трапеции, если одна из диагоналей равна 
12, а 9MN . 

3. Расстояние между серединами М и 
K диагоналей АС и BD соответственно в 
трапеции ABCD равно 5, а ее боковые 
стороны 6AB  и 8CD . 

а) Докажите, что прямые, содержащие 
боковые стороны, перпендикулярны.  

б) Найдите площадь четырехугольника 
MPKQ, где Р и Q – середины отрезков ВС 
и AD соответственно. 

4. В трапеции ABCD диагонали AC и 
BD пересекаются под прямым углом. Из-
вестно, что BAC CDB . 

а) Докажите, что около трапеции 
ABCD можно описать окружность. 

б) Найдите площадь треугольника 
AKD, если площадь трапеции равна S, а 
продолжения боковых сторон AB и DC 
пересекаются в точке K под углом 30 . 

5 (ЕГЭ, 2014). Одна окружность впи-
сана в прямоугольную трапецию, а вто-
рая касается бóльшей боковой стороны и 
продолжений оснований.  

а) Докажите, что расстояние между 
центрами окружностей равно бóльшей 
боковой стороне трапеции. 

б) Найдите расстояние от вершины 
одного из прямых углов трапеции, до 
центра второй окружности, если точка 
касания первой окружности с бóльшей 
боковой стороной трапеции делит ее на 
отрезки, равные 5 и 20. 

Ответы: 1. 810
13

. 2. 36 5 . 3. 12. 4. 113. 

5. 5 53 . 

Вписанный и описанный  
четырехугольники 

Приведем несколько полезных фактов. 
 В четырехугольник можно вписать 

окружность тогда и только тогда, когда 
суммы его противоположных сторон 
равны друг другу. 

 Для того чтобы четырехугольник 
ABCD  был вписанным необходимо и 
достаточно выполнения любого из сле-
дующих условий: 

– сумма двух противоположных углов 
четырехугольника равна 180 ; 
– ABCD  – выпуклый четырехугольник 
и ABD ACD . 

Задачи на доказательство. 
1. Докажите, что если в четырехуголь-

ник можно вписать окружность, то: 
а) окружности, вписанные в два тре-

угольника, на которые четырехугольник 
разбивается диагональю, касаются друг 
друга; 

б) точки касания этих окружностей со 
сторонами являются вершинами вписан-
ного четырехугольника. 

2. (Теорема Ньютона). Докажите, что 
если в четырехугольник можно вписать 
окружность, то ее центр лежит на одной 
прямой с серединами диагоналей.  

3. Около окружности с центром O  
описан четырехугольник ABCD . Докажи-
те, что справедливо соотношение: 

180AOB COD . 
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Рис. 38 

4. Докажите, что если во вписанном че-
тырехугольнике одна из диагоналей явля-
ются диаметром описанной окружности, 
то проекции противоположных сторон на 
другую диагональ равны. 

5. Докажите, что во вписанном четы-
рехугольнике биссектриса внутреннего 
угла пересекается с биссектрисой проти-
воположного внешнего угла в точке, ле-
жащей на описанной окружности. 

Задачи на вычисление. 
6. Найдите радиус окружности, впи-

санной в прямоугольную трапецию с ос-
нованиями а и b. 

7. Окружность проходит через верши-
ны B, C и D трапеции ABCD и касается 
стороны AB в точке B. Найдите длину 
диагонали BD, если длины оснований 
трапеции равны a  и b . 

8. В ромб с острым углом 30  вписан 
круг, а в круг – квадрат. Найдите отноше-
ние площади ромба к площади квадрата. 

9. Вершины прямоугольника, вписанно-
го в окружность, делят ее на четыре дуги. 
Найдите расстояние от середины одной из 
больших дуг до вершин прямоугольника, 
если стороны его равны 24 и 7 см. 

10. Трапеция ABCD вписана в окруж-
ность. Найдите среднюю линию трапе-
ции, если ее большее основание AD равно 

15, синус угла ВАС равен 1
3

, синус угла 

ABD равен 5
9

. 

Ответы: 6. ab
a b

. 7. ab . 8. 4. 9. 15 

см и 20 см. 10. 12. 

Пример 27. (ФИПИ, 19.01.14). В вы-
пуклом четырехугольнике ABCD  из-
вестно, 2AB , 21BC , 11AD  и 

18CD , 445AC .  
а) Доказать, что около четырехуголь-

ника ABCD  можно описать окруж-
ность.  

б) Найти угол между его диагоналями. 

Решение. Около четырехугольника 
ABCD  можно описать окружность тогда 
и только тогда, когда сумма его противо-
положных углов равна 180 , т.е. 

180A C B D  (см. рис. 38). 

Поскольку в треугольнике ACD  вы-
полняется равенство 2 2 2AC AD CD , 
так как 2 2 2( 445) 18 11  есть верное 
равенство, то 90D . 

Аналогично в треугольнике ABC  вы-
полняется равенство 2 2 2AC AB BC , 
так как 2 2 2( 445) 2 21  есть верное ра-
венство, то 90B . 

Следовательно, 180B D . В 
выпуклом четырехугольнике сумма углов 
равна 360 . Тогда и 180A C . 
Значит, четырехугольник ABCD  вписан-
ный. 

б) Найдем площадь четырехугольника 
ABCD .  

ABCD ABC ACDS S S
1 1
2 2

AB BC AD CD

1 12 21 11 18 120
2 2

. 

Так как четырехугольник ABCD  впи-
санный, и 90B , то AC  – диаметр. 
Отсюда радиус R  окружности, описан-
ной около четырехугольника ABCD , ра-

вен 445
2

. 

Из прямоугольных треугольников 
ABC  и ACD  находим: 

21sin
445

BCBAC
AC

,  

2cos
445

ABBAC
AC

, 

18sin
445

CDCAD
AC

, 

11cos
445

CDCAD
AC

. 

Ягуб
ов

.Р
Ф



 38 

A

KB

C
O

 
Рис. 39 

Отсюда 

sin sin( )BAD BAC CAD  
21 11 2 18 267 3

445 5445 445 445 445
. 

Тогда по формуле 2 sinBD R BAD  

получаем 445 3 2672
2 5 445

BD . 

Из формулы 1 sin
2ABCDS BD AC , 

где  – угол между диагоналями, полу-

чаем 2 240 80sin 267 89445
445

ABCDS
BD AC

. 

Ответ: 80arcsin
89

. 

Пример 28. (ЕГЭ, 2014). Около ост-
роугольного треугольника ABC  описана 
окружность с центром O . На продол-
жении отрезка AO  за точку O  отмече-
на точка K  так, что 

90BAC AKC .  
а) Доказать, что четырехугольник 

OBKC  вписанный.  
б) Найти радиус окружности, опи-

санной около четырехугольника OBKC , 
если cos 0,6BAC , а 48BC . 

Решение. а) Пусть BAC , тогда 
90OKC AKC  и BOC  

2 2BAC  (см. рис. 39).  
Треугольник BOC  равнобедренный, 

следовательно,  

180 2 90
2

OBC OCB ; 

OBC OKC . 

Получаем, что точки , , ,O B K C  лежат 
на одной окружности. Следовательно, 
четырехугольник OBKC  вписанный. 

б) По условию cos 0,6BAC , по-
этому sin 0,8BAC .  

Радиус окружности, описанной около 
треугольника ABC , равен  

48 30
2sin 2 0,8

BCOC
BAC

. 

Пусть R  – радиус окружности, опи-
санной около четырехугольника OBKC . 
В треугольнике OCK  имеем  

2sin 2sin(90 )
OC OCR

OKC
30 25

2cos 2 0,6
OC . 

Ответ: 25. 

Задачи для самостоятельного решения 
1. В окружность вписан четырёх-

угольник MNPQ , диагонали которого 
взаимно перпендикулярны и пересекают-
ся в точке F . Прямая, проходящая через 
точку F  и середину стороны NP , пере-
секает сторону MQ  в точке H . 

а) Докажите, что FH  – высота тре-
угольника MFQ . 

б) Найдите длину FH , если 6PQ , 
5NF , MNQ . 

2. (ФИПИ, 19.01.14). В выпуклом че-
тырехугольнике ABCD  известно, 

7AB , 24BC , 20AD  и 15CD , 
25AC .  

а) Докажите, что около четырехуголь-
ника ABCD  можно описать окружность.  

б) Найдите угол между его диагоналя-
ми. 

3. В четырехугольник ABCD  вписана 
окружность с центром в точке O . Через 
точки A , B , C  и D  перпендикулярно 
ОА, ОВ, ОС и OD проведены прямые al , 

bl , cl , dl  соответственно. Прямые al  и bl  
пересекаются в точке K, bl  и cl  – в L, cl  и 

dl  – в M, dl  и al  – в N. 
а) Докажите, что KM и LN пересекают-

ся в точке О. 
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б) Найдите ON, если 4OK , 2OL , 
3OM . 

4. (ЕГЭ, 2014). В остроугольном тре-
угольнике ABC  проведены высоты 1BB  
и 1CC , пересекающиеся в точке H . 

а) Докажите, что углы 1 1BB C  и BAH  
равны. 

б) Найдите расстояние от центра O  
описанной окружности около треуголь-

ника ABC  до BC , если 1 1
3 2

2
B C  и 

угол BAC  равен 45 . 

5. На гипотенузу AB  прямоугольного 
треугольника ABC  опустили высоту 
CH . Из точки H  на катеты опустили 
перпендикуляры HK  и HE .  

а) Доказать, что точки , ,A B K  и E  
лежат на одной окружности. 

б) Найти радиус этой окружности, если 
12AB , 5CH . 

Ответы: 1. 261sin 25 . 2. arcsin 0,8 . 
3. 6. 4. 1,5. 5. 6,5. 
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