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Введение 

 
Квадратичная функция является одной из наиболее изу-

ченных функций школьного курса алгебры, для которой доказаны 
многие свойства, и задачи на которую в явном или неявном виде 
часто встречаются на математических олимпиадах  и ЕГЭ. Это за-
дачи с параметрами на общие свойства параболы, на существова-
ние решений и число решений, теорему Виета, расположение кор-
ней квадратного уравнения, геометрию параболы.  

Для решения этих задач требуется как знание фактическо-
го материала, так и общее понимание  алгебраических свойств  
квадратичной функции и геометрии ее графика. В ряде случаев 

геометрическая  интерпретация может подсказать алгоритм ре-
шения или   проверить логическую  правильность рассуждений.  

В пособии систематизированы основные знания по квадра-
тичной функции, приведены  доказательства и геометрическая 
интерпретация основных свойств, показаны их применения для 
решения задач различного уровня сложности. 

Приведен список задач для самостоятельного решения,  
список олимпиадных задач и задач повышенного уровня сложно-
сти. 
 

 

1.  Общие сведения  
 

     Рассмотрим функцию .2axy    

График этой функции (рис. 1)  называется параболой.  
 

 

 
Рис. 1 

  
 

 

Рис.2 
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График функции  2
0y a x x d     тоже является параболой с 

вершиной в точке  0 ,x d  и получается из графика 2y ax  смеще-

нием вершины параболы на величину 0x  по оси OX   и  на величи-
ну  d   по оси  OY (рис.2) 

 

Определение. Квадратным трехчленом называется  выраже-
ние вида .)( 2 cbxaxxf   

Выражение 2x px q   называется приведенным  квадратным  
трехчленом.  

Выделим «полный квадрат» из квадратного трехчлена        

cbxax 2
=  .

4
4

2

22

a
acb

a
bxa 







      (1)    

          Например, 22)3(24122)( 22  xxxxf –  парабола 
с ветвями, направленными вверх,  и координатами вершины 

),22,3(   а  4)1(23)( 22  xxxxf –  парабола с ветвя-
ми, направленными вниз, координатами вершины )4;1(  и осью 
симметрии  .1x  

  

 Свойства функции, вытекающие из формулы (1): 
 

1. График квадратного трехчлена – парабола с вершиной в 

точке   .
4

4;
2

);(
2








 


a
acb

a
byx bb    

2. График функции пересекается с осью  OY   в точке  
.)0(0 cfy   

2.  Если 0a  , то функция cbxaxxf  2)(   монотонно убы-

вает на интервале ]
2

;(
a
b

  и монотонно возрастает на ин-

тервале ).;
2

[ 
a
b
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3. Если 0a  , то функция  cbxaxxf  2)(  монотонно воз-

растает на интервале ]
2

;(
a
b

   и монотонно убывает на ин-

тервале  ).;
2

[ 
a
b

 

4. Если 0a  , то 
2

2 4
4
ac bax bx c
a


    для любого x R . 

5. Если 0a  , то 
2

2 4
4
ac bax bx c
a


    для любого x R . 

6. Парабола   2f x ax bx c    симметрична относительно  

оси   .
2a
bx 

  

7. Если существует точка p  такая,  что   ,0 pfa  то   .0D  
 

      Пример 1.1 По виду графиков функции  ,)( 2 cbxaxxf   

представленных на рисунках  3 и  4, определите знаки коэффици-
ентов .,, cba   

       Решение. У параболы на рисунке 3  ветви направлены вверх, 

поэтому .0a  Координата вершины ,0
2





a
bxв следовательно 

.0b  Наконец, из графика видно, что значение функции в нуле 
.0)0( cf  Таким образом, .0,0,0  cba  

 

                        
 

рис. 3 

 

 
рис.4 
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Аналогично, из вида график на рис. 4,  получаем условия 

0,0,0  cba (ветви параболы направлены вниз, ,0
2





a
bxв и 

0)0( cf ). 

 

1. Решение квадратных уравнений  2 0ax bx c    

 

Определение     Выражение 2 4D b ac   называется дис-
криминантом квадратного уравнения.  

 
Из формулы (1) следует,  что если x  корень квадратного уравне-
ния, то  

 .
4

4
2 2

22

a
acb

a
bx 







    (2) 

    ТЕОРЕМА 1  (О существовании корней квадратного уравнения)  
Если 0D  , то уравнение 2 0ax bx c    не имеет корней. 
Если 0D  , то уравнение 2 0ax bx c    имеет единственный ко-

рень 
2
bx
a


 . 

Если 0D  , то уравнение 2 0ax bx c    имеет два различных  

корня 1,2 2
b Dx
a

 
 . 

Следствие. .12 a
Dxx    

 Геометрическая интерпретация теоремы    

                                                                     

         0a  

 

 
0D    

 (нет корней) 

 

 
0D    

 (один корень) 

 

 
0D   

 (два корня) 
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0a  

 

 
0D   

 (нет корней) 

 

 
0D   

(один корень) 

 

 
0D  

 (два корня) 

 

Пример 1.2 При каких значениях параметра b  функция 

  2

1
4 3 1

f x
x x b


  

   определена  при  всех  значениях   ?x  

Решение. Функция )(xf  будет определена при всех значени-

ях x, если 2 4 3 1 0x x b     при всех x. Уравнение 
2 4 3 1 0x x b     не имеет корней, если  16 4 1 3 0D b    . Ре-

шая последнее неравенство, получаем условие 1b   .  Ответ: 
1b   . 

 
Пример 1.3 При каких значениях  параметра a  уравнение 

  24 6 1 0a x x     имеет единственное решение?  

Решение. Уравнение имеет единственное решение, если 
 36 4 4 52 4 0D a a      .  Ответ:  .13a  

Пример 1.4 Укажите область определения и область значений 

функции .23)( 2xxxf   

Решение. Пусть .223)( xxxg   Графиком функции )(xg  явля-
ется парабола с ветвями, направленными вниз, и координатами 
вершины ),4,1(),( bb yx   кроме того, для любого x  справедливо 
неравенство .4)1()(  gxg  Область определения функции 

)(xf определяется условием ,0)( xg которое справедливо при 

.31  x  Графиком функции 223 xxy  является полу-
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окружность .4)1(23 222  xxxy  Область  значений 

функции )()( xgxf   определяется условием 24)(0  xf . 

Ответ: Область определения –   ,3;1 область значений –   .2;0  

 

  Пример 1.5  Докажите, что для любых  0,, cba   хотя бы 

одно из уравнений ,02,02 22  acxbxcbxax    022  baxcx    

имеет решение. 
 Доказательство «от противного». Пусть ни одно из урав-

нений не имеет решений. Тогда дискриминанты всех уравнений 
отрицательны: .044,044,044 222  bcaabcacb Отсюда, 

.,, 222 bcaabcacb  Перемножим эти неравенства и получим, 

что  .222 abcabccab   Противоречие.  
 

    Пример 1.6 Докажите, что квадратный трехчлен  
cbxaxxf  2)(  принимает целые значения при любом целом 

x тогда и только тогда, когда cbaa ,,2  – целые числа.  
Доказательство.   Если для любого целого )(, xfx  – це-

лое число, то cbafcbafcf  )1(,)1(,)0( – целые числа. 
Отсюда следует, что caba  2, – целые.    
Обратно, пусть cbaa ,,2  – целые числа. Тогда, 

cbxaxxf  2)( .)(
2

)1(2 cxbaxxa



  Если x – целое, то 

2
)1( xx

  

– целое, а )(xf  –  сумма  трех целых чисел.   
 

Пример 1.7 Рассмотрим все функции  ,2 qpxxy   у ко-
торых .2010qp   Докажите, что графики всех этих функций 
проходят через одну точку.  

     Доказательство. Схема доказательства: возьмем две 
конкретные функции, найдем точку их пересечения и проверим, 
будет ли эта точка принадлежать остальным  графикам.  Найдем 
точку пересечения двух парабол, удовлетворяющих данному усло-
вию: например 201002  xxy и .20092  xxy  Это точка  
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).2011;1()1;1(  qp    Легко проверить, что эта точка принадле-
жит графикам всех остальных  функций этого семейства, так как 
по условию задачи для любой функции .20111)1(  qpf  

 

Пример 1.8 (Региональный этап олимпиады по математике 

2010) Известно, что cxcbxax 2
 для любого .x  Докажите, что 

bcxabxcx 2
 для любого  .x  

 Доказательство. Из условия задачи следует, что для любого 
x  .0)()( 2  cxcbaxxf  Следовательно, ,0a    

.04)(,0)0( 2  accbDcf  Если ,)()( 2 baxcbcxxg     то  
условие задачи ( 0)(:  xgx ) будет выполнено если: 

.0)(4)(,0 2
1  baccbDc   В силу предыдущего ,0c  а  

.04)(442 222
1  DaccbcbcabccbD  

 

Пример 1.9  Докажите, что уравнение 02  cbxax  имеет 
два различных корня, если .0)24(  cbaa   Верно ли обратное?  

Доказательство. Заметим, что  ).2(24 fcba    Пусть 
.0a   Из условия задачи следует, что ,0)2( f  т.е. значение функ-

ции в точке 2x больше нуля.  Из Следствия 1 Теоремы 4 следует, 
что корни уравнения 21 , xx  существуют и различны ).2( 21 xx       

Для случая 0a  доказательство аналогичное.  
Обратное неверно, так как число 2  может не лежать  между  

корнями параболы. 

  

 

2. Теорема Виета 

 

Связь между корнями квадратного уравнения и его коэффи-
циентами устанавливает следующая  

ТЕОРЕМА Виета  

Если 1 2,x x  – корни квадратного уравнения ,02  cbxax  

то справедливы условия:  
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a
cxx

c
bxx





21

21

 

      Следствие 1. Используя теорему Виета, можно вычислять не-
которые симметрические выражения от корней уравнения, не  
находя самих корней:  

,,11 2
2

2
1

21
xx

xx
 ,11

3
2

3
1 xx
 ,11

2
2

2
1 xx
 .3

2
3
1 xx   

Например:  

;22)(;11
2

2

21
2

21
2
2

2
1

21

21

21 a
c

a
bxxxxxx

c
b

xx
xx

xx






   

;44)()( 2

2

21
2

21
2

21 a
c

a
bxxxxxx   

).3))((())(( 21
2

2121
2
221

2
121

3
2

3
1 xxxxxxxxxxxxxx   

 

ТЕОРЕМА 3. (Обратная теорема Виета).  
Если числа 1 2,x x  удовлетворяют соотношениям 1 2x x p   , 

1 2x x q  , то 1 2,x x  являются корнями приведенного уравнения  

.02  qpxx   

ТЕОРЕМА 4. (О разложении на линейные множители).   
Если 1 2,x x  – корни квадратного уравнения ,02  cbxax  то  

  2
1 2ax bx c a x x x x            

      Следствие 1. (Решение неравенств) 
Пусть 0D  и 21 xx   – корни уравнения. Тогда  справедливы 

утверждения: 

A)  При  0a  

1.   02 cbxax когда ,1xx  либо .2xx  

2.  02 cbxax  когда 1 2x x x  .  

B)  При  0a   

3.  02  cbxax   когда 1 2x x x  . 
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4.  
2 0ax bx c      когда 1x x  либо 2x x . 

Графически решения квадратичных  неравенств можно пред-
ставить следующим образом 

 

 

Следующая теорема поможет исследовать знаки корней квад-
ратного уравнения, не вычисляя значений корней. 

 

ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы корни квадратного уравнения 

02  cbxax  21 , xx имели одинаковые знаки необходимо и до-

статочно выполнение условий: .0,0 21 
a
cxxD   Более того,    

если ,021 
 xx
a
b

 то оба корня положительны,   

если ,021 
 xx
a
b

 то оба корня отрицательны. 

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих возможно-
сти   применения теорем 3 – 6   для решения задач.  

 

 02  cbxax  02  cbxax  

0D  0D  0D  0D  

0a
 

 

1xx   

2xx   

 

 

Rx  

 
 

21 xxx   

 

 
нет реше-
ний 

0a
 

 

 

21 xxx   

 

 

 

нет реше-
ний 

 

 

1xx   

2xx   

 

 

Rx  
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Пример 2.1  Найдите сумму корней всех квадратных уравне-
ний вида ,020102  pxx  где  p   принимает все целые значе-
ния от 100   до .100   

Решение. Заметим, что это уравнение при любом значении   
имеет два вещественных корня ).020104( 2  pD  По теореме 
Виета сумма двух корней каждого уравнения равна  ,p а сумма 
корней всех уравнений  равна сумме всех целых чисел от 100  до 

.100   Ответ:  .0  

 

Пример 2.2 При каких значениях d  оба корня уравнения 
032 2  dxx   отрицательны?  

Решение.  По условию задачи сумма корней меньше нуля, а 

произведение – больше нуля:   ,089  dD  ,0
2


d
a
c

 

.0
2
3






a
b

  Ответ:  .
8
90  d  

Пример 2.3 Известно, что ,
2
111

21


xx
 где 1 2,x x – корни 

уравнения  .02  bxx   Найдите  b. 

Решение.   .2
2
1

2121
21

21 xxxx
xx
xx





 По теореме Виета 

,121  xx .21 bxx   Ответ: .2b  

 

Пример 2.4 Известно, что ,5 21 xx   где 1 2,x x  – корни уравне-

ния   .012  axax   Найдите  .a  

Решение. По теореме Виета ,165 22221  axxxxx  

.5 2
221 axxx    Отсюда ,

6
1

2



ax   ,

36
15 2

aa



   .3615 2 aa   

Квадратное уравнение 05265 2  aa  имеет два корня 

.5,
5
1

21  aa    Ответ: 
5
1

a , 5a . 
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Пример 2.5  Все коэффициенты квадратного трехчлена – це-
лые нечетные числа. Может ли он иметь два целых корня?  

Доказательство «от противного».  Пусть уравнение  
02  cbxax имеет два целых корня ., 21 xx   Тогда, по  теореме 

Виета, 21 xx
a
b

  и  21 xx
a
c

  – целые числа.    Если cba ,, – це-

лые нечетные числа, то оба числа 
a
c

a
b ,   – целые нечетные, однако 

одно  из чисел  2121 , xxxx   всегда будет  четным. Противоре-
чие.  Ответ: не может.   

 

Пример 2.6 Пусть 21 , xx –   корни  уравнения  .02  cbxax    

Если ,0 cba  то .,1 21 a
cxx   Если ,0 cba то  

.,1 21 a
cxx 

          

Доказательство. Заметим, что cbafcbaf  )1(,)1(   

и по теореме Виета     
a
cx 12    или  .)1(2 a

cx     Утверждение 

доказано.  
Пример 2.7 Известно, что график квадратичной функции 

cbxaxxf  2)( проходит через точки ),0;4(A  .)2;5(,)0;6( CB    

Найдите .,, cba   

Первое решение. Подставим координаты точек CBA ,,  в 
уравнение функции и получим три уравнения 

 ,1525,0336,0414  cbacbacba  решив кото-
рые можно найти коэффициенты .,, cba  

Второе решение. Из условия задачи следует, что точки 
6,4  xx  являются корнями  уравнения .02  cbxax Поэтому, 

)(xf  можно разложить на линейные множители 

).6)(4()( 2  xxacbxaxxf  Так, как ,2)5( f  то .2a  

Наконец .48202)6)(4(2 22  xxxxcbxax  

Ответ: .48,20,2  cba  

Ягуб
ов

.Р
Ф



 14 

Пример 2.8 При каких значениях параметра b  среди реше-
ний неравенства  022  bxx  содержится только три целых 
числа? 

Решение. Вершина параболы имеет координаты ),1;1(  b  по-
этому одна точка с целыми координатами 1x  точно находится 
среди решений исходного неравенства. Ближайшие к точке 1x  

целые числа – это точки ,2,0  xx  симметричные относительно 
вершины и либо одновременно лежат между корнями, либо одно-
временно не лежат. По условию задачи всего три целых лежат 
между корнями, поэтому это могут быть только числа ,0,1,2   а 
числа 1,3  xx  уже не удовлетворяет исходному неравенству. 

Таким образом, условие задачи будет выполнено, если будут вы-
полнены условия: .0)1(,0)0(  ff  Отсюда  .03,0  bb    

Ответ: .03  b  

Пример 2.9  Пусть )(xP  и  )(xQ  приведенные квадратные 
трехчлены, имеющие по два корня. Оказалось, что сумма двух чи-
сел, полученных при подстановке корней трехчлена )(xP  в трех-
член )(xQ  равна сумме двух чисел, полученных при подстановке 
двух корней )(xQ  в трехчлен ).(xP  Докажите, что дискриминан-
ты квадратных трехчленов )(xP  и )(xQ  равны.  

Доказательство. Пусть ,)( 2 paxxxP   

,)( 2 qbxxxQ  fe,  корни  ),(xP  nm,   корни ).(xQ    

Из условия задачи 

 qbffqbeepannpamm 2222
 

 mnnmqfebfenmanm 2)(2)(2)( 22222
 

.2)(2)(2)( 2 qfebeffepnma    

По теореме Виета  .,,, qmnbnmpefafe    Подста-
вим эти значения в предыдущее выражение и получим  

.442222 2222 paqbqbapapabqb   Т.е. 

.21 DD   
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3. Расположение корней квадратного уравнения 

 

Пусть 1 2,x x  – корни квадратного уравнения 2 0ax bx c   ,   

p – некоторое действительное число.   
 Сформулируем следующие вопросы: 
 

1) При каких условиях на коэффициенты a, b, c  оба корня урав-
нения различны и больше числа  p (рис. 5); 

2) При каких условиях на коэффициенты a, b, c  оба корня урав-
нения различны и меньше числа   p (рис. 6); 

 

3) При каких условиях на коэффициенты a, b, c  один корень 
уравнения больше числа  p, а другой меньше числа  p (рис. 7). 

      

      Ответы на эти вопросы дают теоремы "о расположении корней 
квадратного уравнения". 
Ответ на первый вопрос дает следующая теорема. 

      

      ТЕОРЕМА 7. Для того  чтобы корни квадратного уравнения  
2 0ax bx c    были различны и оба больше заданного числа p 

(рис. 5), необходимо и достаточно выполнение следующих усло-
вий: 

 






















0
2

0
0

pf

p
a
bx

D
a

b

 

 

 

 

или 

 






















0
2

0
0

pf

p
a
bx

D
a

b

. 

Достаточность. Пусть эти условия выполнены. Так как 

,0D то уравнение имеет различные корни – ).(, 2121 xxxx   

 Если 0a и   ,0pf   то 1xp    либо  ,2xp   а из условия  
pxb   следует, что .1xp    

Если 0a  и   ,0pf то  1xp    либо ,2xp    а из условия    
pxb   следует, что .1xp    Т.е.  оба корня различны и больше 

числа p.  
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Рис. 5 

 

Необходимость. Так как оба корня различны, то 0D . Если 

px 1 , px 2 , то .
2

21 p
xx

xB 


  Наконец  если 0a , то 

  0pf ,  а  если  0a , то   .0pf  

 

Ответ на второй вопрос дает Теорема 8, которая  доказывается 
аналогично. 

 

 
Рис. 6 

 

ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы корни квадратного уравнения 
2 0ax bx c    были различны и оба меньше числа p (рис. 6), 

необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 
























0)(
2

0
0

pf

p
a
bx

D
a

b
 

 

 

           

или 
























0)(
2

0
0

pf

p
a
bx

D
a

b
 

Ответ на третий вопрос дает  
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ТЕОРЕМА 9.  Для того чтобы корни квадратного уравнения 
2 0ax bx c    были расположены по разные стороны от числа p 

(рис. 7), необходимо и достаточно выполнение следующих условий:  

 






0
0
pf

a
     или  







0
0
pf

a
 

Необходимость. Если 1 2,x x  – корни уравнения, причем 

,21 xpx  то  из свойств параболы следует, что .0)(  pfa .   

   

 
Рис. 7 

Достаточность. Пусть  ,0a    .0
4

4
2

22










 

a
acb

a
bpapf    

Тогда ,
24

4
4

22







 




a
bpa

a
acb

a
D

 т.е.  ,0D  а из условия    0pf  

следует, что  .21 xpx    

Теорема доказана.  
Алгоритмическая  простота  и  наглядность 

геометрического представления теорем о расположении 
корней  квадратного  уравнения  делает их применение  
эффективным способом решения задач с параметрами. 
 

Пример 3.1 При каких значениях параметра a  число 2  

находится между корнями уравнения   023542  axax ? 

Решение. Так как ветви  параболы направлены верх, то  усло-
вие задачи будет выполнено, если    

    .01762354242  aaaf    Ответ: 
6

17
a .  

 

Ягуб
ов

.Р
Ф



 18 

Пример 3.2 При каких значениях параметра b  оба корня 
уравнения   09226 22  bbbxx  больше  3?  

Решение. Из теоремы 6 получаем условия 

 














0112093

3
2

6
088

2 bbf

bx

bD

b  

 

 

 

 

 











9
11
1

b

b
 

 

 

9
11

 b . 

 

 

Пример 3.3 При  каких  значениях параметра p  уравнение 

0142  xpx   имеет только одно положительное решение? 

Решение. Возможны три случая, в которых исходное уравне-
ние может иметь только одно положительное решение: 

1) 0p – квадратное уравнение превращается  в  линейное и 
оно имеет одно положительное решение.  

2) 0D – квадратное уравнение имеет один положительный 
корень. 

3) 0D  – квадратное уравнение имеет два корня, однако по-
ложительный  корень только один.  

Рассмотрим все случаи:   

1) .0
4
1,0 0  xp      2)  .0

2
1,4,0416 0  xppD  

3) ;0)0(,0416  fppD  

,1)0( f поэтому 0)0(  fp  при .0p   Ответ: .4,0  pp  

      

 Пример 3.4 При  каких  значениях параметра d  неравенство  

01342  dxdx выполняется при  всех значениях  ?0x  

Решение.      14344121613416 2  ddddddD   

 Если ,0d  ,0D то неравенство    0xf  выполняется при 
всех  x , в том числе,  и  при .0x   Следовательно, при  1d  усло-
вие  задачи выполнено.  

Если  ,0,0  Dd  то возможны два варианта расположения 
параболы.  
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  























da
b
df

D
d

2
4

2
0

0130
0
0

 

 

Если 0d  возможны  3 варианта расположения параболы.  

 
Во всех трех случаях парабола  либо не больше нуля для любого x , 

либо больше нуля только на ограниченном отрезке  21, xx . Следо-

вательно, условие задачи не может быть  выполнено при всех  
.0d   Ответ: 1d . 

 
Пример 3.5 При каких значениях a  все решения неравен-

ства 012  axax  удовлетворяют условию   10  x ? 

Решение.  
Если 0a  (ветви параболы направлены вниз), то неравенство 

  0xf  выполняется либо на всей числовой прямой (при 0D ), 

либо на двух бесконечных лучах (при 0D ), а по условию задачи 
неравенство должно выполняться на ограниченном интервале 
 1;0 . Таким образом, при  0a  задача не имеет решений. 

Пусть ,0a 21 , xx   корни уравнения  .012  axax  Из 

условия задачи следует, что множество решений неравенства     
012  axax     множество  21; xx   содержится в интервале 

 1;0 .  Графическое изображение параболы в этом случае будет 
следующим: 
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Из теорем 7, 8 получаем условия: 

 
 
 


























1
2
1

2
0

0111
010

0144141
0

2

aa
bx

aaf
af

aaaaD
a

b

 

 

 

 

 
  























2
1

1
12

0

a

Ra
a
a
a

 

 

 

 

.1
2
1

 a  

 

Пример 3.6 При каких значениях параметра a  уравнение   

0344 2  axx  имеет хотя бы одно решение по модулю  меньше 
?1  

Решение. Условие задачи будет выполнено,  если хотя бы один 
из корней принадлежит интервалу  ,1;1  т.е. в одном из следую-
щих случаев: 

1)  только один корень уравнения принадлежит отрезку  1;1     

)11( 21 xx    или  );11( 21  xx  

2)  оба корня уравнения принадлежат отрезку  1;1  

);11( 21  xx  

В первом случае  получаем условие .0)1()1(  ff  Откуда 

следует, что   .
3
80  a  

Второй случай описывается системой неравенств:   

.11,0)1(,0)1(,0  bxffD       

 

 
  .0

3
1

1
8
4

2
1

031
0381

04816






















a

a
bx

af
af
aD

b

 

Ответ: .
8
3

3
1

 a  
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4. Решение  задач  повышенной  сложности  
 

Пример 4.1 Значение квадратного трехчлена  в двух последо-
вательных  целых числах  равны  соответственно  квадратам двух 
последовательных натуральных  чисел.   Докажите, что значения 
трехчлена во всех целых  точках – точные квадраты. 

Доказательство.  Пусть ,)( 2 cbxxxf   km, – исходные  

натуральные числа, т.е., ,22 kcbmm   

.)1()1()1( 22  kcmbm   Вычтем первое уравнение из  второ-
го и получим  .)(2 mkb   Тогда из первого уравнения  получаем 

.)()(2 22222 mkmmkmkbmmkc     Пусть теперь  p  – 

произвольное   целое  число.   В силу предыдущего,  

.))(()()(2)( 2222 mkpmkpmkpcbpppf     

 

       Пример 4.2   График линейной функции касается графика 
квадратичной функции ),(xfy  а график квадрата этой линей-
ной функции получается из графика функции )( xf  сдвигом вниз 
на величину .p   Найдите число .p  (Докажите, что число p  для 
всех таких функций  единственное)  

Доказательство. Пусть ,)( dkxxg   

a
bc

a
bxacbxaxxf

4
)

2
()(

2
22   – исходные функции. Тогда  

 2222 )()()(
k
dxkdkxxg  парабола со старшим коэффици-

ентом 2k и  координатами вершины .)0;(
k
d

     По условию  зада-

чи  эта парабола получается из )(xf  сдвигом вниз на величину p :  

).()( 2 xgpxf    Учитывая свойства вертикального переноса па-
раболы,    получаем условия: 

.0
4

,
2

,
2

2  p
a
bc

k
d

a
bka   Т.е., .

4
,2,

2
2

a
bcpadbkak    
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      Условие касания линейной функции  и  параболы  равносильно 
условию:  уравнение  dkxcbxax 2

 имеет единственное ре-

шение, т.е. .0)(4)( 2  dcakbD   

Отсюда получаем, что .
4

22

a
kbc 

  В силу предыдущего, 

.
4
1

4444

22222





a
k

a
b

a
kb

a
bcp  Ответ: .

4
1

p  

 

Пример 4.3  При каких значениях параметра p  уравнение 

0313)3811()238( 2  pxpxp  имеет ровно )4()2(  pp   раз-
личных положительных решений.   

Решение. Пусть  npp )4()2(  число решений исходного 
уравнения. Так как  уравнение  квадратное, то может иметь два 
корня, один или не иметь корней (иметь ноль корней).  

Случай 2n  невозможен, так как уравнение 2)4()2(  pp  

не имеет действительных решений ).0( D  

Если ,1n  то уравнение 1)4()2(  pp  имеет один корень  
.3p  Однако при 3p  исходное уравнение  превращается в 

уравнение ,0452  xx которое имеет два корня .4,1  xx  Про-
тиворечие (мы рассматриваем случай 1n ). 

Если исходное уравнение не имеет корней, то  уравнение 
0)4()2(  pp   имеет  два  корня  .4,2  pp  

При 2p  исходное  уравнение  07167 2  xx точно  име-
ет один положительный корень и один отрицательный ).0)(( of  

Следовательно,  в этом случае  рассматриваемое условие (ноль 
корней)  не выполняется.  

При 4p  исходное уравнение  0169 2  xx имеет только 

один отрицательный корень  ,
3
1

x  т.е. имеет ноль положитель-

ных.   Ответ: .4p   

 

Пример 4.4   Парабола qpxxy  2 пересекает ось абс-
цисс в точках .,BA   Известно, что угол между касательными к па-
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раболе, проведенным в точках ,,BA  равен .90   Найдите площадь 
треугольника ,ABC где C – вершина параболы.  

Решение. Пусть 21, xx – корни уравнения ,02  qpxx  

,12 Dxx   )0;( 1xA  и )0;( 2xB   – точки пересечения параболы с 

осью ,OX  )
4

;
2

( DpC 
– вершина параболы, E – точка пересече-

ния касательных  EA  и .EB    

Площадь треугольника ABC  можно вычислить по формуле 

.
84

)(
2
1

2
1

12
DDDxxEFABS     

 

 Условие касания прямой 2xxY   и параболы  

qpxxy  2
  можно сформулировать    следующим  образом:  

уравнение 2
2 xxqpxx   имеет  единственное решение (т.е. 

дискриминант равен  нулю): 
 2

2
2

2 412)(4)1(0 xqppxqpD

.)1(214
2

4412 222 


 DDqp
Dp

qpp  

Таким образом, .
8
1

8
,1 

DDSD    Ответ: .
8
1

S  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Точки BA, симметричны 
относительно оси параболы 

,
2
px 

  точка  E  также лежит 

на оси симметрии. Следователь-
но, ABC – равнобедренный пря-
моугольный  треугольник, в кото-
ром  .45 BAEABE  
Уравнение касательной BE , с 
угловым 
том1 (угол 45 ) проходящей через 
точку )0;( 2x  имеет вид .22 xxY   

А В 

Е 

C x 

y 

F 
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Пример 4.5 Найдите все значения параметра ,a  при которых 

наименьшее значение функции 782)( 2  xxaxxf  меньше  .1     

      Решение. "Раскроем модуль": Если ,0782  xx   то 

7)4(2)( 2  xaxxf - парабола с ветвями, направленными 

вверх и координатами вершины .4 axb    А если ,0782  xx  

то  график  7)4(2)( 2  xaxxf  - парабола с ветвями, направ-
ленными вниз. Возможны два варианта расположения вершины 
первой параболы: 
1) ,]7;1[4  a т.е. ,33  a  тогда наименьшее значение будет 
достигаться в той точке, которая находится дальше от  вершины 
параболы. При 30  a  наименьшее значение функции  будет до-

стигаться в точке 1x  и .2
1012)1(  aaf  При 03  a   

наименьшее значение функции  будет достигаться  в точке 7x  и 
.03114)7(  aaf   В итоге в первом случае получаем усло-

вие: .2
13  a   

2) ],7;1[4  a т.е. 3a  или .3a   Тогда наименьшее значение 
будет достигаться в вершине параболы axb 4   и 

.1987)4()4(2)4()4( 22  aaaaaaf  Отсюда полу-

чаем условие 6401082  aaa или .64 a  Т.е. во 

втором случае получим условие 3a  или .64 a  Объединим 

оба варианта.   Ответ: .64;2
1  aa  

 

Пример 4.6 Найдите все квадратные трехчлены )( xp  с це-
лыми коэффициентами,  удовлетворяющие неравенству  

222)(1 22  xxxpxx  для любых значений .x  

     Решение. Пусть .)( 2 cbxaxxp   Из свойств параболы сле-

дует, что если ,1)( 2  xxxp   то 

01)1()1( 2  cxbxa для всех x и должно выполняться 
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условие .01a  Аналогично, если ,222)( 2  xxxp   то 

02)2()2( 2  cxbxa для всех x и .02  a  Таким обра-
зом, справедливы неравенства .21 a  Если a  целое,  то 1a  

либо .2a  

Если ,1a  то неравенство 01)1(  cxb  выполняется для 
любого ,x  а это возможно только при условии .1,1  cb  

Если ,2a  то неравенство 02)2(  cxb  выполняется для 
любого ,x  а это возможно только при условии .2,2 cb   

Таким образом, исходным условиям удовлетворяют следующие 
варианты :)( xp  .222,122,2,1 2222  xxxxxxxx   

Очевидно, что первый и четвертый варианты удовлетворяют 
условию задачи. Если ,2)( 2  xxxp  то неравенства  

22221 222  xxxxxx  должны выполняются для всех 

.x  Тогда неравенство xx  20  должно выполняться для любого 

,x а это неверно. Если ,122)( 2  xxxp  то неравенства  

2221221 222  xxxxxx  должны выполняются для 

всех .x  Тогда неравенство xx  20  должно выполняться для лю-
бого ,x а это опять неверно.   

Ответ: 1)( 2  xxxp  или   .222)( 2  xxxp   

 

Пример 4.7 Квадратный трехчлен  baxx 2
  имеет  целые корни 

по модулю больше  .2  Докажите, что число  1ba  составное. 

     Решение. Пусть baxxxf  2)(  имеет целые корни. Тогда 
),)(()( qxpxxf  где qp, целые числа, по модулю больше .2  

Что за число ?1 ba   Легко заметить, что  ba1  значение 
трехчлена при .1x  Тогда ),1)(1()1(1 qpfba   причем 
каждое из чисел p1  и q1   целое число, не равное единицы. 
Следовательно, ba 1 раскладывается в произведение целых 
чисел, не равных единице, т.е. является составным.  
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Пример 4.8 Рассматриваются   многочлены   qpxx 2
  с целыми 

коэффициентами, при этом .30qp  Сколько таких многочленов 
имеют целые корни? 

     Решение. Так как многочлен имеет целые корни, то 
),)(()( mxnxxf   где mn,  целые числа.  Тогда из разложения 

на линейные множители и условия задачи получаем, что простое 
число 31 раскладывается в произведение целых чисел: 

.311)1)(1()1( 21  qpxxf   Отсюда, например,  

,32,2311,11 2121  xxxx   а по теореме Виета 

,64,34)( 2121  xxqxxp т.е. условию задачи отвечает 

только один многочлен.  Ответ: .64342  xx  

Пример 4.9 Оба корня многочлена 145)103()( 2  bxaxxf   и 
значение  )1(f   являются простыми числами.  Найдите корни 
многочлена  и значения параметров a  и .b  

     Решение. По условию задачи ),)(()( qxpxxf  где qp,  

простые числа.  Известно, что  2121 ,),1)(1()1( xxxxf  три 

простых числа.  Если ,111 x то 2x  и 12 x одновременно явля-
ются простыми  числами, что возможно только в случае 

.3,21 22  xx  Тогда .65)3)(2()( 2  xxxxxf  Следова-
тельно, 6145,5103  ba  и .4,5  ba   

Ответ: .4,5  ba  

 

 

 6.  Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислите ,11

21 xx
 где 2,1 xx  корни уравнения  

.0623 2  xx  

2. Вычислите ,3
2

3
1 xx   где 2,1 xx  корни уравнения  .0922  xx  

3. Известно, что  ,
2
111

21


xx
  где  21 , xx  – корни уравнения 

.02  axx  Найдите .a  

Ягуб
ов

.Р
Ф



 27 

4.  При каких значениях a   функция 
aaxx

xf
42

1)( 2 
   опреде-

лена при всех значениях  x ? 

 5.  При каких   a  уравнение   0
5

12





x
axx

   имеет единственное 

 решение? 

 6.  При каких k  условие  2
1
2

2

2





xx
kxx

  выполняется для всех  x  ? 

 7. Для всякого a  определите число решений уравнения 

 .322 axx   

 8. При каком значении параметра  p     уравнение имеет два  раз

 личных положительных корня  ?0)2(2)1( 2  ppxxp  

 9. Найдите все значения m , при которых неравенство 
 0622  mmmxx  выполняется для всех  ?21  x  

 10. При каком значении параметра  a    любое значение ,x  удо-

влетворяющее неравенству   ,0)1( 22  axaax  по модулю мень-
ше  2 ? 
 11.  При каком значении параметра  a     только один корень 
уравнения 0516)4(22  xxax  удовлетворяет условию 3x ? 

 12.  При каких значениях a  из неравенства  10  x  следует 

неравенство  ?02)5()2( 22  xaxaa   

 13. При  каких значениях p  корни уравнения  

 04)3(45 22  pxpx   противоположны  по знаку? 

14.  При  каких значениях a  ровно один корень уравнения  
02322  axax    удовлетворяет условию ?1x  

15. Найдите области определения и области значений функций  

,322  xxy .2 2xxy   

16. Найдите корни квадратного трехчлена, если известно, что сумма 
его коэффициентов  равна  ,2  а  )5,2;4(  – координаты его верши-
ны. 
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17. Найдите все значения ,a при которых функции aaxxy  2
 и 

xxay 2)1( 2   имеют не более одной общей точки. 
18. Найдите все значения ,a при которых графики функций 

4)153(,7)5( 2  xayxay  не имеют общих точек. 
19. Найдите все значения параметра ,a  при которых   

 
.3)2244(min 22

2;0
 aaaxx  

20. Найдите все значения параметра ,a  при которых   

 
.2)322(max 22

1;0
 aaaxx  

21. Найдите все значения параметра ,a  при которых значения 

квадратного трехчлена 22)( 22  aaxaxxf  положительны при 
любом  .1;1x  

22. Найдите все значения параметра ,a при которых уравнение   

02242  aaxx  имеет хотя бы одно положительное решение. 
23. При каких значениях параметра a  множество решений системы  








0)42(3
4)4(2

ayx
yaxax

   содержит отрезок  1;2   оси ?OX  

24. При каких значениях параметра k  один из корней уравнения  

02)12( 22  kxkx  вдвое больше другого? 

25.  При каком целом значении  параметра  a  сумма квадратов 
корней уравнения  022  axax   будет наименьшей? 

26. При каких значениях параметра  a  неравенство  3
1
2

2

2




xx
xax

  

справедливо  для всех ?x  

27. При каких значениях параметра m  квадратный трехчлен 
62)1(5)56()( 2  mxmxmxf   есть полный квадрат? 

28.   При каких значениях параметра p  оба корня уравнения 

 0122  pxpx    принадлежат интервалу ?]4;0[  

29.   При каких значениях параметра a  только один корень уравне-
ния 042  axx  принадлежат интервалу ?]1;0[  

Ягуб
ов

.Р
Ф



 29 

30. Найдите все значения параметра a , при которых уравнение 
0342)43( 22  aaxaax   имеет только целые корни. 

31. Квадратное уравнение 062  qpxx  имеет два различных  

 корня ., 21 xx   Числа qxxp ,,, 21  – последовательные члены геомет
 рической прогрессии. Найдите  ., 21 xx  

32. График параболы проходит через точки ).10;0(,)0;5(),0;1(    

Найдите значение параболы при  .2x  

33. При каких значениях параметра a  среди решений неравенства 
02)12(2  axax   содержится только три целых положительных 

числа? 

34. При каких значениях параметра a  неравенство  053




ax
ax

  

справедливо  для всех x   таких, что ?41  x     

35. Найдите все значения параметра ,a  при которых уравнение   

06)52(2  axaax  имеет на отрезке ]2;0[   единственный ко-
рень. 
36. Пусть .145)103()( 2  bxaxxf  Оба корня уравнения 0)( xf  

и значение  )1(f  являются простыми числами. Найдите значения 
параметров ba,  и корни уравнения. 
37. Найдите целые значения параметров a  и ,b  при которых корни 

уравнения 053)92(2  bxax  являются различными целыми 
числами, а коэффициенты 92 a  и  53b  простые числа.  
38. Найдите все значения  параметра  ,a    при которых уравнение 

01)1(2  axax  имеет два корня, разность которых равна их 
произведению.    
39. Найдите все значения  параметра  ,a    при которых уравнение 

02)1(23 2  xax  имеет два корня, сумма квадратов  которых 
равна их произведению. 
40. Найдите все значения  параметра  ,a    при которых график 

функции 232)1( 2  axaxay  касается оси абсцисс.   
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41. Найдите все значения ,a  при которых уравнение  

0
6

572)2(3
2

22





xx

aaxax
  имеет единственное решение. 

42. Найдите все значения ,a  при которых  неравенство  

0
49)1(2

208
2

2





axaax

xx
  выполняется при всех значениях .x  

43. Найдите все значения  параметра  ,a    при которых из неравен-

ства 1x  следует неравенство 0)2811()1(2 22  aaxax      

44. Найдите все значения  параметра  ,a  при которых из не-

равенства  0)13(2  axax  следует неравенство  .1x  

45. Найдите все значения  параметра  ,a    при которых все 

корни   уравнения 02 22  aaaxx  больше 2  и меньше .6    

46. Найдите все значения  параметра  ,a    при которых один 

из корней уравнения 09)2(22  xax  принадлежит интерва-
лу ),2;1(  а другой – нет. 

47. Ветви параболы 19124 2  aaxaxy направлены вниз. 
Докажите, что парабола не пересекает ось абсцисс. 
48. Квадратный трехчлен cbxxxf  2)( имеет один корень. 
Кроме того, уравнение 0)13()32(  xfxf имеет ровно один 
корень. Найдите корень уравнения .0)( xf  

49. Квадратный трехчлен )(xf имеет один корень. Кроме того, 
уравнение 0)13()32(  xfxf  имеет ровно один корень. 
Найдите коэффициенты b  и .c  

50. Ветви параболы 14129 2  aaxaxy  направлены вверх. 
Докажите, что парабола пересекает ось абсцисс в двух точках. 
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Ответы к задачам 1–50: 

1. 
3
1

  \ 2. 62 \ 3.  2 \ 4. )0;4(   \ 5. 
5
26

,2  \6. )6;2(   \ 7. 2 при 

4a , 3 при 4a ,4  при 40 a ,2  при 0a ,  нет при 0a \   

8. )2;1(,2  pp \ 9. 324
2

537


 m \  10. )5.0;2(   \  

11. 1a  \ 12. )3;3( \ 13. 2p \ 14. 1a \  

15.  ]5.1;0[,]1;2[;);0[,]3;1[  \ 16. 54  \ 17. 2,
3
2

 aa \  

18. 5
3
19


 a \ 19. 105,21  aa \ 20. 1a \  

21. 2
2

51,
2

133



 aa  \ 22. 0,1  aa \ 23. 15.3  a \ 

24. 4k \ 25. 1a \  26. 71  a \ 27. 5m \  28.  1
3
4

 p \  

29. 30  a \ 30.  
2
3,

2
1,0  aaa  \   

31. 4,2,9,3 2121  xxxx \ 32.–14 \ 33. 
2
31  a    

34.   





  ;

2
34;a \ 35. 6

9
16

 a \ 36. 4;5;3;2 21  baxx \ 

37. .1;3  ba 38. 2a \39.  \40. 5,0a \41. 5,1,1  aa \ 42. 

5,0a \ 43.  9;3 \ 44.  \45.  4;0 \46.  2;2,1 \48. 11x \49. 

121,22  cb  

 

7. Задачи повышенной сложности1 

 

1. Даны числа .,, cba  Известно, что для любого x  выполняются не-

равенства  .222 baxcxacxbxcbxax    Докажите, что 
.cba   

                                                           
 1 Задачи  из сборников олимпиадных задач  [1, 13], вариантов вступительных экза-

менов в вузы, вариантов ЕГЭ, других источников, авторские задачи. 
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2. Пусть )(),(),( xhxgxf три квадратных трехчлена с положи-
тельными коэффициентами. Известно, что каждый из них имеет 
хотя бы один общий корень с суммой других. Докажите, что мно-
гочлены  )(),(),( xhxgxf имеют общий корень.  

3.  baxcxacxbxcbxax 2,2,2 222
 квадратные трех-

члены с положительными коэффициентами, причем любые два из 
них имеют общий корень. Докажите, что .cba   

4. На параболе 2xy   выбраны четыре точки DCBA ,,,  так, что 
прямые AB  и  CD пересекаются на оси ординат. Найдите абс-
циссу точки ,D   если абсциссы точек CBA ,,   равны соответ-
ственно .,, cba  

5. Найдите все целые значения ,a при которых уравнение 

02  aaxx  имеет целые корни.  

6. Из квадратного трехчлена  cbxax 2
  получили три квадрат-

ных трехчлена: ,)1( 2 cbxxa  ,)1(2 cxbax  .12  cbxax  

Оказалось, что любые два из них имеют общий корень. Докажите, 
что сумма коэффициентов квадратного трехчлена – целое число.  
7.  Решите уравнение ,0)))))((((( xfffff  где .3012)( 2  xxxf   

8. Пусть уравнение 02  qpxx   имеет корни. Сколько корней 

имеет уравнение ?0)()(  Dxfxf  

9.  При каких  значениях  параметра a  сумма корней уравнения 
0482  axax  меньше ,1 а  произведение больше ?3  

10. Произведение четырех корней уравнений  
,022  cbxx 022  bcxx  равно единице. Найдите ., cb   

11.   Парабола )0(2  acbxaxy пересекает ось абсцисс в точ-
ках ,,BA  C – вершина параболы. Известно, что угол между каса-
тельными к параболе, проведенным в точках ,,BA равен .90   

Найдите  ,a  если площадь треугольника  равна  .32  

12.  Касательная к графику 242  xxy пересекает координат-
ные оси  в точках BA, ,  причем .2 OBOA  Найдите  длину отрезка  

.AB  
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13.  Числа 4321 ,,, xxxx  последовательные члены арифметической 

прогрессии. Известно, что 21, xx корни уравнения ,032  axx а 

43 , xx  корни уравнения .0122  bxx  Найдите .,ba  

14.  Найдите все значения  параметра ,a  при которых множество 

решений неравенства 132)36( 2  axxa  содержит един-
ственное целое число.   
15.  Найдите все значения параметра  ,a  для которых  при каж-

дом x   из промежутка  ]1;3(    выражение 2ax   не равно значе-

нию выражения .28 24  xx  

16.  Найдите все значения параметра ,a   для которых  при каж-

дом  x из промежутка  ]1;6[   выражение  xx 52    не равно 

значению выражения .4xa  

17. Квадратный трехчлен qpxxxf  2)(   имеет два различных 
целых корня. Один из корней и значение )11(f   являются просты-
ми числами.  Найдите корни многочлена  и значения параметров 
p  и .q  
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